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PRÉFACE. 


Ce  volume  renferme  la  (in  de  mon  Cours  de  la  Faculté  des 
Sciences.  La  théorie  des  fonctions  analytiques  occupe  presque  la 
moitié  du  volume,  ce  qui  s'explique  suffisamment  par  le  rôle  pré- 
pondérant de  ces  fonctions  dans  TAnaljse  moderne.  Dans  cette 
exposition,  je  me  suis  placé  presque  constamment  au  point  de  vue 
de  Cauchj.  Sans  nier  l'intérêt  des  méthodes  fondées  uniquement 
sur  les  propriétés  des  séries  entières,  il  me  semble  que  les  deux 
théories,  bien  loin  de  s'opposer,  se  complètent  admirablement.  Si 
l'emploi  exclusif  des  séries  entières  peut  séduire  certains  esprits 
systématiques,  je  ne  pense  pas  cependant  qu'aucun  d'eux  ait  pu 
soDger  à  bannir  de  renseignement  les  méthodes  si  simples  et  si 
fécondes  de  Caucliy. 

Quoique  je  n'aie  pas  voulu  m'aslreindre  à  ne  pas  dépasser  les 
limites,  toujours  un  peu  étroites,  d'un  programme  d'examen,  ce 
volume  est  avant  tout  un  livre  d'enseignement.  Dans  aucune 
direction,  je  n'ai  cherché  à  conduire  le  lecteur  jusqu'aux  bornes 
actuelles  de  la  Science.  J'ai  seulement  essayé  de  faire  une  place,  à 
côté  de  théories  depuis  longtemps  classiques,  à  quelques  théories 
plus  récentes.  Mon  but  sera  atteint  si  je  puis  inspirer  à  quelques 
lecteurs  le  désir  d'en  apprendre  davantage. 

MM.  Emile  Cotlon  et  Jean  Clairin  m'ont  continué  leur  précieux 
concours  pour  la  correction  des  épreuves;  M.  Louis  Dunoyer, 
élève  à  l'Ecole  Normale,  a  bien  voulu,  lui  aussi,  prendre  sa  part 
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de  celte  lâche  ingrate.  M.  Gaulhier-Villars,  après  avoir  accueilli 
cet  ouvrage  avec  empressement,  n'a  rien  négligé  pour  assurer 
la  perfection  de  l'exécution  typographique.  C'est  pour  moi  un 
agréable  devoir  de  leur  adresser  à  tous  mes  sincères  remercie- 
ments. 

ai  mai  igoS. 

E.  Go  uns  AT. 
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CHAPITRE  Xin. 

FONCTIONS  ÉLÉMENTAIRES  D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS.  -  FONCTIONS  MONOGÈNES. 

2o9.  Déflnitions.  —  On  appelle  quantité  imaginaire,  ou 
quantité  complexe,  loule  expression  de  la  forme  a  +  bi^  a  et  6 
élanl  deux  nombres  réels  quelconques,  et  i  un  symbole  parti- 
culier que  l'on  a  été  conduit  à  introduire  en  vue  de  donner  à 
l'algèbre  plus  de  généralité.  Une  quantité  complexe  n'est  au  fond 
qu'un  svstème  de  deux  quantités  réelles,  rangées  dans  un  certain 
ordre.  Quoique  des  expressions  telles  que  a-\-bi  n'aient  par 
elles-mêmes  aucune  signification  concrète,  on  convient  de  leur 
appliquer  les  règles  ordinaires  du  calcul  algébrique,  en  conve- 
nant en  outre  de  remplacer  partout  le  carré  i^  par  —  i . 

Deux,  quantités  imaginaires  a-hbi  et  d -\- U i  sont  dites 
égales,  si  l'on  a  az=za,  b'^=^b.  La  somme  de  deux  quantités 
imaginaires  a-^bi  et  c -^  di  est  un  symbole  de  même  forme 
a  -r-  c  H-  « (6  H-  ûf )  ;  de^  même  la  différence  a-^  bi  —  (c  H-  di)  est 
égale  à  a  —  c-\-i{b  —  d).  Pour  obtenir  le  produit  de  a-{-bi 
par  c  -\-  di^  on  effectue  ce  produit  par  la  règle  habituelle  de  la 
multiplication  algébrique,  et  l'on  remplace  i^  par  — i,  ce  qui 
donne 

(a  -h  bi){c  T-  di)  —  ac  —  bd-\-  iiad-\-  bc). 
G.,  11.  I 
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Le  quolient  de  a-\-bi  par  c -\- di  est  un  troisième  symbole 
imaginaire  œ  -hyi  qui,  multiplié  par  c  -+-  diy  reproduit  a  -h  bi. 

L'égalité 

a -\- bi  •=  {c  A- di){x -\- yi) 

équivaut,  d'après  la  rèp:le  de  la  multiplication,  aux  deux  relations 

ex  —  dy  =  a,         dx  -h  cj'  =  6, 

d'où  l'on  lire 

ac  -H  bd  bc  —  ad 

Le  quotient  de  a  -^  bi  par  c  -\-  di  se  représente  par  la  notation 
habituelle  des  fractions  algébriques,  et  l'on  écrit 

a  -h  bi 

pour  calculer  commodément  x  et  ^,  il  suffit  de  multiplier  les 
deux  termes  de  cette  fraction  par  c  —  di  et  de  développer  les 
produits  indiqués. 

Toutes  les  propriétés  des  opérations  fondamentales  de  l'algèbre 
s'étendent  aux  opérations  effectuées  sur  les  symboles  imaginaires; 
A,  B,  C,  ...  désignant  des  symboles  imaginaires,  on  a 

A.B  =  B.A,        A.B.C  =  A.(B.C),        A(B -h  C)  =- AB  h- AC, 

et  ainsi  de  suite.  Les  deux  imaginaires  «  +  6i  et  a  —  bi  sont 
des  imaginaires  conjuguées.  Les  deux  imaginaires  a  H-  bi  et 
—  a — 6/,  dont  la  somme  est  nulle,  sont  opposées  ou  symé- 
triques. 

Étant  donné  dans  un  plan  un  système  de  deux  axes  rectangu- 
laires ayant  la  disposition  habituelle,  on  représente  la  quantité 
imaginaire  a-{-bi  par  le  point  M  du  plan  xOy,  dont  les  coor- 
données sont  X  =  a,  y:=b.  On  donne  ainsi  une  signification 
concrète  à  des  expressions  purement  symboliques,  et  toute  pro- 
position établie  pour  les  quantités  imaginaires  correspond  à  un 
théorème  de  géométrie  plane.  Mais  les  plus  grands  avantages  de 
cette  représentation  apparaîtront  encore  mieux  dans  la  suite.  Les 
quantités  réelles  correspondent  à  des  points  de  l'axe  Ox  qui,  pour 
cette  raison,  est  appelé  aussi  axe  réel.  Deux  imaginaires  conju- 
guées a  -\-  bi  el  a  —  bi  correspondent  à  deux  points  symétriques 
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par  rapport  à  Ox;  deux  quantités  opposées  a  +  6/  et  —  a  —  bi 
sont  représentées  par  des  points  symétriques  relativement  au 
point  O. 

La  quantité  a  4-  bi  qui  correspond  au  point  M  de  coordon- 
nées (rt,  b)  s'appelle  aussi  quelquefois  Xaffixe  de  ce  point.  Quand 
il  n'y  aura  aucune  ambiguïté  à  craindre,  nous  désignerons  par  la 
même  lettre  une  quantité  imaginaire  et  le  point  qui  la  représente. 

Joignons  l'origine  au  point  m  de  coordonnées  (a,  6).  La  dis- 
tance Ont  s'appelle  le  module  de  a  H-  bi^  et  l'angle  dont  il  faut 
faire  tourner  une  demi-droite  couchée  sur  Ox  pour  l'amener 
sur  0/71  (cet  angle  étant  compté  comme  en  trigonométrie  de  Ox 
vers  O^)  est  M  argument  de  a  H-  bL  Soient  p  et  co  le  module  et 
l'argument  de  a -f-  bi\  entre  les  quantités  réelles  a,  6,  p,  (o,  on  a 
les  deux  relations  a=  q  cos(o,  6  =  p  sinco,  d'où  l'on  tire 

p  =  /a* -H  6',         cosa>  =  - 1         sinw  = 


Le  module,  nombre  essentiellement  positif,  est  déterminé  sans 
ambiguïté,  tandis  que  l'argument,  n'étant  connu  que  par  ses 
lignes  trîgonométriques,  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  près 
de  ar,  ce  qui  était  évident  d'après  la  définition  même.  Toute 
quantité  imaginaire  admet  donc  une  infinité  d'arguments,  formant 
une  progression  arithmétique  de  raison  2'7z.  Pour  que  deux  quan- 
tités imaginaires  soient  égales,  les  mqdules  doivent  être  égaux; 
il  faut  de  plus  que  les  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  2it 
et  ces  conditions  sont  sufûsantes.  Le  module  d'une  quantité  ima- 
g^inaire  z  se  représente  par  la  même  notation  \z\  que  la  valeur 
absolue  d'une  quantité  réelle. 

Soient  z  =  a  -\-  bi,  z'  =:  a'  -^  b' i  deux  quantités  imaginaires, 
el  /w,  m'  les  points  correspondants;  la  somme  z -i- z'  est  repré- 
sentée par  le  point  m",  sommet  du  parallélogramme  construit 
sar  Om  ci  0/n'.  Les  trois  côtés  du  triangle  0  mm"  {fig*  53)  sont 
égaux  respectivement  aux  modules  des  quantités  :;,  z' ^  z  -j-  :;'.  On 
eo  conclut  que  le  module  d'une  somme  de  deux  quantités  est 
inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules  des  deux 
termes,  et  supérieur  ou  au  moins  égal  à  leur  différence.  Deux 
quantités  opposées  ajant  le  même  module,  le  théorème  est  vrai 
aussi  pour  le  module  d'une  différence.  Enfin  on  voit  de  la  même 
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façon  que  le  module  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
quantités  imaginaires  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules, 
Tégalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  tous  les  points  qui  repré- 


Fig.  53. 


sentent  ces  diverses  quantités  sont  sur  une  demi-droite  issue  de 
l'origine. 

Si  parle  point  m  on  mène  les  deux  droites  mx\  my^  parallèles 
à  O  a:  et  à  O^,  les  coordonnées  du  point  m!  dans  ce  système  d'axes 
sont  a' — a  et  b' — b  {fig*  54).  Le  point  m!  représente  donc 


Fig,  54. 


z^  —  z  dans  le  nouveau  système;  le  module  de  z' —  z  est  égal  à  la 
longueur  mm!  et  l'argument  est  égal  à  l'angle  9  que  fait  la  direc- 
tion mm!  avec  mx^.  Menons  par  O  un  segment  Om^  égal  et  paral- 
lèle au  segment  mm!]  l'extrémité  m^  de  ce  segment  représente 
z' — z  dans  le  système  d'axes  O^r,  Oy.  Mais  la  figure  0mm' m^ 
est  un  parallélogramme;  le  point  mx  est  donc  le  point  symétrique 
de  m  par  rapport  au  milieu  c  du  segment  0/n'. 

Rappelons  encore  la  formule  qui  donne  le  module  et  l'argu- 
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ment  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Soient 
zj^  =  pA-(cos(Ojt  -4-  *  sin(0){.)        (A:  =  i,  2,  . . .,  n) 

ces  facteurs^  la  règle  de  multiplication,  combinée  avec  les  formules 
d'addition  des  lignes  trigonométriqnes,  donne  pour  le  produit 

2i«t  ...>2y,=  pips  ...  pii[cos((i)iH-a)i-h..,-f-(Ort)-l-isin(ti)|-f-a)j-f-...-f-ti)n)], 

ce  qui  montre  que  le  module  du  produit  est  égal  au  produit 
des  modules,  et  l'argument  du  produit  égal  à  la  somme  des 
arguments.  On  en  déduit  sans  peine  la  célèbre  formule  deMoivre 

cosmco  -f-  is'inmb}  =  (cosw  -h  e  sîna>)'«, 

cfiii  renferme,  sous  une  forme  extrêmement  condensée,  toutes  les 
formules  de  multiplication  des  fonctions  circulaires. 

L'introduction  des  symboles  imaginaires  a  permis  de  donner  à 
la  théorie  des  équations  algébriques  une  généralité  et  une  symé- 
trie parfaites.  C'est  du  reste  à  propos  des  équations  du  second 
degré  que  ces  expressions  se  sont  offertes  pour  la  première  fois. 
Leur  importance  n'est  pas  moins  grande  en  Analyse,  et  nous 
allons  d'abord  expliquer  d'une  façon  précise  ce  qu'il  faut  entendre 
par  ces  mots  : /onction  d'une  variable  imaginaire, 

260.  Fonctions  continues  d'une  variable  complexe.  —  Une 
quantité  complexe  z  =  x4-^/,  où  a?  et  ^  sont  deux  variables 
réelles  indépendantes,  est  une  variable  complexe.  Si  l'on  conserve 
au  moi  de  /onction  son  acception  la  plus  générale,  il  paraît 
naturel  de  dire  que  toute  autre  quantité  imaginaire  Uy  dont  la 
valeur  dépend  de  celle  de  z,  est  une  /onction  de  z.  Un  certain 
nombre  de  définitions  s'étendent  d'elles-mêmes.  Ainsi,  on  dira 
qu'une  fonction  u  :=/(z)  est  continue  si  le  module  de  la  diffé- 
rence/(z  -h  h)  — /(^)  tend  vers  zéro  lorsque  le  module  de  h  tend 
vers  zéro,  c'est-à-dire  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  cor- 
respondre un  autre  nombre  positif?^  tel  que  l'on  ait 

pourvu  que  |/jj  soit  inférieure  7|. 
Une  série 

ao(«)-f-  Ui(z)  -h,..-^  Un(z)-  ..  ,, 

dont  les  différents  termes  sont  fonctions  de  la  variable  complexe  Zj 
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est  uniformément  com^ergcnte  dans  une  région  A  du  plan  si  à 
tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  correspondre  un  nombre 
entier  N  tel  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  z  prises  dans  la  région  A,  pourvu  quen 
soit^N.  On  démontre  comme  plus  haut  (I,  n°  173)  que  la  somme 
d'une  série  uniformément  convergente  dans  une  région  A,  et  dont 
tous  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  z  dans  cette  ré- 
gion, est  elle-même  une  fonction  continue  de  la  variable  :;  dans  la 
même  région.  Une  série  est  encore  uniformément  convergente  si, 
pour  toules  les  valeurs  de  z  considérées,  le  module  d'un  terme 
quelconque  |w„|  est  inférieur  au  terme  correspondant  r„  d'une 
série  convergente,  dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  con- 
stants et  positifs.  La  série  est  alors  à  la  fois  absolument  et  unifor- 
mément convergente. 

Toute  fonction  continue  de  la  variable  complexe  z  est  de  la 
forme  ii=^V(^x^  J')"H'Q(^>  y)'>  P  et  Q  étant  des  fonctions 
réelles  continues  des  deux  variables  réelles  Xj  y.  Si  l'on  n'ajoutait 
pas  d'autres  conditions,  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe z  reviendrait  donc  au  fond  à  l'étude  d'un  système  de  deux 
fonctions  de  deux  variables  réelles;  l'emploi  du  symbole  i  n'amè- 
nerait que  des  simplifications  illusoires.  Pour  que  Ja  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  présente  quelque  analogie  avec 
la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  nous  chercherons 
avec  Cauchy  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  fonctions  P 
et  Q  pour  que  l'expression  P  -|-  / Q  possède  la  propriété  fonda- 
mentale des  fonctions  d'une  variable  réelle  auxquelles  s'applique 
le  calcul  infinitésimal. 

261.  Fonctions  monogènes.  —  Si /(^)  est  une  fonction  de  la 

variable  réelle  x  admettant  une  dérivée,  le  rapport  — ! — — 

tend  yevsf'[x)  lorsque  h  tend  vers  zéro.  Cherchons  de  même 
dans  quels  cas  le  quotient 

Aw  _  aP  h-  /AQ 
tend  vers  une  limite  déterminée,  lorsque  le  module  de  Az  tend 
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vers  zéro,  c'est-à-dire  lorsque  Aa:  et  Ay  tendent  séparément  vers 
zéro.  Il  est  facile  de  prévoir  que  cela  n'aura  pas  lieu  si  les  fonc- 
tions V(x^  y)  et  Q(^,  >")  sont  quelconques,  car  la  limite  du  rap- 

port  précédent  dépend  en  général  de  la  limite  du  rapport  -=^> 

c'est-à-dire  de  la  façon  dont  le  point  qui  représente  la  valeur 
de  z  ~h  h  se  rapproche  du  point  qui  représente  la  valeur  de  z. 

Laissons  d'abord  j^  constant  et  attribuons  à  x  une  valeur  voi- 
sine X  -4-  àXy  il  vient 

pour  que  ce  rapport  ait  une  limite,  il  faut  que  les  fonctions  P  etQ 

admettent  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  jr,  et  cette  limite 

a  pour  expression 

,.     Aw        OV        .ôQ 

A5        âa:  dx 

Supposons  ensuite  x  constant,  et  donnons  à  y  la  valeur  j^  -f-  A^, 
nous  avons 

lu        P(x,y-^\y)  —  P(.r.  v)        Qfj-,  k -f- Ar)  —  Q(  >,  v) 
A>3  ily  ly 

et  le  rapport  aura  une  limite  égale  à 

-^  —  t  — , 
oy         oy 

pourvu  que  les  fonctions  P  et  Q  admettent  des  dérivées  par- 
tielles par  rapport  à  y.  Pour  que  les  limites  du  rapport  —  soient 
les  mêmes  dans  les  deux  cas,  il  faut  que  l'on  ait 

^  àx        ôy  dy  ôx 

Supposons  que  les  fonctions  P  et  Q  vérifient  ces  conditions, 

et  que  les  dérivées  partielles  ~—i-r-y---»  ■—  soient  des  fonctions 
^  ^  Ox     dy     ôx     ôy 

continues.  Si  nous  attribuons  maintenant  à  a:  et  à  j^  des  accrois- 
sements quelconques  Aj;,  A^,  nous  pouvons  écrire,  en  désignant 
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par  6  et  0'  des  nombres  positifs  plus  petits  que  un, 

AP  =  P(ir-h  Ajr,^-h  Ay)  — P(:r-h  ^x,  y)  -^  P(x  -h  ^x, y)  -^  F (Xf  y) 
=  Ay  P'y(x  -h  Aj-,  7  H-  6  A^)  -h  IxP'j^ix  -+-  6' Aar,  y) 
=  àx[P'a:{x,y)  ^  e]  -.-  £iy[P'y(x,  y)  -^  e,], 

et  Ton  a  de  même 

AQ  =  AT[Qi(:r,  y)  ^  e'J  h-  A7[Qj,(:r,  y)  4-  e^  ], 

6,  e',  El,  e',  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  Ax  et  Ay. 
La  différence  Aw  =  AP-i-/AQ  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
des  conditions  (i), 

.^  (  AT  +  t  A^)  (^  -f-  t  g  )  ^  r,  Ax  +  r/A^, 

Y^  et  Y^'  étant  infiniment  petits.  II  vient  donc 

Att        dP        .dO        r,  Ajr-r-r/Av 
A^         (^J7  c)j:    ■       Ix  -+-  t  A^    ' 

si  \7\\  et  |V|  sont  plus  petits  qu'un  nombre  a,  le  module  du  terme 
complémentaire  est  inférieur  à  2a.  Ce  terme  tend  donc  vers  zéro 
lorsque  \x  et  /iy  tendent  vers  zéro,  et  l'on  a 

,.    Aa       dP       .dq 
hm--  =  -—  -»-  t  -->. 
A^        âx  Ox 

Les  conditions  (i)  sont  donc  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le 

rapport  —  ait  une  limite  unique  pour  chaque  valeur  de  z^  pourvu 

que  les  dérivées  partielles  des  fonctions  P  et  Q  soient  continues. 
La  fonction  u  est  dite  une  fonction  monogène  ou  analytique  (*) 
de  la  variable  z]  si  on  la  représente  pary(z),  la  dérivée /'(s)  est 
égale  à  Tune  quelconque  des  expressions  suivantes  qui  sont  équi- 
valentes : 

_  ^        '  àq  _  dq  _  .  dP  _  dP  _^  ,dP  _  dq        .dq 

'     ''      "  ^  ~  àx  àx  ~  ây  ây        dx  dy         ày  âx 

('  )  Le  mot  monogène  a  été  souvent  employé  par  Cauchy.  On  dit  aussi  quelquefois 
synectique.  Nous  emploierons  plutôt  le  mot  analytique;  on  montrera  plus  loin 
que  celle  défînition  est  bien  d'accord  avec  celle  qui  a  été  donnée  antérieurement 
(I,  n«  191). 
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Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'aucune  des  deux  fonctions 
P(x,  y),  Q(^>  y)  ^^  peut  être  prise  arbitrairement.  En  effet, 
supposons  que  les  fonctions  P  et  Q  admettent  des  dérivées  du 
second  ordre;  si  Ton  différentie  la  première  des  relations  (i)  par 
rapport  à  Xf  la  seconde  par  rapport  ky^  il  vient,  en  ajoutant  les 
deux  relations  obtenues, 

A,  P  =  --—  -f-  -— -  =  o, 

et  l'on  démontre  de  la  même  façon  que  Ton  a  A2Q  =  o.  Les  deux 
fonctions  P(^,  J^),  Q(-3î,  ^)  sont  donc  deux  solutions  de  l'équa- 
tion de  La  place. 

Inversement,  toute  solution  de  l'équation  de  LapUce  peut  être 
prise  pour  l'une  des  fonctions  P  ou  Q.  Soit  par  exemple  P(Xyy) 
ane  solution  de  cette  équation;  les  deux  relations  (1),  où  Q  est 
considérée  comme  une  fonction  inconnue,  sont  compatibles,  et 
l'expression 

qui  est  déterminée  à  une  constante  près  C,  est  une  fonction  mono- 
gène  dont  la  partie  réelle  est  P(^,  j)'). 

L'étude  des  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe  z 
revient  donc  au  fond  à  l'étude  d'un  système  de  deux  fonc- 
tions P(^,  y),  Q,(^^y)  de  deux  variables  réelles  x  et  y,  satisfai- 
sant aux  relations  (1),  et  l'on  pourrait  développer  toute  la  théorie 
sans  employer  le  symbole  «  (*).  Nous  continuerons  cependant  à 
nous  servir  du  symbolisme  de  Cauchy,  tout  en  faisant  remarquer 
que  la  différence  des  deux  méthodes  est  au  fond  plus  apparente 
que  réelle.  Tout  théorème  établi  pour  une  fonction  analYtiquey(5) 
se  traduit  immédiatement  par  un  théorème  équivalent  relatif  aux 
fonctions  P  et  Q,  et  inversement. 

Exemples.  —  La  fonction  u  =  x* — jr^-hiixy  est  une  fonction  ana- 
lytique, car  les  relations  (1)  sont  vérifiées,  et  la  dérivée  estaa^  •+-  liy  =  iz; 
celle  fonction  u  n'est  autre  que  (x-^  iy)^  =  z^.  Au  contraire,  Texpres- 


(')  C*est  en  générai  à  ce  poiùl  de  vue  que  se  placent  les  géomètres  allemands 
de  l'école  de  Riemann. 


lO  CHAPITRE  Xlll.   —   FONCTIONS  d'uNE  VARIABLE  COMPLEXE. 

sien  V  —X —  iy  n'est  pas  une  fonction  analytique;  on  a,  en  effet, 

Ar         Aa?  —  i  Ak  _  Aj: 

Aj  ~  Aj?  -4-  i  Ak  Ax 

A^ 

et  il  est  clair  que  la  limite  du  rapport  —  dépend  de  la  limite  du  rap- 

Av 
port  v^' 

^  Aj7 

Quand  on  pose  x  =  p  cosw,  y  ~  p  sinw,  en  appliquant  les  formules  du 
changement  de  variables  (I,  n*  38,  p.  84),  les  relations  (i)  deviennent 

et  la  dérivée  a  pour  expression 

.,,  /âP        .àQ\.  .   .       . 

f  (z)  =  { h  i  -T^  )  (costo  —  t  binw). 

\dp  dp  I 

On  vérifie  aisément,  au  moyen  de  ces  formules,  que  la  fonction 

5"*=  p'"(cos/na> -4- isinmw) 
est  une  fonction  analytique  de  z^  dont  la  dérivée  est  égale  à 

mp'"-' (cos m 0)  -h  t  sinmco)(cosa)  —  isinto)  —  /n^'"-'. 

262.  Fonctions  holomorphes.  —  Les  généralités  qui  précèdent 
sont  encore  un  pen  vagues,  car  il  n'a  pas  été  question  jusqu'ici 
des  limites  entre  lesquelles  on  fait  varier  la  variable  z. 

Une  portion  A  du  plan  est  dite  connexe  ou  d'un  seul  tenant 
lorsque  Ton  peut  joiudre  deux  points  quelconques  pris  dans  cette 
portion  par  un  chemin  continu  qui  est  situé  lui-même  tout  entier 
dans  cette  portion  du  plan.  Une  portion  connexe,  et  située  tout 
entière  à  distance  finie,  peut  être  limitée  par  une  ou  plusieurs 
courbes  fermées,  parmi  lesquelles  il  y  a  toujours  une  courbe 
fermée  qui  la  limite  extérieurement.  Une  portion  du  plan  s'élen- 
dant  à  l'infini  peut  se  composer  de  Tensemble  des  points  situés  ù 
l'extérieur  d'une  ou  de  plusieurs  courbes  fermées;  elle  peut  aussi 
être  limitée  par  des  courbes  ayant  des  branches  infinies.  Quand  il 
n'y  aura  pas  d'ambiguïté  à  craindre,  nous  emploierons  indifférem- 
ment le  mot  aire  ou  région  pour  désigner  une  portion  connexe 
du  plan. 
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Unefoncliony(3)  de  la  variable  complexe  5  est  dite  holomorphe 
dans  ane  région  connexe  A  du  plan,  si  elle  satisfait  aux  conditions 
suivantes  : 

!**  A  tout  point  s  de  A  correspond  une  valeur  déterminée 
de/(=); 

2" /(g)  est  une  fonction  continue  de  z  lorsque  le  point  z  se 
déplace  dans  A,  c'est-à-dire  que  le  module  Ae  f(z  -^  li) — f{^) 
icnd  vers  zéro  avec  le  module  de  A  ; 

3°  /(-s)  admet  en  chaque  point  >sde  Aune  dérivée  uniquey(-5), 
c'esl-à-dire  qu'à  tout  point  z  correspond  un  nombre  complexe 
fijs)  tel  que  le  module  de  la  différence 

h -^^^^ 

lend  vers  zéro  lorsque  \h\  tend  vers  zéro.  A  tout  nombre  positif  e, 
on  peut  alors  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r^  tel 
(jneTon  ait 

(i)  \/(=  -^  h)  -/(Z)  -  k/'(z)\<z\h\ 

pourvu  que  \fi\  soit  inférieur  à  yi. 

Nous  ne  ferons  pour  le  moment  aucune  hypothèse  relativement 
aux  valeurs  de/(z)  le  long  du  contour  qui  limite  A.  Quand  nous 
dirons  qu'une  fonction  /{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'une 
aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  F  et  sur  le  contour  lui- 
même,  il  faudra  entendre  par  là  que  /{z)  est  holomorphe  dans 
une  région  «^  renfermant  le  contour  F  et  la  région  A. 

Une  fonction  analytique  /(z)  n'est  pas  nécessairement  holo-  l 
morphe  dans  tout  son  domaine  d'existence  ;  elle  admet  en  général  ' 
des  points  singuliers,  qui  peuvent  être  d'espèces  très  variées.  Il  i 
serait  prématuré  d'indiquer  dès  maintenant  une  classification  de  [ 
ces  points  singuliers,  dont  la  nature  nous  sera  révélée  précisément 
par  l'élude  qui  va  être  faite. 

i63.  Fonctions  rationnelles.  —  Les  règles  qui  donnent  la  dé- 
rivée d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient,  étant  des  consé- 
quences logiques  de  la  définition  de  la  dérivée,  s'étendent  aux 
fonctions  d'une  variable  complexe.  Il  en  est  de  même  de  la  règle  de 
dérivation  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  u  =/(Z)  une  fonction 
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analytique  de  la  variable  complexe  Z;  si  l'on  remplace  Z  par  une 
autre  fonction  analytique  f  (^)  d^une  autre  variable  complexe  jSj 
u  est  encore  une  fonction  analytique  de  la  variable  z.  On  a,  en 
effet, 

Â5  ~  ÂZ  ^  Ai' 

lorsque  |  As  |  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  |  AZ|  et  chacun  des 
rapports  ^>  —  tend  vers  une  limite  déterminée.  Le  rapport  — 
tend  donc  lui-même  vers  une  limite 

lim^  =/'(Z)?'(^). 
Nous  avons  déjà  vérifié  plus  haut  (n**  261)  que  la  fonction 


était  une  fonction  analytique  de  5,  ayant  pour  dérivée  mz"*~'. 
On  peut  le  voir  directement  comme  dans  le  cas  d'une  variable 
réelle.  En  effet,  la  formule  du  binôme,  qui  repose  uniquement 
sur  les  propriétés  de  la  multiplication,  s'étend  évidemment  aux 
quantités  complexes.  Nous  pouvons  donc  écrire,  m  étant  un 
nombre  entier  positif, 

(5  4-  A)'«—  s"' H z"^-^h  -\ ^^ 3'"-» A* -+-..., 

I  i .  V. 


et  par  suite 

(z  -4-  hy^  —  z'" 


,  r  m(rti  —  i)  .  t  „.    -1 

=rz  mz"^-^  -f-  h     —^ — ; -3'«-»  -4- ...  -h  A'"-*    ; 


il  est  clair  que  le  second  membre  a  pour  limite  m-s*"'*  lorsque  le 
module  de  h  tend  vers  zéro. 

Tout  polynôme  entier  à  coefficients  quelconques  est  donc  aussi 
une  fonction  analytique,  qui  est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Une 
fonction  rationnelle,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux  polynômes 
entiers  P(2?),  Q(^),  que  l'on  peut  supposer  premiers  entre  eux, 
est  aussi  une  fonction  analytique,  mais  elle  admet  un  certain 
nombre  de  points  singuliers,  les  racines  de  l'équation  Q(>î)  =  o. 
Elle  est  holomorphe  dans  toute  région  du  plan  ne  renfermant 
aucune  de  ces  racines. 
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264.  Étude  de  quelques  fonctions  irrationnelles.  —  Lorsque  le 
points  décrit  une  courbe  conlinue,  les  coordonnées  x  ety^  ainsi 
que  le  module  p,  varient  d'une  manière  continue,  et  il  en  est  de 
même  de  l'argument,  pourvu  que  la  courbe  décrite  ne  passe  pas 
par  l'origine.  Si  le  point  z  décrit  une  courbe  fermée,  ^,^  et  p  re- 
viennent à  leurs  valeurs  initiales,  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi 
de  l'argument.  Si  l'origine  est  en  dehors  de  l'aire  enveloppée  par 
la  courbe  fermée  (Jig>  55^*),  il  est  clair  que  l'argument  revient  à 
sa  valeur  initiale  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  le  point  z 
décrit  une  courbe  telle  que  MoNPMo  ou  MonpqMo  {fig*  55*). 


Fig.  55-. 


}f 

'($)} 

0 

J> 

Dans  le  premier  cas,  l'argument  reprend  sa  valeur  initiale  aug- 
mentée de  271,  et,  dans  le  second  cas,  il  reprend  sa  valeur  ini- 
tiale augmentée  de  ^Tz,  Il  est  clair  que  l'on  peut  faire  décrire  à  la 
variable  z  des  courbes  fermées  telles  que,  si  l'on  suit  la  variation 
continue  de  l'argument  le  long  de  l'une  d'elles,  la  valeur  finale 
diffère  de  la  valeur  initiale  de  2/i7i,  n  étant  un  nombre  entier 
arbitraire,  positif  ou  négatif.  D'une  façon  générale,  lorsque  z 
décrit  une  courbe  fermée,  l'argument  de  5  —  a  reprend  sa  valeur 
initiale  pourvu  que  le  point  a  soit  en  dehors  de  l'aire  enveloppée 
par  cette  courbe  fermée,  mais  on  peut  toujours  choisir  la  courbe 
décrite  par  z  de  façon  que  la  valeur  finale  de  l'argument  Ae  z  —  a 
soit  égale  à  la  valeur  initiale  augmentée  de  î/itt. 
Cela  posé,  considérons  l'équation 


(5) 


u"*  =  >5, 


OÙ  m  est  un  nombre  entier  positif.  A  toute  valeur  de  5,  sauf  5  =  o, 
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cette  relation  fait  correspondre  m  valeurs  distinctes  de  u.  Si  nous 
posons  en  eflet 

z  —  p(cosb>  -h  i  sinto),         tt  =  r(coso  -h  isino  ), 

la  relation  (5)  est  équivalente  aux  deux  suivantes  : 

r"'  —  p,         mçp  —  u)  -i-  ikn'y 
\_ 
on    tire  de  la  première   r  =  p'"j  c'est-à-dire  que  r  est   égal   à 

la  racine  m**™*  arithmétique  du  nombre  positif  p.  Nous  avons 

ensuite  ç  =  — et,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  distinctes 

de  u^  il  suffit  de  donner  au  nombre  entier  arbitraire  k  les  m 
valeurs  entières  consécutives  o,  1,2,  .  . . ,  m  —  1  ;  nous  obtenons 
ainsi  les  expressions  des  m  racines  de  l'équation  (5) 

.    .      /iM->r-'i.kTZ\  1 


(6)   MA  —  p'"    cos( ]-^l 


m 


(/:  =  o,  i,'2.  . .  .,m  —  1); 


on  représente  encore  par  z'"^  l'une  quelconque  de  ces  racines. 

Lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  continue,  chacune  de  ces 
racines  varie  elle-même  d'une  manière  continue.  Si  z  décrit  une 


Fig.  56''. 


courbe  fermée  laissant  l'origine  à  l'extérieur,  l'argument  o>  revient 
à  sa  valeur  initiale,  et  chacune  des  racines  w©?  ^i?  •••1  '^m-i 
décrit  également  une  courbe  fermée  [fig^  56**).  Mais  si  le  point  z 
décrit  la  courbe  MoNPMo  {fig-  55^  j,  (o  se  change  en  w  -r  27c,  la 
valeur  finale  de  la  racine  w/est  égale  à  la  valeur  initiale  de  w/4.1,  et 
les  courbes  décrites  par  les  différents  points  racines  forment  une 
seule  courbe  fermée  {fig.  56*). 
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Ces  m  racines  Wo?  U\i  •  -  •  ?  Um-{  se  permutent  donc  circulaîre- 
ment  lorsque  la  variable  z  décrit  dans  le  sens  direct  une  courbe 
fermée  sans  point  double  renfermant  l'origine.  Il  est  clair  que  l'on 
peut  faire  décrire  à  5  un  chemin  fermé  tel  que  l'une  des  racines 
.  .  partant  de  la  valeur  initiale  Uq,  par  exemple,  sa  valeur  finale  soit 
égale  à  l'une  quelconque  des  autres  racines.  A  moins  de  rejeter  la 
continuité,  on  ne  peut  donc  considérer  les  m  racines  de  l'équa- 
tion (5)  comme  autant  de  fonctions  distinctes  de  z,  mais  comme  m 
branches  distinctes  d'une  même  fonction.  Le  point  5  =  o,  autour 
duquel  se  permutent  ces  m  valeurs  de  w,  est  appelé  point  critique 
ou  point  de  ramification. 

Pour  que  les  m  valeurs  de  u  puissent  être  considérées  comme 
des  fonctions  distinctes  de  2,  il  faut  interrompre  la  continuité  de 
ces  racines  le  long  d'une  ligne  indéfinie  issue  de  l'origine.  On 
peut  se  représenter  d'une  façon  concrète  cette  solution  de  conti- 
nuité de  la  manière  suivante.  Imaginons  que,  dans  le  plan  où  l'on 
représenie  la  valeur  de  -s,  on  trace  une  coupure  indéfinie  suivant 
une  demi-droite  issue  de  l'origine,  par  exemple  suivant  la  demi- 
droite  OL(y?^.  57),  et  qu'on  écarte  légèrement  les  deux  bords  de 


Fig.  57. 


---y 


cette  coupure,  de  façon  que  le  chemin  suivi  par  la  variable  ne 
puisse  passer  d'un  bord  à  l'autre.  Dans  ces  conditions,  un  chemin 
fermé  quelconque  ne  peut  entourer  l'origine  ;  à  chaque  valeur  de  z 
correspond  une  valeur  bien  déterminée  des  m  racines  w/,  que 
l'on  obtiendra  en  prenant  pour  l'argument  w  la  valeur  comprise 
entre  a  et  a —  271.  Mais  il  faut  observer  que  les  valeurs  de  w/ en 
deux  points  infiniment  voisins  m,  m',  de  part  et  d'autre  de  la  cou- 
pure, ne  sont  pas  les  mêmes.  La  valeur  de  w/ au  point  m!  est  égale 
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à  la  valeur  de  Ui  au  point  m,  multipliée  par  (cos h  £  sîn —  \ 

Chacune  des  racines  de  l'équation  (5)  est  une  fonction  mono- 
gène. Soit  </o  une  des  racines  pour  une  valeur  donnée  ^o>  à  une 
\aleur  z  voisine  de  z^  correspond  une  valeur  u  voisine  de  Uq.  Au 

lieu  de  cberclier  la  limite  du  rapport  — ^—^^  ^^  peut  chercher  la 
limite  du  rapport  inverse 


z  —  «0        ""*  —  W^ 


u  —  Mo  a  —  Wo 


9 


cette  limite  est  égale  à  mu'^  *.  On  a  donc,  pour  la  dérivée  de  i/, 
l'expression 


.11  I     u 

u  =  —  7  — » 

m  w'"-*       m  z 


que  Ton  peut  encore  écrire,  en  introduisant  les  exposants  négatifs. 


u  •=  —  z"*     ; 
ni 


mais,  pour  avoir  sans  ambiguïté  la  valeur  de  la  dérivée  qui  cor- 
respond à  l'une  des  racines,  il  vaut  mieux  prendre  l'expres- 
sion   A  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  ne  renfermant  pas 


I     U 

m  z 


l'origine,  chacune  des  déterminations  de  y/^est  une  fonction  holo- 
morphe.  L'équation  u"* ^=  A(z  r- ci)  admet  de  même  m  racines 
qui  se  permutent  circulairement  autour  du  point  critique  z  =  a. 
Considérons  encore  l'équation 

(7)  u'*=  A{z  -ei)i  z  —  ei) . .  .(z  —  Cn). 

oti  Ci,  621  •  •  •)  €f,  sont  n  quantités  distinctes.  Désignons  par  les 
mêmes  lettres  les  points  qui  représentent  ces  n  quantités.  Posons 

A  =  R(cosa-!- isina),    ^  —  ex:=  pjt(cosa)^-+- 1  sinu)^),     (A:  =  i^ti.  . . ., /i), 

u  =  r(cos6  -+-  £sinÔ); 

^ 

o>A  représente   l'angle  que  fait  avec  la   direction  Ox  la   direc- 
tion effZ  du  point  Ck  au  point  z.  On  tire  de  Téquation  (7) 

r*=  Rpips . . .  pm        2Ô  =  a  -H  0)1-1-. .  .-T-  a>«H-  amir  ; 
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celte  équation  admet  donc  deux  racines  opposées 

M,  -  (  R  pi  p,  .  . .  pn )M  ces  ( j 

.   .     /a  4- 0), -h. .  .-f- a);,\"| 
+  ,s.n(^ )l 

(8)  (  ^  ' -^ 

.D                     \i[        /a-f-tu,-l-...-i- w„-+- ^rX 
Mi  =  l.R?i?j...pn)Mcos^ j 

-»««"( ^ —)\- 

Lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  fermée  G  renfermant  à 
'inléneur />  des  points  ^1,^2,  .  .  .,  e„,  il  y  aj9  des  arguments  (0|, 
(t)i) . . . ,  (o„  qui  augmentent  de  2  7r;  l'argument  de  e/|  et  celui  de  U2 
augmentent  donc  de  piz.  Si  p  est  pair,  les  deux  racines  repren- 
nent leurs  valeurs  initiales^  si  p  est  impair,  elles  se  permutent. 
En  particulier,  si  le  contour  renferme  un  seul  point  e/,  les  deux 
raciDes  se  permutent.  Les  n  points  ei  sont  des  points  de  ramifica- 
tion. Pour  que  les  deux  racines  W|  et  1(2  restent  des  fonctions 
bien  déterminées  de  Zy  il  suffira  de  tracer  un  système  de  coupures 
de  façon  qu'une  courbe  fermée  quelconque  renferme  toujours  un 
nombre  pair  de  points  critiques.  On  pourra  par  exemple  tracer 
une  coupure  indéfinie  suivant  une  demi-droite  issue  de  chacun 
des  points  e/,  de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas.  Mais 
on  peut  opérer  de  bien  d'autres  façons.  Si,  par  exemple,  il  y  a 
quatre  points  critiques  ei,  62,  <?3,  ^4,  on  pourra  tracer  une  cou- 
pure suivant  le  segment  de  droite  e^e^,  et  une  seconde  coupure 
suivant  le  segment  e^e^. 

265.  Fonctions  uniformes  et  multiformes.  —  Les  exemples 
élémentaires  que  nous  venons  de  traiter  mettent  en  évidence  un 
fait  très  important.  La  valeur  d'une  fonction /(-s)  de  la  variable  z 
ne  dépend  pas  toujours  uniquement  de  la  valeur  même  de  z  ;  mais 
elle  peut  aussi  dépendre  dans  une  certaine  mesure  de  la  loi  de 
succession  des  valeurs  prises  par  la  variable  pour  parvenir  d'une 
valeur  initiale  à  la  valeur  actuelle,  en  d'autres  termes,  du  chemin 
suivi  par  la  variable. 

Reprenons,  par  exemple,  la  fonction  u=^z.  Si  nous  allons 
<lu  point  Mo  au  point  M  par  les  deux  chemins  MqNM  et  MoPM 
(Jig.  5j)  en  prenant  dans  les  deux  cas  la  même  valeur  initiale 

G.,  II.  a 


l8  CHAPITRB  XIII.   —   PONCTIONS  D*UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 

pour  Uj  nous  n'obtiendrons  pas  en  M  la  même  valeur,  car  les 
deux  valeurs  obtenues  pour  rargnment  de  z  différeront  de  27:. 
On  est  donc  conduit  à  introduire  une  nouvelle  distinction. 

Une  fonction  analytiquey(5)  est  dite  uniforme  ou  monodrome 
dans  une  région  A  lorsque  tous  les  chemins  situés  dans  A,  qui 
vont  d'un  point  Zq  à  un  autre  point  quelconque  z^  conduisent  à 
la  même  valeur  finale  poury(^).  Lorsque  la  valeur  finale  àefi^z) 
n'est  pas  la  même  pour  tous  les  chemins  possibles,  la  fonction  est 
multiforme. 

Une  fonction  holoinorphe  dans  une  région  A  est  forcément 
uniforme  dans  cette  région.  D'une  façon  générale,  pour  qu'une 
fonction /*(::)  soit  uniforme  dans  une  aire  donnée^  il  faut  et  il 
suffit  qu'un  chemin  fermé  quelconque  décrit  par  la  variable 
ramène  la  fonction  à  sa  valeur  initiale.  Si,  en  effet,  en  allant 
du  point  A  au  point  B  par  les  deux  chemins  AMB  {fig.  58) 


et  ANE,  on  arrive  dans  les  deux  cas  au  point  B  avec  la  même 
détermination  pour  f{z)y  il  est  clair  que,  en  faisant  décrire  à 
la  variable  le  contour  fermé  AMENA,  on  reviendra  au  point  A 
avec  la  valeur  initiale  Ae  f[z). 

Réciproquement,  supposons  que,  la  variable  z  décrivant  le 
contour  AMENA,  on  revienne  au  point  de  départ  avec  la  valeur 
initiale  Uq^  et  soit  u^  la  valeur  de  la  fonction  au  point  B,  après 
que  z  a  décrit  le  chemin  AMB.  Lorsque  z  décrit  l'arc  ENA,  la 
fonction  part  de  la  valeur  W|  pour  arriver  à  la  valeur  Woî^io'^c 
inversemen  t  le  chemin  ANE  conduira  de  la  valeur  Uq  à  la  valeur  u^ , 
c'est-à-dire  à  la  même  valeur  que  le  chemin  AMB. 

Il  est  à  remarquer  qu'une  fonction  peut  ne  pas  être  uniforme 
dans  une  aire,  sans  présenter  de  points  critiques  dans  cette  aire. 
Considérons  par  exemple  la  portion  du  plan  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  G,  C,  ayant  pour  centre  Torigine.  La  fonc- 

tion  u  =  z"'  ne  présente  aucun  point  critique  dans  cette  région  ; 
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cepcDdant,  elle  n'y  est  pas  uniforme,  car  si  Ton  fait  décrire  à  la 
variables  un  cercle  concentrique,  compris  entre  C  et  C,  la  fonç- 


ait    .      ,    .     'JLTZ 


lion  z'"  est  multipliée  par  cos h  «  sin 


II.  —  SÉRIES  ENTIÈRES  A  TERMES  IMAGINAIRES. 
TRANSCENDANTES  ÉLÉMENTAIRES. 

266.  Cercle  de  convergence.  —  Les  raisonnements  employés 
dans  l'étude  des  séries  entières  (I,  Chap.  IX)  s'étenden!  d'eux- 
mêmes  aux  séries  entières  à  termes  imaginaires;  il  suffit  de  rem- 
placer la  valeur  absolue  par  le  module.  Nous  rappellerons  suc- 
cinctement la  suite  des  théorèmes  et  les  résultats. 

Soit 

(9)  ao-^  atZ  -h  aiZ^-{-, .  .-h  UnZ^-h. . . 

une  série  entière  où  les  coefficients  et  la  variable  peuvent  avoir 
des  valeurs  imaginaires  quelconques.  Considérons  en  même  temps 
la  série  des  modules 

(10)  Ao-H  Ai/'-i- A|r*-i-. .  .-4- ArtT'^-f-. . . 

où  A/=r3|a/|,  r=:  l^l;  on  a  démontré  (I,  n°  177)  l'existence  d'un 
nombre  positif  R  tel  que  la  série  (lo)  est  convergente  pour  toute 
valeur  de  r<;R,  et  divergente  pour  toute  valeur  de  r>>R.  Ce 
nombre  R  est  égal  à  l'inverse  de  la  plus  grande  des  limites  des 
termes  de  la  suite 

Al,     /Â7»     V^Aj,      ....     y/A,,,      ..., 

et,  comme  cas  particulier,  il  peut  être  nul  ou  infini. 

De  ces  propriétés  du  nombre  R  il  résulte  immédiatement  que 
la  série  (9)  est  absolument  convergente  lorsque  le  module  de  z  est 
inférieur  à  R.  Elle  ne  peut  être  convergente  pour  une  valeur  Zq 
dez  démodule  supérieur  à  R,  car  la  série  des  modules  (10)  serait 
convergente  pour  des  valeurs  de  r  supérieures  à  R  (I,  n**  177).  Si,  de 
l'origine  comme  centre,  on  décrit,  dans  le  plan  de  la  variable  ^,  un 
cercle  C  de  rajon  R  (/ig.  .^9),  la  série  entière  (9)  est  absolument 
convergente  pour  tout  point  intérieur  au  cercle  C  et  divergente 
pour  tout  point  extérieur^  ce  qui  explique  le  nom  de  cercle  de 
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convergence  donné  à  ce  cercle.  En  un  point  du  cercle  C  lui-même, 
la  série  peut  être  convergente  ou  divergente,  suivant  les  cas. 

A  rintérieur  d'un  cercle  G  concentrique  au  premier,  et  dont 
le  rayon  R'  est  inférieur  à  R,  la  série  (9)  est  uniformément  con- 
vergente. Car  pour  tout  point  intérieur  à  C  on  a  évidemment 


et  Ton  peut  choisir  le  nombre  n  assez  grand  pour  que  le  second 
membre  soit  inférieur  à  tout  nombre  positif  donné  e,  quel  que 
soit  p.  On  en  conclut  que  la  somme  de  la  série  (9)  est  une  fonc- 
tion continue  f{z)  de  la  variable  z  en  tout  point  intérieur  au 
cercle  de  convergence  (I,  n°  178). 

En  dilTérenliant  terme  à  terme  la  série  (9)  un  nombre  quelconque 


de  fois,  on  obtient  un  nombre  indéOni  de  séries  entières  y,  (w), 
f^{z)^  •  •  •ifn{z),  ...»  qui  admettent  le  même  cercle  de  conver- 
gence que  la  première  (I,  n**  179).  Pour  démontrer  que  /«  (z)  est  la 
dérivée  de  f{z),  nous  sommes  obligés  de  modifier  un  peu  l'ordre 
des  raisonnements  suivi  dans  le  cas  d'une  variable  réelle.  Étant 
donné  un  point  z  intérieur  au  cercle  C,  de  ce  point  comme 
centre  décrivons  un  cercle  c  langent  intérieurement  au  cercle  C, 
et  prenons  un  point  voisin  z  ^  h  intérieur  à  c;  si  r  et  p  sont  les 
modules  de  ^  et  de  A,  on  a  r  -h  P  •<  R  {Jig<  Sg).  La  somme 
/(z-^-h)  de  la  série  est  égale  à  la  somme  de  la  série  à  double 
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entrée 

(' a^-hOiZ -h  ats*     -4-. .  .-h  a,,^"-;-. . . 

/  1.^ 


qnand  on  fait  la  somme  par  colonnes.  Mais  celte  série  est  absolu- 
ment convergente,  car  si  Ton  remplace  chaque  terme  p^r  son  mo- 
dule on  a  une  série  double  à  termes  positifs  dont  la  somme  est 

Ao-i- Al  (r-+-p  )-+-... -h  A„(r -h  p)«-^ 

On  peut  donc  faire  la  somme  de  la  série  double  (i  i)  par  lignes 
horizontales,  et  l'on  a,  par  conséquent,  pour  tout  point  z -h  h 
intérieur  au  cercle  c,  la  relation 

(12)  /{Z  -f-  h)  =/(z)---  hft(z)-^  ~^A(Z)  ■^.  ,    -4-  '*         /„(Z)^.... 

La  série  du  second  membre  est  certainement  convergente  dès  que 
le  module  de  h  est  inférieur  à  R —  r,  mais  elle  peut  l'être  dans 
une  plus  grande  étendue.  On  tire  de  cette  formule 

le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  A  qui  tend  vers 
/i(5),  lorsque,  z  restant  fixe,  le  module  de  h  tend  vers  zéro.  La 
fonction /(3)  admet  donc,  en  chaque  point  intérieur  au  cercle  C, 
une  dérivée  unique  qui  est  représentée  par  la  série  /i  {z).  Les 
fonctions y2(^\  •  •  *t/n{^)i  •  •  •  représentent  de  même  les  déri- 
vées successives  de/(z)j  et  la  formule  (12)  est  identique  à  la  for- 
mule de  Tajrlor.  Toute  série  entière  représente  donc  une  fonc- 
tion holomorphe  à  l* intérieur  du  cercle  de  convergence.  La 
suite  des  dérivées  de  cette  fonction  est  illimitée,  et  toutes  ces 
dérivées  sont  également  des  fonctions  holomorphes  dans  le  même 
cercle.  *  ^ 

Si  la  série  (9)  est  convergente  en  un  point  Z  du  cercle  de  con- 
vergence, la  somme y(Z)  de  la  série  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  y"(5)  loirsque  le  point  z  tend  vers  le  point  Z  en  restant 
sur  le  rayon  qui  aboutit  à  ce  point.  On  le  démontre  comme  au 
n"  178  en  posant  5  =  ZO  et  faisant  croître  6  de  o  à  1 .  Le  théorème 
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est  encore  vrai  lorsque  5,  tout  en  restant  à  rinlérieiir  du  cercle, 
tend  vers  Z  suivant  une  courbe  qui  n^cst  pas  tangente  en  Z  au 
cercle  de  convergence  (•  ). 

Lorsque  le  rayon  R  est  infini,  le  cercle  de  convergence  embrasse 
tout  le  plan,  et  la  fonction /(2)  est  holomorphe  pour  toute  valeur 
de  5.  On  dit  que  c'est  une  /onction  entière;  l'étude  de  ces  trans- 
cendantes est  un  des  objets  les  plus  importants  de  l'Analyse. 
Nous  allons  étudier  dans  les  paragraphes  suivants  les  transcen- 
dantes classiques  élémentaires. 

267.  Séries  de  séries.  —  Étant  donnée  une  série  entière  (  9)  à  coeffi- 
cients quelconques,  nous  dirons  encore  qu'une  autre  série  entière  San^'*, 
dont  tous  les  coefficients  sont  réels  et  positifs,  est  majorante  pour  la 
première  série,  si  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  n,  la^l^a».  Toutes  les 
conséquences  déduites  de  l'emploi  des  fonctions  majorantes  (n"^  181-184) 
s'appliquent  sans  modification  au  cas  des  variables  imaginaires.  Voici  une 
autre  application. 

Soit 

(l3)  /,(^)  ^/,(;5)-^/,(^)  -h... -T-/«(5)  -+-... 

une  série  dont  chaque  terme  est  lui-même  la  somme  d'une  série  entière 
convergente  dans  un  cercle  de  rayon  égal  ou  supérieur  à  un  nombre  B  >•  o, 

Imaginons  chaque  terme  de  la  série  (i3)  remplacé  par  son  développement 
suivant  les  puissances  de  ^  nous  obtenons  une  série  à  double  entrée  dont 
chaque  colonne  est  formée  par  le  développement  d'une  fonction  fi(^z). 
Lorsque  cette  série  est  absolument  convergente  pour  une  valeur  de  Ji  de 

module  p,  c'est-à-dire  lorsque  la  série  double  ^^I^imIp"  est  conver- 

1      n 

gcnte,  on  peut  faire  la  somme  de  la  première  série  double  par  lignes  hori- 
zontales, pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  ne  dépasse  pas  p,  et  Ton 
obtient  le  développement  de  la  somme  F(^)  de  la  série  (i3)  suivant  les 
puissances  de  z 

¥{Z)  =  60-1-  tiZ  -h.  .  .-^  bnZ"^  -4-.  .  . 

b,i  =  «0;.  -H  «i/t  -î- .  .  .  -h  ain  -h  .  .  .  (  /l  =  O,   I ,  a,    .  .  .  ). 

C'est  au   fond  le  même  raisonnement  qui  donne  le  développement   de 

f{*-\-  h)  suivant  Jes  puissances  de  A. 

4 


(')  Voir  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  73. 
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Supposons  par  exemple  que  la  série /i{z)  admette  une  fonction  majo- 
rante de  la  forme 1  et  que  la  série  2  M/  soit  elle-même  convergente. 

I 

r 
Dans  la  série  à  double  entrée,  le  module  du  terme  général  sera  plus  petit 


que  M/  ^— ^-  Pourvu  que  Ton  ait  \z\  <  r,  cette  série  est  absolument  con- 

vergente,  car  la  série  des  modules  est  convergente,  et  sa  somme  est  infé- 
S  M/ 


neure  a 


368.  La  fonction  exponentielle.  —  La  définilioD  arithmé- 
tique de  la  fonction  exponentielle  n^a  évidemment  aucun  sens 
lorsque  l'exposant  est  imaginaire.  Pour  généraliser  la  définition, 
il  faut  donc  partir  d'une  propriété  susceptible  de  s'étendre  au  cas 
(l'une  variable  complexe.  Nous  partirons  de  la  propriété  exprimée 
parla  relation  fonctionnelle  a*  x  a*'=  o*^^.  Proposons-nous  de 
déterminer  une  série  entière /"(s),  convergente  dans  un  cercle  de 
rajon  R,  telle  que  l'on  ait 

pourvu  que  les  modules  de  5,  3',  5-4-5'  soient  inférieurs  à  R,  ce 
qui  aura  lieu  certainement  si  \z\  et  |5'|  sont  inférieurs  à  —  •  Si  l'on 
faity=o  dans  la  relation  précédente,  elle  devient 

/(^)=-/(^)/(o); 
on  doit  donc  avoir y(o)  =  i,  et  nous  écrirons  la  série  cherchée 

I  1.2  i.'i. , .  n 

Remplaçons  successivement  dans  cette  série  z  par  'ktj  puis 
par  aV,  X  et  V  étant  deux  constantes  et  t  une  variable  auxiliaire, 
Cl  faisons  le  produit  des  deux  séries;  il  vient 

/(X/)/(X'0  =  I  -^  —  (X  -^  X')^  -+-...     ' 
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D'au  Ire  part,  on  a 

/(A^-hX'0-I-^  —  (X-^V)/-r.    .-^ — ^ — a-HX')«/«-h    ... 

V égBliié /Çkt  -{-V t)  ^/C^t)f(Vt)  doit  avoir  Heu  pour  loutes 
les  valeurs  de  "k,  V,  t,  telles  que  |X|  <  i,  |X'|  <;  i,  [^|  <;  —  ;  il  faut 
donc  que  les  deux  séries  soient  identiques,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

a„(X  -+-Xy'  =  an'k'*-^-  -  art_ia,X«-»X' 

H ^^ ^  a,,_,atX«-*X'«-4-...-ha«X'«, 

1 .1 

ce  qui  entraîne  les  relations  an=  dn-tctti  cin^=  a^an^2^  •  ••  q^'^ 
Ton  peut  réunir  en  une  condition  unique 

(i6)  ap^q—apaqy 

p  ex  q  étant  deux  nombres  entiers  positifs  quelconques.  Pour 
en  trouver  la  solution  générale,  supposons  ^  =  i,  et  faisons  suc- 
cessivement /?  r=  I ,  ^  =  2,  />  :=  3,  ...  ;  il  vient  a^  =  a^,  puis 
a3  =  a2ai  =  aî,  ...,  et  enfin  af,^=a'l.  Les  expressions  ainsi 
obtenues  satisfont  bien  à  la  condition  (i6),  et  la  série  cherchée 
est  de  la  forme 

cette  série  est  convergente  dans  tout  le  plan,  et  la  relation 

est  vérifiée,  quels  que  soient  z  et  ;:'. 

La  série  précédente  dépend  d'une  constante  arbitraire  a^  ;  nous 
poserons,  en  supposant  a^r^  \^ 


(  17  )  e^^i  -\-  — h 


l  1.2  I  .  2 .  .  .  /£ 


de  sorte  que  la  solution  générale  du  problème  posé  est  e**»^. 

La  fonction  entière  e^  coïncide  avec  la  fonction  exponentielle 
étudiée  en  Algèbre  e-*",  lorsque  z  a  une  valeur  réelle  x^  et  l'on  a 
toujours,  quels  que  soient  z  et  z\  e^+*'=  e*  x  e^',  La  dérivée  de  e- 
est  encore  égale  à  la  fonction  elle-même.  On  a,  d'après  la  formule 
d'addition, 
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pour  pouvoir  calculer  e*  lorsque  z  a  une  valeur  imaginaire  x  -{-yis 
il  suffit  de  savoir  calculer  e^^.  Or  le  développement  de  e^'  peut 
s'écrire,  en  groupant  ensemble  les  termes  de  même  parité, 

.//-,_ zL^  _j^:î__     :  il  y     r»         y'  \. 

1.2  1.2.0.4  \1  I.2.i  1.2.3.4.6  / 

OU  reconnaît  au  second  membre  les  développements  de  cosy  et 
desinj',  et  Ton  a,  j'  étant  réel. 

Remplaçons  e/'  par  cette  expression  dans  la  formule  précédente, 
il  vient 

(18)  e'^y^  =  e'{co%y -\- i^'\ïïy)\ 

la  fonction  e-*^/'  a  pour  module  e^  et  pour  argument  y. 
Cette  formule  met  en  évidence  une  propriété  importante  de  e*\ 

quand  on  change  z  tn  z  -\-  i7zi\  x  ne  change  pas  et^  augmente 

lie  2t:,  ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  du  second  membre  de  la 

formule  (18).  On  a  donce^"*"^^'=  e^;  la  fonction  exponentielle  e^ 

admet  la  période  27t/. 
Proposons-nous  encore  de  résoudre  Téquation  e^:^  A,  où  A  est 

une  quantité  imaginaire  quelconque  différente  de  zéro.  Soient  p 

et  (0  le  module  et  l'argument  de  A  ;  on  doit  avoir 

cx-^yi—  e^^cosy  -f-  t  siii^)  —  p(cosa)  -h  i  sinw), 

ce  qui  exige  que  l'on  air 

e-«"=p,        ^  =  to -f- 2^:7:. 

On  tire  de  la  première  relation  x  =  logp,  le  signe  log  désignant 
toujours  le  logarithme  népérien  d'un  nombre  positif.  Quant  à  y, 
il  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  de  2'7r  près.  Si  l'on  avait  A  =  o, 
l'équation  e^  =  o  conduirait  à  une  impossibilité.  Donc  Inéqua- 
tion 6*  =  A,  où  A  est  différent  de  zéro,  admet  une  injinité  de 
racines,  comprises  dans  la  formule  logp  -+-  /(to  h-  ^kn)  ;  l'équa- 
tion €*=zo  n'admet  aucune  racine,  réelle  ou  imaginaire. 

Remarque,  —  On  pourrait  aussi  définir  e*  comme  la  limite  du 

polynôme  ^  i  H j    ,  lorsque  m  croît  indéfiniment.  La  méthode 

employée  en  Algèbre  pour  démontrer  que  ce  polynôme  a  pour 
limite  la  série  (17)  s'applique  encore  lorsque  z  est  imaginaire. 
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269.  Fonctions  circulaires.  —  Pour  déOnir  sin^  et  cos;;  lorsque  z 
est  imaginaire,  nous  étendrons  immédiatement  aux  valeurs  ima- 
ginaires les  séries  entières  établies  dans  le  cas  où  la  variable  est 
réelle,  et  nous  poserons 


}  I         I .a. 3    '    1 .2.3.4.5       *  *  ** 

('9)  «  ,  , 

COSZ  =    I 1 -— -  — 

i.'i       1 .  a .  i .  4 

Ce  sont  là  des  transcendantes  entières,  auxquelles  s^étendent 
toutes  les  propriétés  des  fonctions  circulaires.  Ainsi  on  voit,  sur 
les  formules  (19),  que  la  dérivée  de  sin>3  est  cos-2,  et  que  la  dérivée 
de  COS3  est  —  sin;;;  sin^  se  change  en  —  sin.5,  tandis  que  cosz 
ne  change  pas,  quand  on  change  z  en  —  z. 

Ces  nouvelles  transcendantes  se  ramènent  à  la  fonction  expo- 
nentielle. Écrivons  en  effet  le  développement  de  e",  en  réunissant 
ensemble  les  termes  de  même  parité, 


e-'  =  I  — 


I .  -^        1.2.3.4  \  1         I .  -2 .  i  / 

cette  égalité  peut  s'écrire,  d'après  les  formules  (19), 

(20)  e^^  =  cosz  ~h  isinz. 

En  changeant  -s  en  —  5,  il  vient  encore 

-/  •  •  • 

e-"*  —  cosz  —  i  sinzj 

et  l'on  tire  inversement  de  ces  deux  relations 

(21)  cos5=: >  sin.s  =  ; • 

2  2t 

Ce  sont  les  formules  bien  connues  d'Ëuler  qui  ramèuent  les 
fonctions  circulaires  à  la  fonction  exponentielle.  Elles  mettent  en 
évidence  la  périodicité  de  ces  fonctions,  car  les  seconds  membres 
ne  changent  pas  quand  on  change  z  en  2  +  21c.  Si  on  les  ajoute 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

cos*z  -+-  sin^z  =  I. 

Prenons  encore  la  formule  d'addition  e^*"*"^'^'=  ^^'e*'*,  ou 

cos(;:  -\-  z')  -h  t  sin(;;  -=-5') 
=  (cosz -h  is\nz)(cosz'-^  is'inz') 
=  cosz  cosz' —  siD5  sinz'-H  i(s\nz  cosz' -h  sin  «'  cos^;; 
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changeons  dans  cette  formule  5  en  —  3,  5'  en  —  z\  il  vient 

cos(5  -+-  5')  —  isin(  z  -^  z' )  =.  cos^cobV —  sin^  sin^s' 

—  i{%\xiz  cosV-4-  sinz'cos^), 

et  Von  tire  de  ces  deux  formules 

cos( «-+-«')  =  cos 5  cos^' — sin^  sinV, 
sin(z  -^  z')  =  sin^cos^'-T-  sinz'cosz. 

Les  formules  d'addition  s^étendent  donc  au  cas  des  arguments 
imaginaires,  ainsi  que  toutes  leurs  conséquences.  Proposons-nous, 
par  exemple,  de  calculer  la  partie  réelle  et  le  coefGcient  de  i 
dans  cos(a:-f-y/)  et  ^xni^x  -^ yi).  Nous  avons  d'abord,  d'après 
les  formules  d'Euler, 

cos^t  = =  coshyp^, 

e-y—ey      .  .   . 
sin^t  =  ; —  =  tsinhyp^; 

les  formules  d'addition  donnent  ensuite 

cos(a:+^t  )  =  00807  cosyi  —  sina?  sin^t  =  cosa?  cos  hyp^  —  *  sin  x  sin  hyp^, 
sin(ar4-^t)=  sin^rcos^i +cosâ?  sinj^t  =  sinarcoshyp^-h^cosxsinhypj'. 

Les  autres  fonctions  circulaires  se  ramènent  aux  précédentes. 
On  a  par  exemple 

sin^        I  c*' — <?-«' 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 


tans: -S  =  - 


I  e 


îz/_ 


*'--  i  e*-'-hi' 


le  second  membre  est  une  fonction  rationnelle  de  e^*';  la  tangente 
admet  donc  la  période  it. 

270.  Logarithmes,  -r-  Étant  donnée  une  quantité  imaginaire  z^ 
différente  de  zéro,  nous  avons  déjà  vu  (  n^'SôS)  que  l'équation  e"=  5 
admet  une  infinité  de  racines.  Soit  u  =  x  -^  iy;  p  et  (o  désignant 
^  lûodule  et  l'argument  de  z,  on  doit  avoir 

Lune  quelconque  de  ces  racines  est  dite  le  logarithme  de  z^ 
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et  on  la  représente  par  Log(5).  On  peut  donc  écrire 

le  signe  log  étant  réservé  au  logarithme  népérien  ordinaire  d'un 
nombre  positif.  Toute  quantité  réelle  ou  imaginaire,  différenre 
de  zéro,  admet  donc  une  infinité  de  logarithmes,  formant  une 
progression  arithmétique  de  raison  2Tzi,  En  particulier  si  z  est 
un  nombre  réel  et  positif  a;,  on  a  co  ^7=  o,  et  en  prenant  /r  =  o, 
on  retrouve  le  logarithme  ordinaire;  mais  il  y  a  en  outre  une 
infinité  de  valeurs  imaginaires  pour  le  logarithme,  de  la  forme 
logx  +  2kTzi\  Si  z  est  réel  et  négatif,  on  peut  prendre  w  =  tî, 
et  toutes  les  déterminations  du  logarithme  sont  imaginaires. 

Soit  ^' une  autre  quantité  imaginaire  de  module  p'  et  d'argu- 
ment 0)'.  On  a 

Log(^')  =  logp'-h  i(to'-+-  aAr'ir); 

en  ajoutant  les  deux  logarithmes,  il  vient 

Lo^(z)  -i-  Log(;:')  —  logpp'  -+-  r[to  -+-  to'-î-  i(k  -i-  A:')?:]. 

Comme  pp'  est  égal  au  module  de  zz',  et  w  4- co'  égal  à  son 
argument,  on  peut  encore  écrire  cette  formule 

]jOg( Z) -^Lo^(z' )  —  Log(zz')j 

ce  qui  montre  que,  cpiand  ou  ajoute  à  Tune  quelconque  des 
valeurs  de  Log(5)  l'une  quelconque  des  valeurs  de  Log(>5^,  la 
somme  est  une  des  déterminations  de  Log(5i;'). 

Imaginons  maintenant  que  la  variable  z  décrive  dans  son  plan 
une  courbe  continue  quelconque,  ne  passant  pas  par  l'origine; 
le  long  de  celte  courbe,  p  et  co  varient  d'une  manière  continue  et 
il  en  est  de  même  des  différentes  déterminations  du  logarithme. 
Mais  il  peut  se  présenter  deux  cas  bien  distincts  lorsque  la  va- 
riable z  décrit  une  courbe  fermée.  Quand  z  partant  d'un  point  Zq 
revient  à  ce  point  après  avoir  décrit  une  courbe  fermée  ne  renfer- 
mant pas  l'origine  à  son  intérieur,  l'argument  (o  de  z  reprend  sa 
valeur  initiale  Wq,  et  les  différentes  déterminations  du  logarithme 
reviennent  respectivement  à  leurs  valeurs  initiales.  Si  l'on  repré- 
sentait chaque  valeur  du  logarithme  par  un  point,  chacun  de  ces 
points  décrirait  une  courbe  fermée.  Au  contraire,  si  la  variable  z 
décrit  une  courbe  fermée  telle  que  la  courbe  MqNMP  {/Ig*  55*), 
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Fargument  de  z  augmente  de  aie,  et  chaque  détermination  du 
logarithme  reprend  sa  valeur  initiale  augmentée  de  *nzi.  D^une 
façon  générale,  lorsque  ^décrit  une  courbe  fermée  quelconque,  la 
valeur  finale  du  logarithme  est  égale  à  la  valeur  initiale  augmentée 
de  ik^zi^  k  désignant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  que 
Ton  obtiendra  en  mesurant  Tangle  dont  a  tourné  le  rayon  vecteur 
joignant  l'origine  au  point  .3.  Il  est  donc  impossible  de  considérer 
les  différentes  déterminations  de  Log(.3)  comme  autant  de  fonc- 
tions distinctes  de  z^  si  l'on  n'apporte  aucune  restriction  à  la 
variation  de  cette  variable,  puisqu'on  peut  passer  de  l'une  à 
l'autre  par  continuité.  Ce  sont  autant  de  branches  d'une  même 
fonction,  qui  se  permutent  autour  du  point  critique  z  =  o, 

A  l'intérieur  d'une  aire  limitée  par  une  seule  courbe  fermée  et 
ne  renfermant  pas  l'origine,  chacune  des  déterminations  de  Log(5) 
est  une  fonction  continue  et  uniforme  de  5.  Pour  prouver  que 
c'est  une  fonction  holomorphe,  il  suffit  de  montrer  qu'elle  admet 
une  dérivée  unique  en  chaque  point.  Soient  z  el  z^  deux  valeurs 
voisines  de  la  variable  et  Log(>s),  Log(>S|)  les  valeurs  voisines  de 
la  détermination  choisie  du  logarithme;  lorsque  Z\  tend  vers  z,  le 
module  de  Log(-s<)  —  Log(s)  tend  vers  zéro.  Posons  Log(c)  =  f/, 
Log(5|)=  i/,;  nous  avons 


Zi  —  z  e"i--e"' 


e"i  -  -  e'^ 


or,  lorsque  Mi  tend  vers  i/,  le  quotient a  pour  limite  la 

dérivée  de  e",  c'est-à-dire  e"  ou   z.  Le  logarithme  a  donc  une 

dérivée  unique  en  chaque  point  qui  est  égale  à  -• 

D'une  façon  générale,  Log(^  —  a)  admet  une  infinité  de  déter- 
minations qui  se  permutent  autour  du  point  critique  ^  =  a,  et  la 

dérivée  de  cette  fonction  est  égale  à  ^;—       • 

z  —  d 

La  fonction  5'",  où  m  est  un  nombre  quelconque,  réel  ou  com- 
plexe, se  définit  au  moyen  de  l'égalité 

a  moias  que  m  ne  soit  un  nombre  réel  et  coniiucnsurable,  cette 
fonction  admet,  comme  le  logarithme  lui-même,  une  infinité  de 
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déterminations,  qui  se  permutent  quand  la  variable  tourne  autour 
du  point  z  =  o.  Il  suffira  de  tracer  une  coupure  indéfinie  suivant 
une  demi-droite  issue  de  l'origine  pour  que  chaque  branche  soit 
une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan.  La  dérivée  a  pour 
expression 

z 

et  il  est  clair  que  Ton  doit  prendre  la  même  valeur  pour  Targu- 
ment  de  z  dans  la  fonction  et  dans  sa  dérivée. 

271.  Fonctions  inverses  :  arcsin;;,  arctangs.  —  Les  fonctions 
inverses  de  smz,  cos^,  tang.3  se  définissent  d'une  façon  analogue. 
Ainsi  on  définit  la  fonction  u  =  arc  sin^  par  la  relation 

z  =  sinM; 
pour  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  u^  on  Fécrit 

gui ^^C- ni  eî«/«  I 

JS  =   : =    : ♦ 

et  l'on  est  conduit  à  une  équation  du  second  degré 
(aa)  U* — 'iiz\}  —  i  =  o 

pour  déterminer  l'inconnue  auxiliaire  U  =  e"'.  On  lire  de  cetle 
équation 


(23)  U  =  t5±v/»--*, 
et  par  suite 

(24)  "  ~  arc  sinz  =  -  Log(«z  dz  /i  —  z^). 

L'équation  5  =  s)nw  admet  donc  deux  séries  de  racines,  pro- 
venant d'une  part  des  deux  valeurs  du  radical  y/i — z'^^  d'antre 
part  des  déterminations  en  nombre  infini  du  logarithme.  Mais 
si  l'on  connaît  l'une  de  ces  déterminations,  on  peut  en  déduire 
aisément  toutes  les  autres.  Soient  U'=p'e'***'  et  U''=  p^c*»'  les 
deux  racines  de  l'équation  (22);  on  a  entre  ces  racines  la  rela- 
tion U'U^'=  —  1,  et  par  suite  p'p"=  1 ,  to'+  tJ' z=  (2/1  -f-  \)iz.  On 
peut  évidemment  supposer  tù" ^=  7:  —  w',  et  l'on  a 

Log(U')  =  Iogp'-4-/(w'-h  aXr'ir), 
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Toutes  les  détermiDalions  de  arc  sin>s  sont  donc  comprises  dans 
l'une  des  deux  formules 

arcsin^  =  a>'-i-  ik'-n  —  t  logp',         arc  sin«  =  ir  -+-  "ik'Tz  —  eu'-+-  *Iogp', 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  posant  //'=  w' —  ilogo', 

(A)  arc  sinz  =  w'-H  aAr'TT, 

(B)  arc  sin.3  =  (aA^H- i)ir  —  u'. 

Lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  continue,  les  diverses 
déterminations  du  logarithme  de  la  formule  (24)  varient  en 
général  d'une  manière  continue.  Les  seuls  points  critiques  que 
Ton  puisse  avoir  sont  les  points  z=±iy  autour  desquels  les 

deux  valeurs  du  radical  y^i  —  z^  se  permutent;  il  ne  peut  y  avoir 

de  valeur  de  ^  annulant  iz±^i  —  ^^,  car,  en  élevant  au  carré  les 

deux  membres  de  Téquation  iz=  ipy^i  —  5*.  on  en  tire  1^=0. 
Imaginons  que  l'on  trace  deux  coupures  le  long  de  Taxe  réel, 
Tune  allant  de  — 00  au  point  —  i,  l'autre  du  point  4-1  à  H-  00.  Si 
le  chemin  décrit  par  la  variable  est  assujetti  à  ne  pas  franchir  ces 
deux  coupures,  les  diverses  déterminations  de  arc  sin^  sont  des 
fonctions  uniformes  de  z.  En  effet,  lorsque  la  variable  ^s  décrit  un 
chemin  fermé  ne  franchissant  aucune  de  ces  coupures,  les  deux 
racines  U',  U"  de  l'équation  (22)  décrivent  aussi  des  courbes 
fermées.  Aucune  de  ces  courbes  ne  renferme  l'origine  à  l'inté- 
rieur; si  la  courbe  décrite  parla  racine  U' par  exemple  comprenait 
l'origine  à  l'intérieur,  cette  courbe  couperait  au  moins  une  fois 
l'axe  OjK,  en  un  point  situé  au-dessus  de  Ox,  Or  à  une  valeur 
de  U  de  la  forme  /a(a">o),  la  relation  (22)  fait  correspondre 

une  valeur de  z,  réelle  et  ]>  i .  La  courbe  décrite  par  le 

point  z  devrait  donc  traverser  la  coupure  qui  va  de  -h  i  à  +  00. 
Les  diverses  déterminations  de  arcsin^  sont  en  outre  des  fonc- 
tions holomorphes  de  z.  En  effet,  soient  u  et  W|  deux  valeurs  voi- 
sines de  arc  sin5,  correspondant  à  deux  valeurs  voisines  z  et  z^  de 
la  variable.  On  a 

Ut  —  u  U\  —  u 


Zi  —  z        sinaj  — sina' 


lorsque  le  module  de  «1  —  u  tend  vers  zéro,  le  rapport  précédent 
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a  pour  limite =      ~         Les  deux  valeurs  de  la  dérivée  cor- 

respondent  aux  deux  séries  de  valeurs  (A)  et  (B)  de  arcsin;;. 

Quand  on  n'impose  aucune  restriction  à  la  variation  de  ^,  on 
peut  passer  d'une  valeur  initiale  déterminée  de  arcsin^  à  une 
quelconque  des  déterminations,  en  faisant  décrire  à  la  variable  :; 
une  courbe  fermée  convenable.  En  effet,  on  voit  d'abord  que 
lorsque  z  décrit,  autour  du  point  .s  =:  i ,  une  courbe  fermée  laissant 

le  point  :;  =  —  i  à  l'extérieur,  les  deux  valeurs  du  radical  y/i  —  -- 
se  permutent  et  Ton  passe  d'une  détermination  de  la  série  (A)  à 
une  détermination  de  la  série  (B).  Supposons  ensuite  que  l'on 
fasse  décrire  à  z  une  circonférence  de  rayon  R  supérieur  à  un, 
ayant  pour  centre  l'origine;  les  deux  poinis  U',  V"  décrivent 
chacun  une  courbe  fermée.  Au  point  ^  =r -- R,  l'équation  (22) 
fait  correspondre  deux  valeurs  de  U,  U'=  ta,  U'':=  t^,  où  a  et  ^ 
sont  positifs;  au  point  zr=  — R,  la  même  équation  fait  corres- 
pondre les  valeurs  U'=  —  ia\  U"=  — ip\  ol'  et  P'  étant  encore 
positifs.  Les  courbes  fermées  décrites  par  chacun  des  deux  points 
U\  U"  coupent  donc  Taxe  Oy  en  deux  points,  l'un  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  du  point  O;  chacun  des  logarithmes  Log(U'), 
Log(U")  augmente  ou  diminue  de  iizi. 

On  définit  de  môme  la  fonction  arc  tang^  au  moyen  de  la  rela- 
tion tangw  '—z  z^  ou 


I  e 


tui_ 


i  e*"'-*-  I 


on  en  tire 


et  par  suile 


gtui  ^^   :^ 

I  —  iz         i  -r-  z 


arc  tang^  =  — ;Loff(  ^ \  • 

^  'Il       ^\i  '\-  z  J 


Celle  expression  met  en  évidence  les  deux  poinis  critiques  loga- 
rithmiques ±  /de  la  fonction  arc  tang2.  Quand  la  variable  z  tourne 

autour  d'un  de  ces  points,  Logf -; — ^j  augmente  ou  diminue  de  air/j 

et  arc  lang:;  augmente  ou  diminue  de  n. 

272.  Application  au  calcul  intégral.  —  Les  dérivées  des  fonc- 
tions que  nous  venons  de  définir  ont  la  même  expression  que 
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lorsque  la  variable  est  réelle.  Inversement,  les  règles  qui  donnent 
les  fonctions  primitives  s^étendent  aussi  aux  fonctions  élémen- 
taires de  variables  complexes.  Ainsi,  en  désignant  par  j  f{z)dz 

toute  fonction  de  la  variable  complexe  z  dont  la  dérivée  est/(5), 

on  a 

C     kdz  A  I  • 

/   ~. =  1 ~i :^ ;  »  'W  >•  I, 

J    {z  —  ay       '     m  — I   («  —  a)'"-» 

Adz 


I 


z  —  a 


=  A  Log(-5  —  a). 


Ces  deux  formules  permettent  de  trouver  une  fonction  primitive 
d'une  fonction  rationnelle  quelconque,  à  coefficients  réels  ou  ima- 
ginaires, pourvu  qu'on  connaisse  les  racines  du  dénominateur. 
Considérons  en  particulier  une  fonction  rationnelle  à  coeffi- 
cients réels  d'une  variable  réelle  x.  Si  le  dénominateur  a  des 
racines  imaginaires,  elles  sont  conjuguées  deux  à  deux,  et  avec  le 
même  degré  de  multiplicité.  Soient  a  -f-  ^e  et  a  —  ^i  deux  racines 
conjuguées  d'ordre  p  de  multiplicité.  Dans  la  décomposition  en 
fractions  simples,  si  l'on  opère  pour  les  racines  imaginaires  comme 
pour  les  racines  réelles,  la  racine  a-f-  ^t  fournira  une  suite  de 
fractions  simples 

et  la  racine  a —  pi  fournira  une  suite  analogue  dont  les  numéra- 
teurs seront  conjugués  des  précédents.  Réunissons,  dans  la  fonc- 
tion primitive,  les  termes  qui  proviennent  des  fractions  conju- 
guées; nous  aurons,  si  /?  >  i , 

^ i_  r        M,,^N,,i        ^         M^— Npi       1 

/>  —  !  [(.T-— a— PO''"*  "*"  {3r  ~-0L-h^i)f-'^\ 


et  le  numérateur  est  évidemment  la  somme  de  deux  polynômes 
imaginaires  conjugués.  Si  /?  ^=  i ,  on  a 

TM.H-N./   ^^  ^    r  M,-N..-  ^^ 

J    X—  ^  —  ^i  J    X  —  %-Jr^i 

=  (M,-+-  N,  0  Log[(a:  —  a)  -  pO  h-  (M,—  N,  i)  Log[(:r  -  a;  ^  p/J. 
G.,  II.  3 
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Remplaçons  les  logarithmes  parleurs  expressions  développées, 
il  reste  au  second  membre 

M,  log[(T  -  a)»  H-  P«]  -r-  9.^1  arc  tanç; —T—; 

il  suffit  de  remplacer  arc  tang — - —  par  (  -  —  arc  lang — q —  j  pour 

retrouver  le  résultat  obtenu  directement  sans  Tintroduction  de 
symboles  imaginaires  (I,  n**  103). 

Considérons  encore  l'inlégrale  indéfinie 


/ 


dx 


v/ A  x^  -r-  •?.  B  X 


qui  a  deux  formes  essentiellement  différentes  (l,  n^  105),  suivant 
le  signe  de  A.  L'introduction  d'une  variable  complexe  ramène  les 
deux  formules  à  une  seule;  en  effet,  si,  dans  la  formule 


/: 


nous  changeons  x  en  ix,  il  vient 


=  Log(:r  -t-  /i  -h  x^), 


f 


dx 


/i  —  x^ 


T  Loç;{ix  -+-  /i  —  x^). 


et  le  second  membre  représente  précisément  arcsinx. 

L'introduction  de  symboles  imaginaires  dans  le  calcul  intégral 
permet  donc  de  ramener  l'une  à  l'autre  des  formules  dont  ou  ne 
pourrait  saisir  la  parenté,  si  l'on  ne  sortait  pas  du  domaine  réel. 
Voici  encore  un  exemple  de  simplification  dil  à  l'emploi  des  ima- 
ginaires. On  a,  rt  et  6  étant  réels, 

e^a^box  dx  =.  T-:  =  — 7-  e«^(cos6x-h  i  sinôo?): 

a  -+-  bi        a^-r-  b* 

égalons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  «,  et  nous  avons  du 
même  coup  deux  intégrales  déjà  calculées  (I,  n**  119) 


,       ,  e^'^ { a  cos  b  X -\- b  ^\ï\  b  x) 

^cosbxdx= 7- 

a*-^b^ 

e^-'ia  sinbx —  b  cosbx) 


e**-^  ain  bx  dx  =  ^       ,, 

a* -h  62 
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On  ramène  de  même  les  deux  intégrales 

à  Tinlégrale  j  x"*e^^'^^^'^clx^  que  l'on  calcule  par  une  suite  d'in- 
lé^ralions  par  parties. 

iTi.  Décompositioii  en  éléments  simples  d'une  fonction  ration- 
nelle  de  sin^  et  de  cos5.  —  Etant  donnée  une  fonction  rationnelle 
de  s'iQZ  et  de  cos^,  F(sin>3,  cos:;),  si  Ton  y  remplace  sin^  et  cos:; 
par  leurs  expressions  tirées  des  formules  d'Euler,  elle  se  change 
en  une  fonction  rationnelle  R(^)  de  ^  =  e-'.  Cette  fonction  R(^), 
décomposée  en  éléments  simples,  se  composera  d'abord  d'une 
partie  entière,  et  d'une  suite  de  fractions  provenant  des  racines  du 
dénominateur  de  R(^).  Si  ce  dénominateur  admet  la  racine  ^  =  o, 
nous  réunirons  à  la  partie  entière  les  fractions  provenant  de  celte 
racine,  ce  qui  donnera  un  polynôme  ou  une  fonction  rationnelle 

I  exposant  m  pouvant  avoir  des  valeurs  négatives. 

Soit  /  =  a  une  racine  différente  de  zéro  du  dénominateur.  Cette 
racine  donnera  une  suite  de  fractions  simples 

^^^^  -  T=r^  -^  [T^Jy^  -"-'"-^  (T-^^* 

La  racine  a  n'étant  pas  nulle,   soit  a   une  racine  de  l'éq^ia- 
tîoae*'=a; peut  s'exprimer  très  simplement  au   moyen 

decol^^ On  a,  en  effet, 


col =  t  -Z-- =  t(  IH I  , 

•2  e-^ — e^'  \         e^' — e-^^ 


et  l'on  en  lire  inversement 


I  -h  i  col 


'^y- 


la  fraction  rationnelle /(/)  se  change  donc  en  un  polynôme  de 
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degré  n  en  col — ; — > 


eme 


Les    puissances  successives   de  la  cotangente  jusqu'à  la  n} 
peuvent  à  leur  lour  s'exprimer  au  moyen  des  dérivées  successives 
jusqu'à  la  (/?  —  jy^me.  gjj  cflet,  on  a  d'abord 

dcoiz  I 

:; = 7—r-    =r    —   I  —  C0t'>5, 

fi  pot  z 

ce  qui  permet  d'exprimer  cot^5  au  moyen  de  —77—»  et  l'on  dé- 
montre aisément  de  proche  en  proche  que,  si  la  loi  est  vraie 
jusqu'à  col"  5,  elle  est  encore  vraie  pour  cot""^* -5.  Le  polynôme 

précédent  de  degré  n  en  cot^^^ se  changera  en  une  expression 

linéaire  par  rapport  à  col et  à  ses  dérivées, 


z  —  a  (J  f       z  —  a\  rf«-*    /       z  —  a"^ 

Xn-h  fX>\  cet h  tliî  -7-  (  cet )  H-.  .  .-f-  A^n  -7 :  (  COt )  • 

2  dz\  '^     I  dz'^-^  \  1     I 

Opérons  de  même  avec  toutes  les  racines  6,  c,  .  .  . ,  /  du  déno- 
minateur de  R(^)  différentes  de  zéro,  et  ajoutons  les  résultais 
obtenus  après  avoir  remplacé  t  par  e*'  dans  R«(^).  La  fonction 
rationnelle  considérée  F(sin;;,  cos^)  se  composera  de  deux  parties 

(!i5)  F(sin5,  cos3)  =  4>(.5)-h  W(5); 

la  fonction  ^(^),  q"i  est  Tanalogue  de  la  partie  entière  d'une 
fonction  rationnelle  de  la  variable,  est  de  la  forme 

(26)  4>(5)  =  G  -h  2(a,;tC0s/nz  -h  p,„sinm«), 

où  m  est  un  nombre  entier  non  nul.  Quant  à  ^(^),  qui  est  l'ana- 
logue de  la  partie  fractionnaire  d'une  fonction  rationnelle,  c'est 
une  expression  de  la  forme 

y^^z)=      X,col(~— j-4..to,^col(^-^J4-...+.W^^;^cot(^-^j 

(■27)   <  a  /-  — ?\         n       ^  /-S— ?\  ..       dP-"^  /^—?\ 


II.    —  SÉRIES  ENTIÈRES  A  TERMES   IMAGINAIRES.  37 

Cesl  la  fonction  cotf    ""    ]  qui  joue  ici  le  rôle  d'élément  simple, 

comme  la  fraction pour  une  fonction  rationnelle.  Celte  dé- 

z  —  a  ^ 

composition  de  F(sin2,  cos^)  se  prête  facilement  à  Tintégration; 
on  a  en  effet 

Jcot^-^  dz  =  i  Log  I  sin  (^-^)  J  ♦ 

elles  autres  termes  s'intègrent  immédiatement.  Pour  que  la  fonc- 
*       lion  primitive  soit  périodique  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  coef- 
ficients C,  xlo| ,  i)S>{,  .  . . ,  soient  nuls. 

Praliquement,  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  passer  par 

tontes  ces  transformations  successives  pour  mettre  la  fonction 

.  F(sin5,  C0S5)  sous  la  forme  finale  (aS).  Soit  a  une  valeur  de  z 

rendaDl  la  fonction  F  infinie^  on  peut  toujours,  par  une  simple 

division,  calculer  les  coefficients  de  j  t -y  •••»  dans  la 

z  —  a    (z  —  a)* 

partie  infinie  pour  <s  ==  a  (I,  n**  183).  D'autre  part,  on  a 

col = \-V(z  —  a), 

2  z  —  a 

P(5  — a)étant  une  série  entière;  en  égalant  les  coefficients  des 

puissances  successives  de dans  les  deux  membres  de  la  for- 

z  —  a 

nïule  (25),  on  aura  donc  facilement  X\ ,  ^l>2,  .  . . ,  -\>n. 

Prenons  par  exemple  la  fonction  qui  devient,  en 

*^  »  coss  —  cosa   ^  ' 

posant  e2'=  /,  e«'=  a, 


a(/* -+-!)  — /(a«-Hi)' 


le  dénominateur  admet  les  deux  racines  simples  /  =  a,  ^==  -  et 

le  numérateur  est  de  degré  inférieur  à  celui  du  dénominateur, 
^n  aura  donc  une  décomposition  de  la  forme 

I                ^       .        z  —  a        .,        z  -¥  OL 
=  G  -+-  *l>  cet h  ift>  col 


cosz  —  cosa  2  2 

Pour  déterminer  X,  multiplions  les  deux  membres  par  z  —  a, 

et  faisons  ensuite  z^^oli  il  vient  X  ^^  —  — ; — •  On  trouve  de 

'  asina 

roeme  vb=  — : Remplaçons  X  et  Ub  par  ces  valeurs  et  faisons 

o  «in  or  I^        *  r 
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z  =  Oj  on  trouve  C  =  o,  et  il  reste  la  formule 


COS5  —  cosa 


I       /       --f-a  z  —  0L\ 

=    : (  cet col ) 


Remarque,  —  Lorsque  la  fonction  F(sin5,  cosw)  admet  la 
période  ii,  on  peut  l'exprimer  rationnellement  au  mojen  de  <?-*% 
et  prendre  pour  éléments  simples  cot(5  —  a),  cot(w  —  P),  . .  .. 

274.  Développement  deLog(i  +  :;).  —  Les  transcendantes  que 
nous  avons  définies  sont  de  deux  sortes  :  les  unes,  comme  <?*,  sin^, 
cos^,  sont  holomorplies  dans  tout  le  plan,  tandis  que  Log(:;), 
arctangs,  ...  présentent  des  points  singuliers,  et  ne  peuveni 
être  représentées  par  des  développements  en  séries  entières  con- 
vergentes dans  tout  le  plan.  Mais  on  a  encore  des  développe- 
ments valables  pour  certaines  parties  du  plan;  nous  allons  le 
montrer  pour  la  fonction  logarithmique. 

Une  simple  division  conduit  à  la  formule  élémentaire 


I  -h  5  1  - 

si  l'on  a  Iwl  <"  I,  le  reste tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indé- 

'       '  '  1-1-5  ^ 

finiment  et,  à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rayon  i,  on  a 

-    —  y  ^  z  -\-  Z^  —  Z^  .  .  ,-\-{—  \Y  z"  ^. 


I  H-  Z 

Soit  ¥{z)  la  série  obtenue  en  intégrant  terme  à  terme 


z 


T.i  .r3  Ti  x«-+-l 


{Z)= h   — y •-(—  l)" 


I          1          3          4                           /i  -+- 1 
cette  série  est  convergente  dans  ce  cercle,  et  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dont  la  dérivée F'(5)  = Nous  connaissons 

déjà  une  fonction  dont  la  dérivée  est  la  même;  c'est  Log(i  -4-^)- 
La  différence  Log((-h-s)  —  F(5)  se  réduit  donc  à  une  con- 
stante (*);  pour  déterminer  cette  constante,  il  faut  préciser  la 

(')  Pour  que  la  dérivée  d'une  fonction  analytique  \-hY/  soit  nulle,  il  faul 

que  Ion  ait  (n"  261)  -t—  =  o,  -r—  =  o,  et  par  suile  -—  =  -—=  o;  \  et  i  sont 
^  '  âx  dx  '^  Oy       ôy 

donc  constants. 
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détermination  choisie  du  logarithme.  Si  nous  prenons  celle  qui 
s'annule  pour  .3  =  o,  on  a,  pour  tout  point  intérieur  à  C, 


{2%) 


Z  S'  Z"  z^ 

Log(,^,-)=---^---^.. 


Joignons  le  point  A  au  point  M  qui  représente  z  {Jig-  60);  le 
module  de  i -f- :;  est  représenté  par  la  longueur  r  =  AM,  et  Ton 


/ 


peut  prendre  pour  argument  l'angle  a  que  fait  AM  avec  AO,  angle 

qui  reste  compris  entre  —  ;^  et  4-  7  lorsque  le  point  M  reste  à 

rintérieur  de  C.  La  détermination  du  logarithme  qui  s'annule 
pour  ^  =  o  est  égale  à  logr-f-  /a,  et  la  formule  (28)  ne  présente 
aucune  ambiguïté. 

En  changeant  dans  cette  formule  z  en  —  j,  et  retranchant  les 
deux  formules,  on  a  encore 

-        /H-5\  /  z        z^        z^  \ 

sï  Ion  remplace  ensuite  z  par  iz^  on  retrouve  le  développement 
dearclang:; 


arc  ta 


I    ,        /  \  '^'  iz\       z        z^       5* 
ng^=_.Log(^^— ^j=  ^--  +  3--.... 


La  se  ri 


série  (u8)  reste  convergente  en  tout  point  du  cercle  de  convergence 
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sauf  au  point  A.  Ea  effet,  soit  z  =  e^  un  point  M'  de  ce  cercle;  les  deux 

séries 

COS26       cos30       COS46 


cos6  — 
sinO  — 


234 
sinsO        sin36        sin40 


•2 


sont  l'une  et  l'autre  convergentes  sauf  pour  6  =  (2X:-hi)Tt  (1,  n**  16G). 
D'après  le  théorème  d'Abel,  la  somnne  de  la  série  au  point  M'  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  somme  de  la  série  en  un  point  M  situé  sur  le 
rayon  OM'.  Si  l'on  suppose  6  compris  entre  —  ir  et  -h  tt,  l'angle  a  a  pour 

A  A 

limite  -9  et  le  module  AM  a  pour  limite  2  cos-«  Nous  pouvons  donc  écrire 


log  (  2  cos-  )  =  cosÔ  — 


COS2  9       cos 3 6       cos 4 6 
~~i        '        3  4~ 


0         .  sin^.O        siniG  .  ^  a  ^     x 

■2  2  i 

Si,  dans  la  dernière  formule  on  remplace  0  par  6  —  ir,  on  retrouve  une 
formule  déjà  établie  directement  (I,  n**  198). 

^75.  Extension  de  la  formule  du  binôme.  —  Dans  un  Mémoire 
fondamental  pour  la  théorie  des  séries  entières,  Abel  s'est  pro- 
posé de  déterminer  la  somme  de  la  série  convergente 

œ(m,  -5)  =  IH Z  -{ Z^-h.  .. 

^  l  1.2 

m(m  —  i). .  .(/?i  — /> -4-1)     „ 

1.2.  ../> 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  m  et  de  5,  pourvu 
que  l'on  ait  |5|  <  1.  On  pourrait  y  arriver  au  moyen  d'une  équa- 
tion différentielle,  comme  on  l'a  indiqué  à  propos  des  variables 
réelles  (I,  n**  179).  La  méthode  suivante,  qui  offre  une  applica- 
tion des  résultats  du  n^  268,  se  rapproche  davantage  de  la  marche 
suivie  par  Abel.  Pour  cela,  nous  supposerons  z  donné  et  |5|  <^i, 
et  nous  étudierons  les  propriétés  de  «(m,  z)  considérée  comme 
fonction  de  m.  Si  m  est  un  nombre  entier  positif,  cette  fonction 
se  réduit  évidemment  au  polynôme  (i-j-^)"*.  Si  m  et  m!  sont 
deux  valeurs  quelconques  du  paramètre  m,  on  a  toujours 

(3o)  «p(/n, -5);p(/n',  >3)  =  îp(/?i-i- m',  ^). 

En    effet,    effectuons    le    produit   des  deux    séries    ç(m,   5), 
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f(m',  z)  par  la  règle  ordinaire  ;  le  cociKicient  de  zp  dans  le  produit 
est  égal  à 

(3r)  ntp-h  mp-.im\  -+-  /n^-jm^H-. . .-+-  /?ii/nj;,_j -+-  m'p 

en  posant  pour  abréger 

m(/n  —  i). ,.( ni  —  A-  -H  i) 


mu-  = 


1  •  ^ •  •  ■  #c 


et  la  relation  fonctionnelle  sera  établie  si  l'on  montre  que  l'expres- 
sion {3i)  est  identique  au  coefficient  de  zP  dans  (f(/n-i-/n',  z), 
c'est-à-dire  à  (m  4-  m')p.  On  pourrait  vérifier  directement  l'iden- 
tité 


(32)  (m-^  m')p=  ntp-h  nip-im\-^. .  .-^  m 


p> 


mais  le  calcul  est  inutile  si  Ton  observe  que  la  relation  (3o)  est 
certaiDement  vérifiée  toutes  les  fois  que  m  et  m'  sont  des  nombres 
entiers  positifs.  Les  deux  membres  de  la  formule  (Sa)  sont  des 
polynômes  entiers  en  m  et  m' qui  sont  égaux  toutes  les  fois  que  m 
et  m'  sont  des  nombres  entiers  positifs;  donc  ils  sont  identiques. 
D^autre  part,  ç(/w,  z)  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  m.  En  effet,  si 
nous  effectuons  tous  les  produits  indiqués,  <p(/w,  ;;)  peut  être  con- 
sidérée comme  la  somme  d'une  série  double 

I  •;•.  3  p 

H Z^ ^»  -h  .  .  . 

(33)  <  ••* 

H ^  -•*  —  ... 

O 


I .2. . . p 


quand  on  fait  la  soinme  par  colonnes.  Cette  série  double  est  abso- 
lument convergente.  En  effet,  soient  |5|  =  p  et  |m|  =  T;  si  Ton 
remplace  chaque  terme  par  son  module,  la  somme  des  termes  de 
la  nouvelle  série  compris  dans  la  (p  +  lyème  colonne  est  égale  à 

g((TH-l).  ,.(^-h  p  —  l) 
l .2. . .p 

ce  qui  est  le  terme  général  d'une  série  convergente.  On  peut  donc 
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faire  la  somme  de  la  série  double  (33)  par  lignes,  et  Ton  obtient 
pour  'f  (w,  w)  un  développement  en  série  entière 

'o(m,  5)  =  n m  -^ m' -^ . . . . 

'  1  1.2 

D'après  la  relation  (3o)  et  les  résultats  établis  plus  haut  (n°  268), 
cette  série  doit  être  identique  à  e^»"*.  Or  le  coefficient  de  m 

flr,=      _  ^  -h  ^  — ...=  Log(n-5); 
on  a  donc 
(34)  çp(m,  5;  =  e"'i'OR'*+=), 

la  détermination  du  logarithme  étant  celle  qui  s'annule  pour 
5=0.  On  représente  encore  cette  expression  par  (1-1-5)'";  mais, 
pour  savoir  sans  ambiguïté  la  valeur  dont  il  s'agit,  il  est  commode 
de  se  reporter  à  l'expression  g'"Log.*+5) 

Soit  m  =  UL -h  v^;  r  et  a  ayant  la  même  signification  qu'au 
paragraphe  précédent,  on  a 

^mLog(l-f-w)  — -  g([H-v/)(logr-t-/a} 

-   =  el'-'»*'*-^*[cos({xa  -1- v  logr)  -f-  i  sin([Jia-4- v  logr)]. 

Pour  terminer  ce  sujet,  étudions  encore  la  série  sur  le  cercle  de  con- 
vergence. Soit  U,i  le  module  du  terme  général,  pour  un  point  z  de  ce 
cercle;  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série  des  modules 

est  égal  a    1  ç  est-a-dire,  si  /?t  =  |jl  -4-  v  t,  a 


n 


v/(  [X -I- I  — /i  )* -H  V*  îJi -+- 1        ^{n^ 

=  I i r—  > 

a  n  /i* 

la  fonction  ©(/i)  restant  finie  lorsque  /i  croît  indéfiniment.  D'après  une  régie 
de  convergence  connue  (f,  n"  163),  celle  série  est  convergente  lorsque 
(JL -h  I  >  I  et  divergente  dans  tous  les  autres  cas.  La  série  (29)  est  donc 
absolument  convergente  en  tous  les  points  du  cercle  de  convergence 
lorsque  \l  est  positif. 

Si  (JL -I- I  est  négatif  ou  nul,  le  module  du  terme  général  ne  va  jamais 

ecroissant,  puisque   le  rapport  -y, —  est  constamment  supérieur  a 

l'unité.  La  série  est  divergente  en  tous  les  points  du  cercle,  lorsque 
Von  a  |ji£  —  1. 

Il  reste  à  étudier  le  cas  où  l'on  a  —  i  <  |Jl^o.  Considérons  la  série  dont 


III.  —  NOTIONS  SUR  LA  REPRESENTATION  CONFORME.  43 

le  terme  général  est  U{J:  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  égal  à 

et,  si  l'on  choisit  p  assez  grand  pour  que  Ton  ait  /? (  jx  H-  i  )  >  i ,  cette  série 
sera  convergente.  Il  s'ensuit  que  U{J  et  par  suite  le  module  du  terme 
général  U^  tendent  vers  zéro.  Cela  étant,  dans  l'identité 

o(m,  z)(i  -^  z)  =  o(m  -h  I,  5), 

prenons  seulement  dans  les  deux  membres  les  termes  de  degré  inférieur 
ou  égal  à  71  ;  il  reste  la  relation 

I  .  U  ...  71 

So  et  SJ,  désignant  respectivement  la  somme  des  (/i-H  i)  premiers  termes 
de  9(m,  z)  et  de  <p(m  -h  i,  z).  Si  la  partie  réelle  de  m  est  coinprise  entre 
—  i  eto,  la  partie  réelle  de  m  -h  i  est  positive.  Supposons  \z\  =  i;  lorsque 
ic  nombre  n  croît  indéfiniment,  SJ,  tend  vers  une  limite,  et  le  terme  com- 
p/émeotaire  tend  vers  zéro;  il  en  résulte  que  Sn  tend  aussi  vers  une 
limite,  à  moins  que  Ton  n'ait  i -+- ^  =  o.  Donc,  lorsque  — i<|Ji^o,  la 
série  est  convergente  en  tous  les  points  du  cercle  de  convergence^  sauf 
au  point  z  =  —  i. 


1 
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276.  Interprétation  géométrique  de  la  dérivée.  —  Soit  u  =  X-+- Y/ 
une  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  z,  holomorphe 
à  rinlérieur  d'un  contour  fermé  C;  nous  représenterons  la  valeur 
de  u  par  le  point  de  coordonnées  X,  Y  dans  un  système  d'axes 
rectangulaires;  pour  la  commodité  des  énoncés  qui  vont  suivre, 
nous  supposerons  les  axes  OX,  OY  respectivement  parallèles  aux 
axes  OX  et  oy  et  de  même  disposition  que  les  premiers,  dans  le 
même  plan  ou  dans  un  plan  parallèle  au  plan  xoy.  Lorsque  le 
point  z  décrit  l'aire  A  limitée  par  le  contour  C,  le  point  u  de 
coordonnées  (X,  Y)  décrit  dans  son  plan  une  aire  A';  la  rela- 
tion u  =zf(^z)  définit  donc  un  certain  mode  de  correspondance 
entre  les  points  de  deux  plans,  ou  de  deux  portions  de  plan.  Mais, 
a  cause  des  relations  qui  lient  les  dérivées  des  fonctions  X,  Y,  il 
est  évident  que  ce  mode  de  correspondance  doit  posséder  des 
propriétés  particulières;  nous  allons  montrer  que  les  angles  sont 
conservés. 
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Soient  z  et  5i  deux  poinls  voisins  de  l'aire  A,  u  et  Wj  les  points 
correspondants   de  l'aire   A';   d'après  la  définition  même  de  la 

dérivée,  le  quotient    ^'^  ^  a  pour  limite  la  dérivée /'(5)  lorsque 

le  module  de  Zt  —  z  tend  vers  zéro,  de  quelque  façon  que  Zi  —  z 
lende  vers  zéro.  Supposons  que  le  point  z^  se  rapproche  du 
point  z  en  décrivant  une  courbe  C,  dont  la  tangente  au  point  z 
fait  un  angle  a  avec  la  parallèle  à  la  direction  ox;  le  point  Ui 
décrira  lui-même  une  courbe  G  passant  par  le  point  u.  Ecartons 
le  cas  o\\  f'(z)  serait  nul,  et  soient  p  et  co  le  module  et  l'argument 


Fig.  Ci*. 
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de/'(5)  ;  soient  de  même  r  et  r^  les  distances  ^^i  et  WW|,  a'  l'angle 
que  fait  la  direction  zz^  avec  la  parallèle  zx^  à  or,  P'  l'angle  que 
fait  la  direction  uu\  avec  la  parallèle  wX'  à  OX.  Le  module  du 

quotient  -^— —  est  égal  à  —>  et  l'argument  à   ^' —  a'.  On  a  donc 

les  deux  relations 


(35) 


hm—  =  p, 


Iiin(p'— a')  =  (D-haArit. 


Occupons-nous  seulement  de  la  seconde  de  ces  relations;  on 
peut  y  supposer  k  =  o,  puisque  cela  revient  à  augmenter  l'ar- 
gument (O  d'un  multiple  de  21:.  Lorsque  le  pointai  se  rapproche 
du  point  z  en  décrivant  la  courbe  C,  a'  tend  vers  la  limite  a^  P' 
tend  donc  vers  une  limite  ^,  et  l'on  a  ^  =  a  -j-  «,  ce  qui  exprime 
que  pour  avoir  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  a,  il  suffit  défaire  tourner  d'un  angle  constant  eu 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  z.  On  sup- 
pose bien  entendu  dans  cet  énoncé  que  Ton  fait  correspondre  les 
directions  des  deux  tangentes  qui  correspondent  à  un  même  sens 
de  parcours  des  points  z  el  u. 


i 


i 
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Soit  D  une  aulre  courbe  du  plan  xoy  passant  par  le  point  z^ 
el  soit  ly  la  courbe  correspondante  du  plan  XOY  ;  les  lettres  y  et  o 
désignant  les  angles  que  font  les  directions  correspondantes  des 
tangentes  à  ces  deux  courbes  avec  zx^  ou  u\l ^  nous  avons  à  la 
fois 

et  par  suite  8  —  ^  =  Y  —  *•  ^^^  courbes  G'  et  D'  se  coupent  sous  le 
même  angle  que  les  courbes  C  e^  D.  Nous  voyons  de  plus  que 
le  sens  de  rotation  des  angles  est  conservé.  Il  est  à  remarquer 
que  la  démonstration  ne  s'applique  plus  s\  f'{z)  =  o. 

Si  en  particulier  on  considère  dans  Tun  des  deux  plans  œov 
ou  XOY  deux  familles  de  courbes  orthogonales,  les  courbes  cor- 
respondantes dans  l'autre  plan  formeront  aussi  deux  familles 
de  courbes  orthogonales.  Par  exemple  les  deux  familles  de 
courbes  X  ==  C,  Y  =  C/,  et  les  deux  familles  de  courbes 

(36j  mod/(5)=C,         arg/(z)  =  C' 

forment  sur  le  plan  xoy  des  réseaux  orthogonaux,  car  les  courbes 
correspondantes  sur  le  plan  XOY  sont  d'une  part  les  deux  sys- 
tèmes de  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  d'autre  part  les  cer- 
cles ayant  pour  centre  l'origine  et  les  droites  issues  de  l'origine. 

Exemples,  —  i**  Soit  V.=  -s«,  a  étant  un  nombre  réel  et  positif.  En 
désignant  par  r  et  6  les  coordonnées  polaires  de  z,  par  r'  el  6'  les  coor- 
données polaires  de  z',  la  relation  précédente  est  équivalente  aux  deux 
relations  r'==  r«,  9'=  «6.  On  passe  donc  du  point  z  au  point  z'  en  élevant 
le  rayon  vecteur  à  la  puissance  x  et  multipliant  l'angle  polaire  par  a.  Les 
angles  sont  conservés,  sauf  ceux  qui  ont  leur  sommet  à  l'origine,  qui  sont 
tous  multipliés  par  un  facteur  constant  a. 

2°  Considérons  la  transformation  bilinéaire 

'       az-^b 

cz  -+-  a 

où  a,  6,  c,  d  sont  des  constantes  quelconques.  Dans  certains  cas  particu- 
liers, on  voit  immédiatement  comment  on  passe  du  point  z  au  point  z'. 
Prenons  par  exemple  la  transformation  z'=z-^-b]  soient  z  —  x-^yi, 
z'  =  x'-\-yi,b  =  a-^^i^  la  relation  précédente  donnex'  =zx -h ot, y  ^y-r-'^ y 
ce  qui  montre  qu'on  passe  du  points  au  point  z'  par  une  translation.  Soit 
de  méroe  z'=saz\  p  et  a>  désignant  le  module  et  l'argument  de  a,  on 
aura  r'  =  p  r,  6'  =  co  -+-  9.  On  passe  donc  du  point  z  au  point  z'  en  augmen- 
tant le  rayon  vecteur  dans  un  rapport  constant  p,  et  faisant  tourner  le 
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nouveau  rayon  vecteur  d'un  angle  constant  ta.  On  obtient  donc  la  trans- 
formation définie  par  la  formule  z' =  azj  en  combinant  une  transforma- 
tion par  homothétie  avec  une  rotation.  Considérons  enfin  la  relation 

r,  6,  r',  6'  ayant  toujours  la  même  signification,  on  doit  avoir  r/^=\y 
0-i-6'=o.  Le  produit  des  rayons  vecteurs  est  donc  égal  à  l'unité,  tandis 
que  les  angles  polaires  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Etant  donné 
un  cercle  C  de  centre  A  et  de  rayon  R,  nous  appellerons  inversion  par 
rapport  à  ce  cercle  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  de 
pôle  A  et  de  module  R*.  On  obtient  donc  la  transformation  définie  par  la 
formule  z* z  =  i  en  effectuant  d'abord  une  inversion  par  rapport  au  cercle 
de  rayon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre,  puis  en  prenant  le  symé- 
trique du  point  obtenu  par  rapport  à  l'axe  ox, 

La  transformation  la  plus  générale  de  la  forme  (Bj)  peut  être  obtenue 
en  combinant  les  transformations  particulières  que  nous  venons  d'étudier. 
Si  c  =  o,  on  peut  remplacer  la  transformation  (87  j  par  la  suite  des  deux 

transformations 

a  ,  b 

si  c  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire,  en  effectuant  la  division, 

^,  __  a        bc  —  ad 
C        c^z  -i-  cd 

et  la  transformation  peut  être  remplacée  par  la  suite  des  transformations 

Zi  =  z  -{-   —  f  -3j=C3|,  ^3=   —  I 

C  Zi 

z,,=  (bc  —  ad)z^,         z' =  Zi,-^ — • 

Toutes  ces  transformations  particulières  conservent  les  angles  et  le  sens 
de  rotation,  et  changent  les  cercles  en  cercles;  il  en  est  donc  de  même  de 
la  transformation  générale  (37),  appelée  pour  cette  raison  transformation 
circulaire.  Les  lignes  droites  doivent,  dans  cet  énoncé,  être  considérées 
comme  des  cercles  de  rayon  infini. 

r  Soit 

z'=(z-ei  )'".(  c  -  Ci  )'«.  ,..{z  —  ef,y"v, 

ei,  t'î,  ...,  Cp  étant  des  quantités  quelconques,  et  les  exposants  mi, 
A/i2,  ...,  jUp  étant  des  nombres  réels,  positifs  ou  négatifs.  Soient  M,  E|, 
Ej,  . . .,  Eyr,  les  points  qui  représentent  respectivement  les  quantités  z,  e^ 
d,  . .  .j  Cp;  soient  de  plus  rj,  rj,  . . .,  r^  les  distances  ME|,  MEj,  . . .,  ME^, 
et  Oi,  Oj,  ...,  0^  les  angles  que  font  les  directions  EiM,  EjM,  ...,  E^M 
avec  les  parallèles  à  Oj:.  Le  module  et  l'argument  de  z'  sont  respective- 
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ment  r^Tj*.. .  rj'p  et  /?i|Oi-h. .  .-r- m^O,, ;  les  deux  familles  de  courbes 

forment  donc  ua  réseau  orthogonal.  Lorsque  les  exposants  /H],  mj,  . . . ,  nip 
«ont  des  nombres  rationnels,  toutes  ces  courbes  sont  algébriques.  Si  l'on 
a  par  exemple  /?  =  2,  /«i  =  nti  =  1 ,  une  des  familles  se  compose  de  cassi- 
noïdes  à  deux  foyers,  et  la  seconde  famille  est  formée  par  des  hyperboles 
êquilatéres. 

277.  Recherche  générale  des  transformations  conformes.   — 

L'examen  de  la  proposition  réciproque  de  celle  qui  vient  d'être 
établie  nous  conduit  à  traiter  un  problème  plus  général.  Étant 
données  deux  surfaces  S,  S',  faisons-les  correspondre  point  par 
point  d'une  façon  quelconque  (en  observant  cependant  certaines 
conditions  qui  vont  être  précisées),  et  cherchons  dans  quels  cas 
les  angles  seront  conservés  dans  cette  transformation.  Soient  Xj 
7,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S,  x'^  y' ^  z'  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  2'.  Nous  supposerons 
les  six  coordonnées  x^  y^  3,  x\  y\  z'  exprimées  en  fonction  de 
deux  paramètres  variables  w,  r,  de  façon  que  les  points  corres- 
pondants des  deux  surfaces  correspondent  à  un  même  système  de 
valeurs  des  paramètres  u^  ^ 

;38)  V  ]  y^^^i^u,^),      r    /  =  o'(w,  i>), 

nous  admettrons  de.  plus  que  les  fonctions/,  '^,  ...  sont  con- 
tinues, ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
lorsque  les  points  {x^y^  z)  et  (j?',  y ^  z')  restent  dans  des  régions 
déterminées  des  deux  surfaces  S  et  S'.  Rappelons  encore  les  nota- 
lions  (I,  n" 131) 

\du/  '  du   dv^  \  dv) 

'^»'i     E'=s(?y,   r^s'-f'^,   G'=s(?y, 

j  \du  /  du    Ov  \dv  J 

ds^.^Eda'^^iYdudv-^Gdv^y      ds'*  =  E' dw^  -f-  iF' dudsf  -r-G' dv^. 

Soient  C  et  D  deux  courbes  de  la  surface  S,  passant  par  un 
point  m  de  cette  surface,  C  et  D'  les  courbes  correspondantes 
de  la  surface  S',  passant  par  le  point  m'.  Le  long  de  la  courbe  C, 
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les  paramètres  u^  v  sont  fonctions  d^une  seule  variable  auxi- 
liaire t^  et  nous  désignerons  les  diflTérentielles  par  du  et  dv\  de 
même  le  long  de  D,  /^  et  p  sont  fonctions  d'une  autre  variable  t'  et 
nous  désignerons  les  différentielles  par  8w  et  8p.  D'une  façon 
générale,  nous  distinguerons  par  les  lettres  rf  et  ô  les  différen- 
tielles  relatives  à  un   déplacement   sur  la  courbe   C  et   sur  la 


Fig.  62*. 


Fig.  62»'. 


courbe  D.  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  C 
sont  respectivement 

dx  =  ^-  du-^  ^-  dvy        dy  =  -Y-  du  -h  -j-  dvj        dz  =  -r^  du  -i-  ^  dv\ 
ou  dv  ou  ôv  ou  dv 

les  paramètres  directeurs  de   la  tangente  à  la  courbe  D  sont  de 
même 


dx  ^ 


àx 


oa:  =  -T-  oa  -f-  — -  <àv. 
ou  àv 


ày  N  ày  ^ 

^        du  àv 


âz  ^  Oz  ^ 

05  =  -7—  6a  -+-  -r-  Of. 
ou  Ô{> 


Soit  (i)  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes  C  et  D;  cosw  est 
donné  par  la  formule 

dx  ox  ■+-  dy  0/  -\-  dz  o« 


costo  = 


^dx^  4-  dy^  -T-  dz^  /8:r>  -i-  oj»  -+-  os« 

qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  notations  (Sg), 

EduZu-{-  ¥{duov-^dvlu)-^-  Gdvùv 


(4o)   COSfO  = 


/E  du^-i-iFdu dÇ'+'G  dv^  /E  Sa» -h  2F  8a  8p  -h  G  op« 


On    a    de   même,    to'  étant    l'angle    des    tangentes    aux   deux 
courbes  C  et  D', 

E' du  8a  -4-  F'( du  ro  -h  ^v'  8a  )  -h  G'dv  8i> 


(4i)  cosaj'  = 


v/E'rfa*-t-  2  F'^a  dv  h-  G' dv^  /E'8a*4-  2  F'8a  Zv  -\-  G'^t>« 


Pour  que  la  transformation  considérée  ne  change  pas  la  valeur 
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des  angles,  il*  faudra  que  l'on  ail  costo'=cos(o,  quels  que  soient 
dujdv,  ô«,  Oi?;  les  deux  membres  de  Tégalité 

cos*u>'=  cos*a> 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  deux  rapports  <- >  -7-  qui  doi- 

^*^  ou    du    * 

vent  être  égales,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  deux  rap- 
ports. Il  faut  pour  cela  que  les  coefficients  correspondants  des 
deux  fractions  soient  proportionnels,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

fi^  E'        F        G'       ,, 

(42)  _^.  =  _  =  _  =  X«, 

hélant  une  fonction  quelconque  des  paramètres  u,  r,  et  ces  con- 
ditions sont  évidemment  suffisantes,  car  cosco,  par  exemple,  est 
une  fonction  homogène  de  degré  zéro  de  E,  F,  G. 

Les  conditions  (4^)  peuvent  être  remplacées  par  une  relation 
unique  ds'^=  "k^ds^,  ou 

(4i)  ds'=\ds; 

elle  exprime  que  le  rapport  de  deux  arcs  infiniment  petits  corres- 
pondants tend  vers  une  limite  indépendante  de  du  et  de  dv^ 
lorsque  ces  deux  arcs  diminuent  indéfiniment.  Celte  condition 
rend  le  résultat  presque  intuitif.  En  elTel,  prenons  sur  la  première 
surface  un  triangle  infiniment  petit  abc,  et  soit  a' b'c'  le  triangle 
correspondant  de  la  seconde  surface.  Assimilons  ces  deux  triangles 

X  Â  .  •  I  .•!•  •  1  .  «'6'  a' c'  h' c' 
a  des  triangles  recti lignes;    puisque   les  rapports  — j-t  >  -j— 

tendent  vers  la  même  limite  )w(f^,  i^),  ces  triangles  sont  semblables 
à  la  limite  et  les  angles  correspondants  sont  égaux. 

On  voit  que  deux  figures  infiniment  petites  des  deux  surfaces 
peuvent  être  considérées  comme  semblables,  puisque  les  lon- 
gueurs des  arcs  sont  proportionnelles  et  les  angles  égaux;  c'est 
pour  cela  qu'on  donne  souvent  le  nom  de  représentation  con- 
forme  à  toute  correspondance  qui  conserve  les  angles. 

Étant  données  deux  surfaces  S,  S',  et  une  correspondance  déter- 
minée qui  fait  correspondre  ces  deux  surfaces  point  par  point,  on 
peut  toujours  reconnaître  si  les  conditions  (4^)  sont  vérifiées  et, 
par  suite,  si  l'on  a  une  représentation  conforme  des  deux  sur- 
faces l'une  sur  l'autre.  Mais  l'on  peut  avoir  d'autres  problèmes  à 
G.,  II.  4 
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résoudre;  par  exemple,  les  surfaces  2  elS'  élanl  données,  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  loutes  les  correspondances  entre  les 
points  de  ces  deux  surfaces  qui  conservent  les  angles.  Supposons 
les  coordonnées  (x,  y^  z)  d'un  point  de  S  exprimées  en  fonction  de 
deux  paramètres  (w,  v)  et  les  coordonnées  {x' ^  y\  z^)  d'un  point 
de  S'  exprimées  en  fonction  de  deux  autres  paramètres  (w',  r'); 
soient 

ds^  =Udu^-^i¥  dudv-^G  dv^,  ds'^  =  "EJ du'^  ^  i¥'du*dv'-^  G'dv'*, 

les  expressions  des  carrés  des  éléments  linéaires.  Le  problème 
qu'il  s'agit  de  résoudre  revient  à  celui-ci  :  Trouver  deux  fonc- 
tions u'^-Ki^u^  ('),  v'=zTz.2(^u,  r)  telles  que  l^on  ait  identique- 
ment 

VJdT.\  -4-  2 F'^TTi dizt -+-  G'dr.X  ==l^{Kdu^->r  iY  dudv  ^  G  dv^), 

\  étant  une  fonction  indéterminée  des  variables  m,  \r\  Il  résulte 
de  la  théorie  générale  des  équations  dilferentielles  que  ce  pro- 
blème admet  toujours  une  infinité  de  solutions;  nous  n'en  traite- 
rons que  quelques  cas  particuliers. 

278.  Représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan.  —  Toute 
correspondance  entre  les  points  de  deux  plans  est  définie  par  des 
formules  telles  que 

(44)  '     \  =  V{x,y),         Y  =  Q(x,7), 

les  deux  plans  étant  rapportés  à  des  coordonnées  rectangulaires 
{x^y)  et  (X,  Y).  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  que  cette 
transformation  conserve  les  angles,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

d\^^d\^=  l^idx^-^-dy^), 

\  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  j^,  indépendante  des  diffé- 
rentielles. En  développant  les  différentielles  rfX,  rfY,  et  identifiant 
les  deux  membres,  on  trouve  que  les  fonctions  P(a:,^')  et  Q(;r,^^) 
doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

^-^''^     U^/        \^/        V"^/        \^/  à^  ày^'d^  dy-'''' 

Les  dérivées  partielles  —  >  -y^  ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois, 


dP       dQ 
dx        dy 

dP          dq 

dy             dx 

ôx  ~~        dy 

dP  _  dq 

dy  ~~  dx 
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car  la  première  des  relations  (4^)  donnerail  aussi  —^  =  —  =  o, 

OX   ,         OX 

et  les  foDCtions  P  et  Q  seraient  constantes.  Par  suite,   on   peut 
écrire,  diaprés  la  dernière  relation, 

dp  _     d^  ^  ___     ^ 

dx  dy^  dx  ~  dy^ 

!^  étant  une  inconnue  auxiliaire.  En  portant  ces  valeurs  dans  la 
première  condition  (45),  celle-ci  devient 

<'-'[(?)"-{f)"]-«' 

^^  '  On  en  tire  [Ji  =  d=  i .  On  doit  donc  avoir,  soit 

(46) 


SOtl 


(47) 

Le  premier  système  de  conditions  exprime  que  P  -h  tQ  est  une 
fonction  analytique  de  x-\-iy\  quant  au  second  système,  on  le 
ramène  au  premier  en  changeant  Q  en  —  Q,  c'est-à-dire  en  pre- 
nant la  symétrique  de  la  figure  transformée  par  rapport  à  OX. 
En  définitive,  à  toute  représentation  conforme  d'un  plan  sur  un 
plan  correspond  une  solution  du  système  (46)  et,  par  suite,  une 
fonction  analytique.  Si  l'on  suppose  les  axes  OX  et  OY  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  ox^  oy^  le  sens  de  rotation  des 
angles  est  conservé  ou  non,  suivant  que  les  fonctions  P  et  Q  véri- 
fient les  équations  (46)  ou  (47)- 

i79.  Théorème  de  Riemann.  —    Étant    donnés    dans    lo    plan    de    la 

variable -5  une  aire  A  limitée  par  un  seul  conlour  (ou  contour  simple), 

€1  dans  le  plan  de  la   variable  a  un  cercle  G,   Riemann  a  démontré  qu'il 

existait  une  fonction  analytique  u=/{z)y  holomorplie  dans  Faire  A,  et 

telle  qu'à  chaque   point  de  l'aire   A  corresponde   un  point  du  cercle  et 

qu inversement  à  un  point  du   cercle  corresponde  un   point  et   un   seul 

de  A.  La  fonction  /{z)  dépend   encore  de   trois   constantes  arbitraires 

réelles  dont  on  peut  disposer  de  façon  que  le  centre  du  cercle  corresponde 

^  un  point  déterminé  de  l'aire  A,  tandis  qu'un  point  arbitrairement  choisi 

^ur  la  circonférence  correspond  à  un  point  déterminé  du  conlour  de  A. 
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Nous  ne  donnerons  pas  ici  Ja  démonstralion  de  ce  théorème  dont  nous 
indiquerons  seulement  quelques  exemples. 

Remarquons  seulement  qu'on  peut  remplacer  le  cercle  C  par  un  demi- 
plan.  En  effet,  supposons  que  dans  le  plan  des  u^  la  circonférence  G  passe 

par  Torigine;  la  transformation  u'  =  -  remplace  cette  circonférence  par 

une  droite,  et  le  cercle  lui-même  par  la  portion  du  plan  des  u'  située  d'un 
côté  de  celte  droite,  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 

Exemples,  —  i"  Soit  u  =  z'^.  a  étant  réel  et  positif;  considérons  la 
portion  A  du  plan  comprise  entre  la  direction  oxei  une  demi>droite  indé- 
finie issue  de  rorii;ine  et  faisant  l'angle  oltz  a\cc  ox(<z%i).  Soient  z  =  re^^, 
u  =  Re**»>,  on  doit  avoir 

i  e 

R  =  r»,         w  =  -  ; 

a 

lorsque  le  point  z  décrit  la  portion  A  du  plan,  r  varie  de  o  à  -h  ac,  et  6  de  o 
à  aTT  :  R  varie  donc  de  o  à  -f-  oo  et  a»  de  o  à  ir.  Le  point  u  décrit  donc  le 
demi-plan  situé  au-dessus  de  Taxe  OX,  et  à  un  point  de  ce  demi-plan  ne 
correspond  qu'un  point  de  A,  car  on  a  inversement  r  =  R«,  6  =  ao). 

Prenons  encore  la  portion  B  du  plan  des  z  limitée  par  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent.  Soient  5o,  Zi  les  points  d'intersection;  si  l'on 
effectue  d'abord  la  transformation 

Z  —  Zq 
Z    =   

l'aire  B  est  remplacée  par  une  portion  A  du  plan  des  z'  comprise  entre 
V»^^  deux  rayons  indéfinis  issus  de  l'origine,  car  le  long  d'un  arc  de  cercle 

passant  par  les  points  ^o»  -Si,  l'argument  de conserve  une  valeur 

z  —  Zi 

i 
constante.  En  appliquant  ensuite  la  transformation  précédente  u  =  (-3')*^ 

nous  voyons  que  la  fonction 


'-imr 


permet  d'effectuer  la  représentation  conforme  de  l'aire  B  sur  un  demi-plan^ 
en  choisissant  a  convenablement. 

2"  Soit  u  =  cosz.  Faisons  décrire  à  >s  la  demi-bande  indéfinie  R,  ou 
AOBA'  {Ji^,  63),  définie  par  les  inégalités  o^a:^::,  y^Oy  et  cherchons 
la  région  décrite  par  le  point  a  =  X  -4-  Y  t.  Nous  avons  ici  (n**  269) 

//OX  V  ey-^e-y         ^  .       ey—e-y 

(4o)  X  =  cosx >         Y  =  — sinar • 

2  2 

Lorsque  x  varie  de  o  à  t:,  Y  est  constamment  négatif,  et  le  point  u 
reste  dans  le  demi-plan  situé  au-dessous  de  l'axe  X'OX.  A  tout  point  de 
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^  ""^gion  R  correspond  donc  un  point  du  demi-plan  des  w.  et  lorsque  le 
PoiQi  z  ggi^  5UP  |g  contour  de   R,   on  a  Y  =  o,    car  l'un   des  deux  fac- 

^^ûnnr  nii  est  nul.  [nversemcnt  à  tout  point  du   demi-plan 


sinr  ou 


•À 


^  ^  au-dessous  de  OX  correspond  un  point  et  un  seul  de  la  bande  R 
•^s  le  plan  des  z.  En  effet,  si  ^' est  une  racine  de  l'équation  a  =  cos-«, 
"^cs  les  autres  racines  sont  comprises  dans  la  formule  ^kTzdzz.  Sup- 


Fig.  63. 


y 

1    1 
'    1 

1    t 

1    1 

A 

!    1 
1 

•Tf 

A' 

0 

i 

3 

j? 

posons  le  coefficient  de  i  dans  z'  positif,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  de  ces 
points  racines  dans  la  bande  R,  car  tous  les  points  aAric  —  z'  sont  au- 
dessous  de  OX,  Il  y  a  toujours  un  des  points  aA-it-Hs'  situé  dans  R;  en 
effet,  il  y  a  toujours  un  de  ces  points  dont  l'abscisse  est  comprise  entre  o 
et  27:.  Cette  abscisse  ne  peut  être  comprise  entre  w  et  air,  car  la  valeur 
correspondante  de  Y  serait  positive.  Ce  point  est  donc  situé  dans  R. 

On  voit  aisément,  au  moyen  des  formules  (48),  que  lorsque  le  point  s 
décrit  une  portion  de  parallèle  à  ox  dans  la  bande  R,  le  point  u  décrit 
une  demi-ellipse.  Lorsque  le  point  z  décrit  une  parallèle  à  oy,  le  point  u 
décrit  une  demi-branche  d'hyperbole.  Toutes  ces  coniques  ont  pour  foyers 
les  points  C,  G'  de  l'axe  OX,  d'abscisses  -f- 1  et  —  i. 

S*»  Soit 


(49) 


u   =    -^ri 9 


I 


a  étant  réel  et  positif.  Pour  que  |a|  soit  inférieur  à  l'unité,  il  faut  et  il 

suffit,  comme  le  montre  un  calcul  facile,  que  l'on  ait  cos-^  >o.  Si  r  varie 

de— a  à  4- a,  nous  voyons  qu'à  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les 
deux  droites  ^  =  —  a,  ^  =  -h  a,  correspond  dans  le  plan  des  a  le  cercle  G 
oc  rayon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre.  Inversement  à  tout  point 
^cce  cercle  correspond  un  seul  point  de  la  bande  indéfinie,  car  les  valeurs 
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de  z  qui  correspondent  à  une  valeur  de  u  forment  une  progression 
arithmétique  de  raison  \ai.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  plus  d'une  valeur 
de  z  dans  la  bande  considérée.  D'ailleurs  il  y  a  toujours  une  de  ces  racines 
où  le  coefficient  de  i  est  compris  entre  —  a  et  3a,  et  ce  coefficient  ne  peut 
être  compris  entre  a  et  3rt,  car  la  valeur  correspondante  de  \ii\  serait 
supérieure  à  un. 

280.  Cartes  géographiques.  —  Faire  la  carte  d'une  surface, 
c'est  faire  correspondre  les  points  de  celte  surface  à  ceux,  d'un 
plan  de  façon  que  les  angles  soient  conservés.  Supposons  les  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  considérée  S  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  variables  (^/,  i^),  et  soit 

le  carré  de  l'élément  linéaire.  Soient  (a,  j3)  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  d'un  plan  P  (|ui  correspond  au  point  (f/,  c) 
de  la  surface.  H  s'agit  de  trouver  les  deux  fonctions 

11  =  71, (a,  P),         v>  =  7:j(a,  3) 

de  telle  façon  que  l'on  ail  idenli(|uemenl 

E  rfw«4- aF  ^a  ^t» -h  G  rfp»  =  X(rfaî-h  fi^?*), 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  a,  ^,  ne  renfermant  pas  les 
diflerenlielles.  Ce  problème  admet  une  infinité  de  solutions  qui 
peuvent  toutes  se  déduire  de  l'une  d'elles  au  moyen  des  transfor- 
mations conformes,  déjà  étudiées,  d'un  plan  sur  un  plan.  Sup- 
posons, en  eflel,  que  Ton  ait  à  la  fois 

^5î=X(^a»-h^?2),        ds^=V{d7!^-^d'^'^)', 
on  aura  aussi 

de  sorte  que  a-f-^/,  ou  a  —  ^/,  sera  une  fonction  analytique 
de  a' -h  ^' i,  La  réciproque  est  évidente. 

Exemples  :  i"  Projection  de  Mercator,  —  On  peut  toujours 
faire  la  carte  d'une  surface  de  révolution  de  façon  que  les  méri- 
diens et  les  parallèles  correspondent  à  des  |)arallèles  aux  axes  de 
coordonnées.  Soient,  en  cITet, 

a?  — pcosto,         ^  =  psin(o,         s=y*(p), 
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les  coordonnées  crun   point  d'une   surface  de  révolulion  autour 
(le  oz\  on  a 

ce  qui  peut  s'écrire 
en  posant 

Dans  le  cas  d'une  sphère  de  ravon  R,  nous  pouvons  écrire  les 
coordonnées 

5^  =  R  sin6  coso,        j^  =  R  sinO  sin©,         >5=Rcosô, 

ds^=  RH</0»-f-sin2  0rfo2)  =  R^sin^efr/oî-h  -r-J^  )> 

\   ^         sin'6/ 

et  nous  poserons 

On  obtient  ainsi  la  projection  dite  de  Mercator,  dans  laquelle 
les  méridiens  sont  représentés  par  des  parallèles  à  l'axe  OY,  et 
les  parallèles  par  des  segments  de  droites  parallèles  à  OX.  Pour 
obtenir  loule  la  surface  de  la  sphère,  il  suffit  de  faire  varier  o 
de  0  à  2::  et  6  de  o  à  Tc;  X  varie  de  o  à  27:  et  Y  de  —  oo  à  +  oo.  La 
carie  a  donc  l'aspect  d'une  bande  indéfinie  de  largeur  27r.  Les 
courbes  situées  sur  la  surface  de  la  sphère  qui  coupent  tous  les 
méridiens  sous  un  angle  constant,  ou  loxodromies,  sont  repré- 
sentées sur  la  carte  par  des  lignes  droites. 

2"  Projection  stéréogrophicjue .  —  On  peut  encore  écrire  le 
carré  de  Télément  linéaire  de  la  sphère 

ds^  =  4  cos^-  /  TT  -<-  Rî  lang*  -  dz 


ou 


A 
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en  posant 

p  =  K  tang-,         10  =  ç. 

Mais  rfp-'-i- p^rfu)^  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  du 
plan  en  coordonnées  polaires  (p,  w);  il  suffit  donc  pour  avoir  une 
représentation  conforme  de  la  sphère  de  faire  correspondre  à  un 
point  (6,  îp)  de  la  surface  de  la  sphère  le  point  d'un  plan  de  coor- 
données polaires  (p,  co).  On  voit  immédiatement,  en  faisant  la 
figure,  que  p  et  w  sont  les  coordonnées  de  la  projection  stéréogra- 
phique  sur  le  plan  de  l'équaleur  du  point  (9,  cp)  de  la  sphère,  le 
point  de  vue  étant  l'un  des  pôles. 

3*  Carte  du  tore,  —  Considérons  le  tore  engendré  par  la  révolution 
d'une  circonférence  de  rayon  R  autour  d*un  axe  situe  dans  son  plan,  à 
une  dislance  a  du  centre  du  cercle  (nous  supposerons  a>  R).  L*axe  de 
révolution  étant  pris  pour  axe  des  z^  et  le  plan  médian  du  tore  étant  pris 
pour  plan  des  xy,  nous  pourrons  écrire  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
surface 

ar  =  (a-h  R  cosô)cosç,        j' =  (a  -h  R  cosO)  sino,        z  =  Rsin6, 
et  il  suffira  de  faire  varier  6  et  '^  de  —  r  à  -h  tt.  On  déduit  de  ces  formules 

rf5î=  {a4-  Rcose)*rrf?»H- , ^L"^'  .,,1  ; 

L  («  -H  Rcos6)«J  ' 

pour  faire  la  carte  de  la  surface,  nous  poserons  (voir  n»  114) 

1  =  e   I =  arc  lanff  1 1  / tang-  ) , 


ou 


R 

e  =  —  <  I. 
a 

La  surface  totale  du  tore  correspond  ainsi  point  par  point  à  celle  d'un 

aire 


rectangle  dont  les  dimensions  des  côtés  sont  21:  et 


/^ 


281.  Courbes  isothermes.  —  Soit  V(x,  y)  une  solution  de  Téqualion 
de  Laplace 

les  courbes  représentées  par  Téquation 
(5o)  V(x,y)=C, 
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OÙ  C  est  une  constante  arbitraire,  forment  une  famille  de  courbes  iso^ 
thermes.  A  toute  solution  IJ(Xyy)  de  l'équation  de  Laplace,  on  peut  en 
associer  une  autre  V(ar,  ^)  telle  que  U  -h  i\  soit  une  fonction  analytique 
dex-hyi;  les  relations 

âV  _d\  ^  __^ 

da:  "  ây'         dy  "        dx 

montrent  que  les  deux  familles  de  courbes  isothermes 

\}(x,y)  =  C,        \(x,y)=C 

sont  orthogonales,  car  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux 
courbes  C  et  C  sont  respectivement 

d\j      d\}  d\     d\ 

^^^  ^__^  •  ^^^^  ^^^ •  

dx  '  ày  dx  '  ày 

Donc  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes  isothermes 
forment  une  autre  famille  de  courbes  isothermes.  On  obtiendra  tous  les 
systèmes  conjugués  de  courbes  isothermes  en  considérant  une  fonction 
analytique  /(z)^  et  en  prenant  les  courbes  pour  lesquelles  la  partie  réelle 
de  f{s)y  ou  le  coefficient  de  i,  conserve  une  valeur  constante.  Les 
courbes  pour  lesquelles  le  module  R,  ou  l'argument  Q  de  /(z),  reste 
constants  forment  aussi  deux  systèmes  conjugués  isothermes;  car  la  partie 
réelle  de  la  fonction  analytique  ^og[f{z)]  est  égale  à  logR,  et  le  coeffi- 
cient de  (  à  12. 

On  obtient  également  des  systèmes  isothermes  conjugués,  en  considérant 
les  courbes  décrites  par  le  point  de  coordonnées  X,  Y,  oh  f(z)  =:  X  -h  t'Y, 
lorsqu'on  attribue  à  ar  ou  à  ^  une  valeur  constante.  Il  suffit  en  effet  de 
regarder  inversement  x  -^  iy  comme  une  fonction  analytique  de  X  -+- 1 Y. 
Plus  généralement,  toute  transformation  entre  les  points  de  deux  plans 
qui  conserve  les  angles  change  une  famille  de  courbes  isothermes  en  une 
nouvelle  famille  de  courbes  isothermes.  Soient 

des  formules  définissant  une  transformation  qui  conserve  les  angles,  et 
soit  ^(x',  y)  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  x  cl  y  par  p{x'j  y') 
et  q{x\y)  dans  \}{x^ y).  Tout  revient  à  démontrer  que  rf(x',  y*)  est  une 
solution  de  Téquation  de  Laplace,  pourvu  qu'il  en  soit  ainsi  de  Uix^y). 
Le  calcul  n'offre  aucune  difficulté  (voir  Ghap.  II;  exercice  9,  p.  96);  mais 
le  théorème  peut  aussi  s'établir  sans  aucun  calcul.  En  effet,  nous  pouvons 
supposer  que  les  fonctions /? (a?',  ^')  et  g(^',y')  vérifient  les  relations 

dp  _  àq  ^P  _        ^9 

à^c'^ôy'"         5p~""^' 

car  une  transformation  par  symétrie  change  évidemment  une  famille  de 
courbes  isothermes  en  une  nouvelle  famille  de  courbes  isothermes.  La 
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fonction  x  -x-  ly  =^  p  -\-  iq  est  alors  une  fonction  analytique  de  z'  =  x'  +  iy\ 
et  U  -^  iV  devient  également  après  la  substitution  une  fonction  ana~ 
lytique  ^{t\  y') -\- i^{x\  y' )  de  la  même  variable  z'(n"  263).  Les  deu\ 
familles  de  courbes 

donnent  donc  un  nouveau  réseau  orthogonal  formé  de  deux  familles  iso- 
thermes conjuguées. 

Par  exemple,  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  issus  du  centre 
forment  deux  familles  isothermes  conjuguées,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement en  considérant  la  fonction  analytique  Log^.  En  effectuant  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  en  conclut  que  des 
cercles  passant  par  deux  points  fixes  forment  également  un  système  iso- 
therme. Le  système  conjugué  est  également  composé  de  cercles. 

De  même  des  ellipses  homofocales  forment  un  système  isotherme.  Nous 
avons  vu  plus  haut  en  effet  que  le  point  u  =  cos-s  décrit  des  ellipses  homo- 
focales lorsque  l'on  fait  décrire  au  point  .3  des  parallèles  à  Taxe  ox  (n*  279). 
Le  système  conjugué  se  compose  des  hyperboles  homofocales  et  ortho- 
gonales. 

Remarque.  —  Pour  qu'une  famille  de  courbes  représentée  par  une 
équation  V{x,y)  —  G  soit  isotherme,  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  fonc- 
tion V{x,y)  soit  solution  de  l'équation  de  Laplace.  En  effet,  ces  courbes 
sont  aussi  représentées  par  l'équation  ^[P(^î^)]  =  C>  quelle  que  soit  la 
fonction  çp,  et  il  suffit  que  l'on  puisse  prendre  pour  celte  fonction  o  une 
forme  telle  que  U(jr,  y)  =  'f  (P)  vérifie  l'équation  de  Laplace.  En  faisant 
le  calcul,  on  lrou\e  que  Ton  doit  avoir 

il  faudra  donc  que  le  rapport 


d^  P        ô'^  V 


f)x^         ôy 


ne  dépende  que  de  P  et.  si  cette  condition  est  satisfaite,  on  obtiendra  la 
fonction  (p  par  deux  quadratures. 
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282.  Définitions  et  généralités.  —  Étant  donnée  une  suite  indé- 
finie, à  termes  réels  ou  imaginaires, 


Uq,        U\  I       1^2 1        •  •  •  1        It- 
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considérons  les  produits  successifs 

Pj  =  (l-h  Mç)(|-u  |/,)(l-4-  Mj),  ...^  P,^  —  (I  _f_Mo)(H-M|).  .  .(IH- W,,); 

si  le  produil  P,,  tend  vers  une  limile  P  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, on  dit  que  le  produit  infini 

l5l)  I    I  (l-+-  Ww)  =  (I  -h  Wo)(l  -H  W|  )(!-+-  W,  )  .  .  .(l-f-  M„)..  . 

est  convergent  :  le  nombre  P  est  par  déHnition  la  valeur  de  ce 
produit. 

Il  est  clair  que  si  l'un  des  facteurs  i  -\-  Um  est  nul,  tous  les  pro- 
duits P;,,  où  /i  ^  m,  sont  nuls  ;  on  a  donc  P  =  o.  Mais  il  peut  aussi 
arri\er  que  le  produil  P,,  tende  vers  zéro  sans  qu'aucun  des  fac- 
teurs I  -i-  u„^  soit  nul.  Tel  est  le  cas  du  produil 

III  I 

I       "2       3  n 

qui  tend  évidemment  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Les 
règles  qui  permettent  de  décider  de  la  convergence  d\in  produit 
infini  ne  s'appliquanl  pas  toujours  à  ce  cas  singulier,  nous  réser- 
verons le  nom  de  produit  convergent  aux  produits  infinis  pour 
lesquels  P„  tend  vers  une  limite  P  différente  de  zéro;  lorsque  P,, 
a  zéro  pour  limite,  nous  dirons  que  le  produit  est  nul,  tandis 
qu'il  sera  appelé  divergent,  si  P,,  ne  tend  vers  aucune  limite. 

Pour  qu'un  produit  infini  soit  convergent,  sans  élre  nul,  il  est 
nécessaire  que  ii,^  tende  vers  zéro.  En  effet,  si  P„  tend  vers  une 
limite  P,  la  différence  P,, —  P/i_i  =  P/i-i  Un  doit  tendre  vers  zéro; 
le  facteur  P,|_|  ayant  une  limite  différente  de  zéro,  il  faut  donc 
que  le  facteur  Un  tende  vers  zéro.  Le  raisonnement  ne  s'applique 
plus  si  le  produit  est  nul;  on  vérifie  aisément  sur  Texemple  cité 
plus  haut  que  Un  ne  tend  pas  vers  zéro. 

D'après  une  remarque  antérieure  (I,  n"  lo7),  l'étude  de  la  con- 
vergence ou  de  la  divergence  d'un  produit  infini  se  ramène  à 
l'élude  de  la  même  question  pour  une  série.  Posons 

t?o=  1*0=  U-^  "o),         1^1=  Pi—  1*0=  (i  -i-  Mo)wi, 
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et,  d'une  manière  générale, 

(5'z)  Vn=  P,i— P«-i  =  (i-f-  Wo)(i-i-  ai)...(i-4-a«_,)Wrt, 

et  considérons  la  série  auxiliaire 

La  somme  S„  =  r©  H-  Ti  -h . . .  -|-  ç»«  est  évidemment  égale  à  P/,,  de 
sorte  que  cette  série  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps 
que  le  produit  infini  n(i  -f-  ;/«);  lorsque  la  série  est  convergente, 
sa  somme  S  est  égale  à  la  valeur  P  du  produit  infini. 

283.  Produits  absolument  convergents.  —  Supposons  d'abord 
que  tous  les  nombres  u,i  soient  réels  et  positifs.  Le  produit  P« 
va  en  croissant  avec  n  et,  pour  démontrer  la  convergence,  il  suf- 
fira de  prouver  que  ce  produit  P«  reste  inférieur  à  un  nombre 
fixe,  quel  que  soit  n.  On  a,  d'une  part, 

P/» >  iH- Wo -H  wi -+- . . . -4- a„ ; 
d'autre  part,  on  a,  x  étant  positif,  i-\-  x  <ie^^  et  par  suite, 

La  première  inégalité  montre  que,  si  le  produit  P,,  tend  vers  une 
limite  P,  on  a  constamment  WoH-  W|  H-»  •  •  -H  "«<  P«  La  série  à 
termes  positifs 

(54)  Uo-\-  Ui-^.  ..-h  Ufi-h.  .. 

est  donc  convergente.  Inversement,  supposons  cette  série  con- 
vergente et  soit  S  sa  somme;  la  seconde  inégalité  donne  Pn<Ce^. 
Le  produit  P„  tend  donc  vers  une  limite,  et  l'on  en  conclut  que 

le  produit  infini  1  1  (i  -|-  w„),  où  tous  les  nombres  Un  sont  réels 

0 

et  positifs,  est  convergent  ou  divergent  en  même  temps  que  la 
série  (54). 

Considérons   maintenant   un    produit    infini,    à    termes   quel- 
conques, réels  ou  imaginaires, 

(55)  (l -h  Wo)(l  -h  tti  )  .  .  .  (l  -h  Mrt).  . . 

et  soit  U/=  \ui\.  Si  la  série 

(56)  Uo-+- Ui-+-. .  .-h  U«-+-. . . 
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est  convergente,  il  en  est  de  même  du  produit  infini  (55).  Posons, 
en  eflfet,  comme  plus  haut, 

t'«=  (l—  Wo)(l  -H  tt|)...(l-H  M«-i)W/i, 
V«=  (I  -r-  Uo)(l  -4-  U,)  .  .  .  (I  -f-  U«-,  )U«. 

D'après  ce  qui  précède,  la  série  à  termes  positifs  SU/  étant  con- 
vergente, il  en  est  de  même  du  produit  infini  n(i  +  U/),  et  par 
suite  de  la  série 

(V7)  Vo-h  Vi-î-...-^- V«-h 

Or  on  a  évidemment  |^/i|  <  V,,;  la  série 

(58)  i^o-H  t'i +  ••.-+- ^«-+-- .  • 

est  donc  absolument  convergente,  et  la  somme  de  cette  série  est, 
comme  on  Ta  fait  remarquer,  la  limite  du  produit 

lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  le  pro- 

-J-ao 

duit  I  I  (i  +  u„)  est  dit  absolument  convergent. 


n=o 


Les  produits  infinis  absolument  convergents  offrent  un  intérêt 
particulier,  comme  les  séries  absolument  convergentes,  avec 
lesquelles  ils  ont  de  grandes  analogies.  Ainsi,  dans  un  produit 
infini  absolument  convergent,  on  peut  modifier  Vordre  des 
facteurs  d^ une  façon  arbitraire  sans  changer  le  produit.  Nous 
démontrerons  d'abord  qu'étant  donné  un  produit  infini  absolu- 
ment convergent,  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  entier  n  tel  que  la  différence  entre  l'unité  et 
]e  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs 

ail  un  module  inférieur  à  e,  lorsque  tous  les  indices  a,  ^,  . .  .^\ 
sont  supérieurs  à  n.  On  a,  en  effet,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement en  supposant  les  deux  produits  développés, 

et,  par  suite, 

|(i  -+-  a3i)(i  -+-  acj) . . .  (i  -h  MX)  —  '  I  <  e^^a+Ui+---^u^—  I  ; 
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mais,  la  série  SU/ étant  convergente,  on  peut  prendre  le  nombre /i 
assez  grand  pour  que  la  somme  Ua -h  Up -h  .  .  .  H- Ux  soit  plus 
petite  que  log(i-h£),  lorsque  lous  les  indices  a,  ^,  .  ..,  X  sont 
supérieurs  à  n.  Le  second  membre  de  Tinégtilité  précédente  peut 
donc  être  rendu  moindre  que  tout  nombre  positif  e,  en  prenant 
le  nombre  entier  n  assez  grand. 

Ceci  prouve,  observons-le  en  passant,  qu^ un  produit  absolu- 

0 

ment  convergent  ne  peut  être  nul  à  moins  qu^un  des  facteurs 
du  produit  ne  soit  nul.  Supposons  en  effet  qu^aucun  des  facteurs 
du  produit  ne  soit  nul;  choisissons  le  nombre  n  assez  grand  pour 
que  Ton  ait,  quel  que  soit  le  nombre  positif/?, 

|(i-h  M,,^,  )(i-h  w„^,)...(i-+-  M„H-/i)  — i|  <  a, 

a  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité.  11  est  clair  que  le 

module  du  produit  infini  1  1  (*  H-  '^/i+v)  î»era  supérieur  à  i  —  a  et, 

par  conséquent,  le  produit  P  qui  est  égal  au  précédent  multiplié 
par  P^  ne  pourra  être  nul. 
Cela  posé,  soient 

(59)  (1 -+- Wo)(i  H- Wi) ..  .(1 -h  a,i) . . . 

un  produit  infini  absolument  convergent  et 

{60)  (i-+-  Mi)(i  -h  m',  )..  .(1  -+-«;„)... 

un  autre  produit  infini  composé  des  mêmes  facteurs  pris  dans  un 
autre  ordre.  Ce  second  produit  est  aussi  absolument  convergent, 
car  la  série  2U^  est  composée  des  mêmes  termes  que  la  série  SU/. 
Appelons  P  et  P'  les  valeurs  de  ces  deux  produits  (Sg)  et  (60). 
Soit  P„  le  produit  des  n -+-  1  premiers  facteurs  du  produit  (5()); 
tous  ces  facteurs  se  retrouvent  dans  le  produit  (60),  et  nous 
pouvons  prendre  un  nombre  m  >>  n  tel  que  le  produit  P^^  ren- 
ferme tous  les  facteurs  de  P,/.  Nous  avons  alors 

P' 

j~  =(i-+-Ma)(i-l-//S)...(i-f- M).), 

tous  les  indices  a,  ^3,  ...,).  étant  supérieurs  à  n,  et,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  voir,  on  peut  choisir  le  nombre  n  assez  grand 
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pour  que  Ton  ait 

IP' 


'ï 


aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  s.  Or,  lorsque  n  augmente 

P 

..    Il    taiil    rirknr»    rtiiA    1    r\r\    ml    O'  O 


P' 

indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  m,  et  le  rapport  j~  a  pour 

.    .     F' 
liinile  -^'  Il  faut  donc  que  Ton  ait  P':=:  P. 


encore 


!28i.  Produits  uniformément  convergents.  —  Considérons 
un  produit  infini  (5i),  où  Uq^  w,,  .  .  .,  w„,  .  .  .  sont  des 
fondions  continues,  réelles  ou  imaginaires,  d'une  ou  plusieurs 
variables  x^  y^  /,  . .  . ,  ce  qui  comprend  évidemment  le  cas 
où  Wo,  «I,  ^2,  ...  seraient  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe G.  Nous  dirons  que  ce  produit  est  uniformément  conver- 
gent dans  un  certain  domaine  D,  si  la  série  Sr,i  définie  plus  haut, 
dont  la  somme  est  égale  au  produit  infini,  est  elle-même  unifor- 
mémenl  convergente  dans  ce  domaine.  Le  produit  P  est  alors  une 
fonction  continue  des  variables  indépendantes. 

Un  produit  infini  est  uniformément  convergent,  s'il  en  est  ainsi 
de  la  série 

<6i}  Uo-HU,-r-...-4-U«^...; 

reprenons  en  efi'et  la  série  (53),  nous  avons 

on  a  d'ailleurs  les  inégalités  évidentes 

|P„|  <  (n-  Uo)(i  -i-  U|  ) . . .  (I  -+-  U„)  <  eVo+u.^...-4-i«, 


Mais  la  série  (6i),  étant  uniformément  convergente  dans  le 
domaine  D,  représente  une  fonction  continue  qui  reste  inférieure 
î^  "ne  certaine  limite  M,  et  Ton  peut  choisir  un  nombre  N  assez 
^rand  pour  que  la  somme  suivante,  où  /i^N, 

J'este  inférieure,  quel  que  soit  p,  à  un  nombre  positif  a  dans  le 
inème  domaine.  On  aura  donc,  le  nombre  n  ayant  été  choisi  de 


L 
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celte  façon, 

Ceci  prouve  bien  que  la  série  Si^/^  est  uniformément  convergente, 
puisqu'on  peut  toujours  choisir  a  de  façon  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion e^{e^ —  i)  <  e,  aussi  petit  que  soit  £. 
Par  exemple,  le  produit  indni 

F(.-)  =  ^(i-5î)(i-^)...(i- Jj)... 

représente  une  fonction  continue  de  la  variable  complexe  5,  car 

la  série   y,— y  est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  d'une 

courbe  fermée  quelconque.  Ce  produit  est  nul  pour  5  =  0,  ±:i, 
±2,  ...  et  pour  ces  valeurs  seulement. 

Remarque.  —  Toutes  les  propriétés  précédentes  s'étendent 
sans  difficulté  aux  produits  infinis  n(i  -\-  Umn)j  O"  chaque  facteur 
est  affecté  de  deux  indices  distincts  /w,  /i,  pouvant  varier  sépa- 
rément de  o  à  -h  00.  Ijorsque  la  série  double  SUm«  est  conver- 
gente, le  produit  précédent  a  une  valeur  bien  déterminée,  qui  ne 
dépend  pas  de  la  façon  dont  on  fait  croître  le  nombre  des  facteurs. 
De  même  qu'une  série  double  absolument  convergente  peut  être, 
d'une  infinité  de  manières,  transformée  en  une  série  ordinaire,  un 
produit  doublement  infini,  tel  que  le  précédent,  peut  être  d'une 
infinité  de  manières  transformé  en  un  produit  simplement  infini 
absolument  convergent.  Si  tous  les  termes  u,nn  sont  des  fonctions 
continues  de  certaines  variables  ^,  y,  . . . ,  et  si  la  série  SU/nw  est 
uniformément  convergente  dans  un  certain  domaine  D,  le  pro- 
duit infini  n(i  -h  u,nn)  est  lui-même  uniformément  convergent,  et 
représente  une  fonction  continue  de  j;,  y,  ...  dans  le  domaine  D. 

283.  Produits  infinis  réels.  —  Reprenons  un  produit  infini  de  facteurs 

réels 

(1  -h  z^o)(i  H-  W|).  .  .(i-h  M«). . . 

pour  étudier  le  cas  où  il  y  a  une  infînîté  de  termes  négatifs  dans  la  suite  «o» 
Mj,  «^2,  ....  Lorsque  tous  ces  ternies  sont,  à  partir  d'un  certain  rang, 
compris  entre  — i  et  o,  on  est  conduit  à  étudier  un  produit  infini  tel  que 

(G>.)  (i  —  c^o)(i  —  t'i)..  -fï  — i'/»)... 
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OÙ  t^o?  ^ii  •••»  ^/»i  •••  sont  positifs  et  inférieurs  à  i.  II  est  clair  que  le 
produit  (i  —  l'o)'  •  •(>  —  f»)  va  en  décroissant  lorsque  n  augmente,  et  que 
re  produit  reste  positif;  il  tend  donc  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indé- 
fioimeot,  mais  cette  limite  peut  être  zéro  ou  un  nombre  positif.  Si  la 
•iéric  "Lvi  est  convergente,  le  produit  infini  (62)  est  absolument  conver- 
gent; le  produit  (i  —  Vq)  ..,{1  —  Vn)  a  donc  une  limite  différente  de 
zéro  (n»  283). 

Pour  voir  ce  qui  arrive  lorsque  la  série  Sp/  est  divergente,  remarquons 
que  Ton  a,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  ^, 

ctiv  la  fonction  e' —  x  —  i  est  minimum  pour  x  =  o.  On  peut  donc  écrire 

t*i  par  suite 

l^a  somme  ro-+- ^i -*-•••-*"  «^n  augmente  indéHniment  avec  n,  et  par  suite 
le  produit  infini  est  nul. 

Lorsque  la  suite  Uo^  Ui,  ...,  Un,  .*•  renferme  une  infinité  de  termes 
positifs  et  une  infinité  de  termes  négatifs,  le  produit  infini  ne  peut  être 
convergent  sans  être  nul  que  si  le  terme  général  Un  tend  vers  zéro  (n'282). 
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  ;  comme  on  peut  toujours  négliger  un  nombre 
fini  de  facteurs  au  début,  nous  admettrons  que  tous  les  facteurs  sont  posi- 
tifs. Le  produit  P»  contient  alors  un  certain  nombre  de  facteurs  supérieurs 
à  I  et  un  certain  nombre  de  facteurs  inférieurs  à  i  ;  le  seul  cas  douteux 
est  évidemment  celui  où  le  produit  des  facteurs  supérieurs  à  1  augmente 
indéfiniment,  tandis  que  le  produit  des  facteurs  inférieurs  à  1  tend  vers 
zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Le  produit  infini  peut  être  con- 
vergent ou  divergent  suivant  les  cas;  mais  il  est  facile  de  démontrer,  en 
raisonnant  comme  pour  les  séries  semi-convergentes,  (I,  n®  165)  que, 
dans  un  produit  de  cette  espèce,  on  peut  toujours  disposer  les  facteurs 
dans  un  ordre  tel  que  le  produit  P^  ait  pour  limite  un  nombre  positif 
quelconque  donné  à  Tavance. 

Lorsque  la  série  Zun  est  convergente,  on  a  une  règle  précise.  Le  pro- 
duit P„  tend  vers  une  limite  positive  ou  tend  vers  zéro,  suivant  que 
ta  série  2  aj  est  convergente  ou  divergente. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  le  rapport 

log(i  -\'  x)  —  X 


x^ 


a  pour  limite  —     >  lorsque  x  tend  vers  zéro;  nous  pouvons  donc  écrire 


X^ 

log(i-i-2-)  =  ^~  — (n-a), 


G.,  II. 
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la  valeur  absolue  de  a  élant  inférieure  à  --  pourvu  que  la  valeur  absolue 

de  X  soit  inférieure  à  une  certaine  limite.  Puisque  u^  tend  vers  zéro 
quand  n  croit  indéfiniment,  et  que  l'on  peut  faire  commencer  le  produit 
infini  à  tel  facteur  que  Ton  veut,  il  est  donc  permis  de  supposer  que  Ton  a 

m' 

l0g(l-f-  Wo)  =  Mo ^(n-Oo), 


II 


7, 
S 


iog(i  ^  Ml)  =  M,  —  _L  (i  -f-  eo, 


log(H-M„)  =  Un (l-hO,i), 


tous  les  nombres  60,  61,   ...,  0^  étant  compris  entre  —  -  et  h — «On 
déduit  de  là 


'À  2 


(63)  logPrt=  wo  -hMi-i-...-+-M« —  -  mJ(i4-Ôo)  — .. . —  7  wJ(i-HÔ/«); 

lorsque  les  deux  séries  2a«  et  SwJ  sont  convergentes,  le  second  membre 

tend  vers  une  limite  finie  quand  n  croit  indéfiniment,  car  u^(i  +  0/i)  est 

a*       3 
compris  entre  — ^  et  -  ul.  Le  produit  P«  tend  donc  vers  une  limite  différente 

de  zéro.  Au  contraire,  lorsque  la  série  2uJ  est  divergente,  le  second 
membre  de  la  formule  (63)  croit  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  restant 
négatif,  et  par  suite  P^  tend  vers  zéro. 

La  même  égalité  (63)  prouve  que  le  produit  infini  est  divergent  ou  nul 
lorsque  la  série  S«^«  est  divergente  et  la  série  2aJ  convergente.  Mais  il 
est  à  remarquer  que  le  produit  infini  peut  être  convergent  lorsque  les  deux 
séries  £  a/t  et  2L  u%  sont  divergentes.  Prenons  par  exemple  ao  =  ai  =  M|  =  o, 
et,  pour  n  >  I, 

I  III 

y  n  ^  n        "        n  y  a 

la  série  2  M/tCst  divergente,  caria  somme  Sj^est  supérieure  à  --h  ^  H-. ..H — ; 

2         3/1 

il  en  est  de  même,  pour  la  même  raison,  de  S  u\.  Cependant  le  produit  infini 


V       /2J  \    "^  v/2  "^  2  "^  2  ^2/    "  V         A/  \'^  s/n~^  '^'^  n  sjn) 
est  convergent,  car  le  produit  de  2/1  facteurs  est  égal  à 


(-i)(-s) 


l — ^  I» 

11- 
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tandis  que  le  produit  de  2n  +  i  facteurs  est  égal  au  produit  précédent 

multiplié  par  le  facteur  i qui  a  pour  limite  l'unité  (*). 

yn  -h  I 

Exemples  :  i*  La  série 


I 

I 

I 

I 

I 

f 

— 

-h 

— 

— 

-h 

• 

•  • 

■+- 

2 

2 

4 

4 

2/1 

2/1 

est  convergente  ainsi  que  la  série  obtenue  en  élevant  ses  termes  au  carré. 
Le  produit  infini  correspondant 

I     3    3     5         2/1  —  I     2/n- 1 

—  •  —  •  —  •     •••  -^-^—^——  .  ^^— ^— ^—  •  • . 

2244  2^  ^^ 

est  donc  convergent;  on  a  vu  déjà  qu'il  était  égal  à  -  (I,  n"  116).  Pour  le 

transformer  en  un  produit  absolument  convergent,  il  suffit  de  réunir  deux 
facteurs  consécutifs,  ce  qui  donne 


2*  Soit  Mo-h  Mi-t-. .  .-h  Mrt-f-. . .  une  série  à  termes  réels  dans  laquelle 
le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  une  fonction  rationnelle  de  n 
tendant  vers  l'unité  lorsque  n  augmente  indéfiniment 

Un         nP  -h  bifif-^-h, , , 

En  laissant  de  côté  le  cas  où  l'un  des  termes  de  cette  série  serait  nul  ou 
infini,  on  peut  encore  écrire 


v  =  l 


?(v)  étant  une  fonction  rationnelle  de  v  qui  reste  inférieure  en  valeur 
absolue  à  un  nombre  fixe.  Si  l'on  a  ai—  6, >  o,  tous  les  termes  de  la  série 

finissent  par  être  positifs,  et  cette  série  est  divergente;  le  terme  gé- 
néral u„^i  de  la  première  série  augmente  donc  indéfiniment  en  valeur 
absolue.  Si  ai— 61  =  0,  la  série  (04)  est  absolument  convergente,  et  Un+i 

(')  Voir  Cauchy,  Cours  d'Analyse  ou  Œuvres  complètes,  tome  III,  2"  série, 
noie  1\;  Puinqshkim  {Maihematische  Annalen,  tomes  22,  33  et  42). 
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tend  vers  une  limite  finie  diiïérenle  de  zéro.  Enfin,  si  aj  —  ^i  <  o,  tous  les 
termes  de  la  série  (64)  finissent  par  être  négatifs,  et  cette  série  est  diver- 
gente; Un+i  tend  donc  vers  zéro  lorsque  /i  croît  indéfiniment.  Ces  résultats 
sont  dus  à  Gauss  (voir  I,  n"  163). 

286.  Développement  en  série  entière  d'un  produit  infini.  —  Soit 
(65)  F(5)  =  (14-  Wo)(i-f-  «i)...(n-Mrt).-. 

iin  produit  infini,  où  chacune  des  fonctions  w/  peut  être  déve- 
loppée en  série  entière 

ui—  a,o-\-  anz  -h. .  .-^  ain^"-^"  '         (*  =  o,  1,2,  . , .). 
Supposons  que  la  série  double  515]l^"'l'''  ^^'^  convergenic 

pour  une  valeur  positive  de  r  choisie  convenablement;  dans  ces 
conditions  la  série 


Mo  I  H-  I  Wi  I  -H .  .  .  H-  I  a,i  I  -h .  .  . , 

« 

est  absolument  et  uniformément  convergente  à  l'intérieur  du 
cercle  C  de  rayon  r,  ayant  pour  centre  l'origine.  Le  produit  F(5) 
est  lui-même  absolument  et  uniformément  convergent  et  repré- 
sente, par  conséquent,  une  fonction  continue  de  z  dans  ce  cercle. 
Nous  allons  montrer  que  ce  produit  peut  être  développé  en  une 
série  entière  convergente. 
Posons,  comme  plus  haut, 

t'/i=  (i-H  «o)(i-+- wi)...(n-  w„_,)M„; 

il  suffit  de  démontrer  que  la  somme  de  la  série 

(66)  t'o-4- t'i-h. . .-+- c'/i-l-. . ., 

qui  est  égale  au  produit  infini  F(s),  est  développable  en  série 
entière.  Or,  si  l'on  pose  encore 

il  est  clair  que  le  produit 

est  une  fonction  majorante  pour  r„.  La  série  (66)  pourra  donc 
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élre  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z  s'il  en  est  de  même  de 
la  série  auxiliaire 

(67)  i^;  -h  p'i  H- . . .  -4- 1^;,  -h — 

Si  l'on  développe  chaque  lenne  de  celle  dernière  en  série 
eiJlière,  on  a  une  série  double  dont  chaque  coefficient  est  positif, 
et  il  suffit  pour  notre  objet  de  prouver  que  cette  série  double  est 
convergente  quand  on  y  remplacer  par  r.  Désignons  par  U^,  et  V^, 
les  valeurs  des  fonctions  ul^  et  v'^^  pour  z  =  r;  nous  avons 

v;  =  (i-^u'o)(i  +  u;)...(f-4-u;,,ju;, 

et  par  conséquent 

v;  -h  v;  -h. .  .-t-  v;,  =  (I  -f-  ui  ) . . .  (I  H-  u;  ), 

ou  encore 

vi  -i-  v;  -4-. .  .-h  v;,  <  e^"^"--^^-. 

Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  somme  U^4-. .  .H- U^, 
lend  vers  une  limite,  puisque  la  série  ^l^/i  ^^^  supposée  conver- 

Kenle.  La  série  double  (67)  est  donc  absolument  convergente  si 
Ion  a  |5|^r;  la  série  double  obtenue  en  développant  chaque 
terme  v„  de  la  série  (66)  est  donc  a  fortiori  absolument  conver- 
gente à  l'intérieur  du  cercle  C,  et  l'on  peut  l'ordonner  suivant  les 
puissances  entières  de  z. 

Le  coefficient  bp  de  zP  dans  le  développement  de  F(:;)  est  égal, 
d'après  cela,  à  la  limite  pour /z  infini  du  coefficient  bpude  s'' dans 
la  somme  t^o  -H  ^i  +  •  •  •  +  ^w»  ou  ce  qui  revient  au  même,  dans  le 
développement  du  produit 

Prt=  (i -h  Wo  )(«-!-  w,  )...(!  -h  w«); 

ce  coefficient  s'obtiendra  donc  en  étendant  aux  produits  infinis 
la  règle  ordinaire  qui  donne  le  coefficient  d'une  puissance  de  z 
dans  le  produit  d'un  nombre  fini  de  polynômes. 
Par  exemple,  le  produit  infini 

F(5)  =  (l -^  >5)(l  -^  ^S)(l -f- ;5») . . .  (iH- 5^  •  •  • 

^st  développable  suivant  les  puissances  de  5,  pourvu  que  l'on 
'*'M^l<i.  Une  puissance  quelconque  de  z,  soit -s^,  figurera  dans 
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ce  développement  avec  un  coenicient  égal  à  un,  car  tout  nombre 
entier  N  peut  êlre  écrit,  d'une  façon  et  d'une  seule,  sous  la  forme 
d^une  somme  de  puissances  de  2.  On  a  donc,  si  |3|<^i, 

(68)  F(5)  =  1-4-.  5  -f-^»-f-...4-^'»-{-...= , 

ce  qu'on  peut  aussi  démontrer  1res  simplement  au  mojen  de 
ridenlité 

(69)  lH^   =(,-H5)(l-+-«»)(l-4-^V)...(,^3Î-- ). 

1  —  z 


EXERCICES. 

1.  Déterminer    la  fonction   analytique /(5)  =  X -4- «Y   dont   la  partie 

réelle  X  est  égale  à 

1  sin^iF 

e'^y -\-  e^y  —  2  cos ix* 

même  question  en  supposant  que  X  +  Y  est  égale  à  la  fonction  précé- 
dente. 

2.  Soit  cp(m,  /))  =  o  l'équation  tangentielle  d'une  Courbe  algébrique 
réelle,  c'est-à-dire  la  condition  pour  que  la  droite  y  =  n\x  -^ p  soit  tan- 
gente à  cette  courbe.  Les  racines  de  l'équation  ^(/,  — i^)  =  o  sont  les 
affixes  des  foyers  réels  de  cetie  courbe. 

3.  Si  />  et  ^  sont  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  les  deux 

expressions  (y^)''  et  /s?  sont  équivalentes.  Qu'arrive-t-il,  lorsque />  et  q 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur  t/>  1? 

-4.  Trouver  le  module  et  l'argument  de  e^-^^',  en  le  considérant  comme 

I  H '^  \    }  lorsque  le  nombre  entier  m  aug- 
mente indéfîniment. 

5.  Etablir  les  formules  suivantes,  où  m  est  un  nombre  entier  positif, 

2"' cos'" -5  =  2Cosm5  -h  2 m  cos(/n  —  2)5 

m{m  —  x)        .  .^ 

-4-2  cos  (m  —  4)5-+-.... 

1.2 


Si  m  est  impair,  le  dernier  terme  est  un  terme  en  cos^;  si  m  est  paii*,  le 
terme  qui  termine  le  développement  est  indépendant  de  z  et  égal  à 


m! 


m 
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On  a  de  même,  si  m  est  impair, 

(2t)'"sin"«z  =  lismmz  —  aim  sin(m  —  'x)z  -f-. . ., 
et,  si  m  est  pair, 


m  I 


(2t)'«sill'»Z  =  t2  COS  771.2  —  2771  COS(77t  —  a)5  H-.  .  .-4-( —  l)'  -; r-r  • 

6.  Démontrer  les  formules 

cosa4-co5(a  H-  6)  H-.  ..-*-  cos(a  -4-  nb)  = -^ — -7- — ^cos  (  a  -\ )> 

.     /7l  -H  I    ,  \ 

sin( b\  - 

sina  +  8in(a  -t-6)  H-. .  .-*-  sin(a  -f-  716)  =  — ^ — 77-r — ^sinfa  H )• 

sin(^)  '^  */ 

7.  Od  demande  la  valeur  finale  de  arcsin^  lorsque  la  variable  z  décrit 
le  segment  de  droite  allant  de  l'origine  au  point  i  +  i\  la  valeur  initiale 
de  arcsin^s  étant  o. 

8.  Démontrer  la  continuité  d'une  série  entière  au  moyen  de  la  for- 
mule (n*  12,  p.  21) 

/(-s  +  A) -/(^)  =  A/,(;5) -4. -— /,(5) -4-. .  .-t- -^/„(s) -+-. . .. 

[On  prend  une  fonction  majorante  convenable  pour  la  série  du  second 
membre.] 

9.  Calculer  les  intégrales 

/  x"'€^^cosbx  dxj      I  x^e^^s'mbx  dx, 

j  cot(a7  —  a)  cot(a7  —  b)  , , ,  cot(ar —  l)  dx. 

10.  Étant  donnée  dans  le  plan  xoy  une  courbe  fermée  C,  présentant 
un  nombre  quelconque  de  points  doubles,  et  décrite  dans  un  sens  con- 
venu, on  alTecte  chaque  région  du  plan  déterminée  par  cette  courbe  d'un 
coefficient  numérique  d'après  la  règle  du  n**  96  (I).  Soient  R,  R'  deux  ré- 
gions limitrophes  séparées  par  un  arc  ab  du  contour  parcouru  de  a 
vers  6,  le  coefficient  de  Taire  à  gauche  est  supérieur  d'une  unité  au  coef- 
ficient de  l'aire  à  droite  et  la  région  extérieure  au  contour  C  a  le  coeffi- 
cient o. 

Soit  Zq  un  point  pris  dans  l'une  de  ces  régions  et  N  le  coefficient  cor- 
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respondant.  Démontrer  que  2 Ni:  représente  la  variation  de  l'argument 
de  z  —  ^o>  lorsque  le  point  z  décrit  la  courbe  G  dans  le  sens  convenu. 

11.  En  étudiant  le  développement  de  Log  ( ~  j  sur  le  cercle  de  con- 
vergence, démontrer  que  la  somme  de  la  série 

sinG     'sin30        sin50  sin(2/i -h  i)0 

~~~^~    "T"  _  "T"  ,  -T~  ...  ~T~ •+"  •   •   •  > 

I  3  0  !i n-+- 1 

est  égale  à  db  y>  suivant  que  Ton  a  sinO^o  {Cf.  I,  n*  198). 

12.  Étudier  les  courbes  décrites  par  le  point  Z  =  ^',  lorsque  le  point  z 
décrit  une  ligne  droite  ou  une  circonférence. 

13.  La  relation  2Z  =  ^-4 permet  d'effectuer  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  comprise  entre  deux  ellipses  homofocales  sur  une  cou- 
ronne circulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques. 

[On  prendra  par  exemple  5  =  Z -+-  v/Z* —  c*,  en  convenant  de  tracer 
dans  le  plan  des  Z  une  coupure  rectiligne  ( —  c,  -4-c)  et  de  choisir  pour 

le  radical  une  valeur  positive  lorsque  Z  est  réel  et  plus  grand  que  cj. 

14.  Toute  transformation  circulaire  ^'=  *-;  peut  s'obtenir  par  la 

cz  ->rd  ^  ^ 

combinaison  d'un  nombre /)atr  d'inversions.  Réciproque. 

15.  Toute  transformation  défînie  par  la  relation  5'=  — ;»  où  ^0 

*  czQ-\-d 

désigne  la  quantité  conjuguée  de  -s,  résulte  d'un  nombre  impair  d'inver- 
sions. Réciproque. 

16.  Transformations  fuchsiennes.  —  Toute  transformation  circu- 
laire z' ■=■  7>  OÙ  a,  bi  c,  d  sont  des  nombres  réels  satisfaisant  à  la 

cz  -^  d 

relation  ad — 6c  =  1»   fait  correspondre  à  tout  point  z   situé  au-dessus 
de  ox  un  point  z'  situé  du  même  côté. 
Les  deux  intésrrales  définies 


•o' 


^dx^  -h  dy"^         f  fdx  dy 


r  sjdx^  -t-  dy-^       r  r 


y^' 


sont  des  invariants,  relativement  à  toutes  ces  transformations. 

La  transformation  précédente  admet  deux  points  doubles  qui  corres- 
pondent aux  racines  a,  p  de  l'équalion  c5*-h  {d —  a)z  —  6  =  o.  Si  a  et  ^ 

sont  réels  et  distincts,  on  peut  écrire  l'équation  ^'= 7  sous  la  forme 

cz  "4—  a 
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/ 


équivalente 


7^  -^'J^' 


k  étant  réel,  et  la  transformation  est  dite  hyperbolique.  Si  a  et  ^  sont 
imaginaires  conjuguées,  on  peut  écrire  l'équalion 


Z'-OL 


(J 


=  e' 


(0  étant  réel  (transformation  elliptique).  Si  p  =  a.  on  peut  écrire 

1  I    • 


V— a 


A-, 


a  et  X:  étant  réels.  La  transformation  est  appelée /?ara6o/i^we. 

17.  Soit  z'  =  /{z)  une  transforniation  fuchsienne.  Posons 

Démontrer  que  tous  les  points  z^  Zj,  5j,  ...  z„  sont  sur  une  circonfé- 
rence. Le  point  z^  tend-il  vers  une  position  limite  lorsque  n  augmente 
indéfiniment? 

18.  Étant  donné  un  cercle  G  décentre  O  et  de  rayon  R,  deux  points  M, 
M'  situés  sur  une  demi-droite  issue  du  centre  O  sont  dits  symétriques 
par  rapport  à  ce  cercle  si  Ton  a  OM  x  0M'=  R'. 

Cela  posé,  soient  G,  G'  deux  cercles  dans  un  même  plan,  et  IN!  un  point 
quelconque  de  ce  plan.  On  prend  le  symétrique  Mi  de  M  par  rapport  à  G, 
puis  le  symétrique  M',  de  Mi  par  rapport  à  G',  puis  le  symétrique  Mt  de  MJ 
par  rapport  à  G,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Étudier  la  distribution  dans 
le  plan  des  points  Mi,  M\^  Mj,  M 2,  .... 

19.  Quelle  est  la  fonction  analytique  Z  =f{z)  permettant  de  passer  de 
la  projection  de  Mercator  à  la  projection  stéréographique? 

20*.  Toutes  les  familles  isothermes  composées  de  cercles  sont  formées 
«le  cercles  passant  par  deux  points  fixes,  distincts  ou  confondus,  réels  ou 
imaginaires. 

I  L'équation  d'une  famille  de  cercles,  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable X,  peut  s'écrire,  en  posant  z  =  x  -+-  if  ^  Zo  =  x  —  iy^ 

zzq  -i-az-i-bzo-\-c  =  o, 
a,  6,  c  étant  des  fonctions  du  paramètre  X.  Pour  que  cette  famille  soit 
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isotherme,  il  faudra  que  Ton  ait  - — ; —  =  o.  En  faisant  le  calcuL  on  dé- 

^  àz  àzo 


montre  le  théorème  énoncé. 


] 


21.  Pour  qu*un  produit  infini  soit  convergent  sans  être  nul,  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  £  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre 
entier  n  tel  que  Ton  ait 

1(1  H-  U„+i  )(l  -4-  Un+t)  .  .  .  (IH-  W/n-p)  —  I  |<  e, 

quel  que  soit  le  nombre  entier />. 

22*.  Si  l^rK  I,  on  a  l'identité 

(i-hq)(i-\'  q^)  ...(i-h  0^^).,.=: — ^TTT-^ > 

^         ^^^         ^   ^        ^         ^    ^  (i  —  q){ï  —  fj'^),,.{i'-q*»"^^),,. 

[EULER.] 

[Pour  le  démontrer,  on  transforme  le  produit  infîni  du  premier  membre 
en  un  produit  infini  à  deux  indices,  en  mettant  sur  une  première  ligne  les 

facteurs  1-4-9,  '  "♦"  ^*'  '  ■+  9^i  •  •  •  »  *  "+"  Ç^'^y  •  •  •  »  *"'*  ^^^  seconde  ligne  les 
facteurs  14-9',  i  -^  9*,  . . . ,  1  -+-  (9')'",  . . . ,  et  l'on  applique  la  formule  (68) 
4lu  texte.] 

23.  Développer  suivant  les  puissances  de  z  les  produits  infinis 

F(z)  r=  (l  -+-  XZ){l-\-X^z).  ,,{l  -h  X^Z)  .,.y 

<ï>(z)  =  (i-4-a:z)(n- J7'5).  ..(i  H-ar*«-»-i5) 

[On  peut,  par  exemple,  se  servir  des  relations  V{xz)(i  -h  xz)  =  F(5), 
^(x^z){i-hxz)  =4>(5).] 

2i*.  En  supposant  [j^I  <  1,  démontrer  la  formule  d'Euler 

(I  —  x)(i  —  ^*)(i  —  a?'). . .  (i  —  X").  ,. 

8n' — n             3/i'-+-/i 
=  1  —  X  —  X^-i- X^—  X'^-^- X^^  —  ,  .  .-i- X      *       X      *        -+- 

[  Voir  J.  Bertrand,  Calcul  différentiel^  page  SaS.] 
25*.  La  série  à  termes  positifs  Wo-h  «tj-f-. .  .h-  u,i-\-.,,  est  convergente 


I/o        '^1  u 

lemps    que    la    seiie 

où  5rt  =  Wo~t-  Wi  -h-. . .-+-  Ittt 
[On  peut  écrire 


ou    divergente  en   même   lemps   que   la   série 1 H... H h... 

5o  Si  Sfi 

[Abkl.] 


n 


LL\  Si)         Sa 


et  appliquer  le  théorème  du  n°  285]. 


CHAPITRE  XIV. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES,  D  APRES  CAUCHY. 


I.  —  INTÉGRALES  DÉFINIES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES. 

287.  Définitions  et  généralités.  —  Les  résultais  exposés  dans  le 
Chapitre  précédenl  sont  indépendants  des  travaux  de  Cauchy,  et 
pour  la  plupart  antérieurs  à  ces  travaux.  Nous  allons  maintenant 
reprendre  Tétude  des  fonctions  analytiques  à  un  point  de  vue  sys- 
tématique, et  poursuivre  les  conséquences  logiques  de  la  définition 
même  de  ces  fonctions.  Nous  rappellerons  qu'une  fonction  f{z) 
est  holomorphe  dans  une  aire  A  :  i®  si  à  tout  point  pris  dans 
l'aire  A  correspond  une  valeur  déterminée  dey(z);  2'*  si  cette 
valeur  varie  d'une  manière  continue  avec  .5;  3®  si,  pour  tout  point  >c 
pris  dans  A,  le  rapport 

f(z-rh)-f{z) 

h 

tend  vers  une  limite  f'{z)  lorsque  le  module  de  h  tend  vers  zéro. 

La  considération  des  intégrales  définies,  quand  la  variable  passe 
par  une  suite  de  valeurs  imaginaires,  est  due  à  Cauchy  (*);  c'est 
l'origine  de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

Soity(5)  une  fonction  continue  de  5  le  long  d'un  arc  de  courbe 
AMB  (yî^.  64);  marquons  sur  cet  arc  de  courbe  un  certain  nombre 
de  points  de  division  ^o»  ^1  ?  ^2,  . . . ,  -Sw-i,  se  succédant  dans  l'ordre 
des  indices  croissants  quand  on  parcourt  l'arc  de  A  vers  B,  les 
points  ^0  et  z'  coïncidant  avec  les  extrémités  A  et  B. 

Considérons  la  somme 

S  =/(^o)(Sl—>2o)-+-/(Z,)(5j—>Sj  )-+-... 


(')  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires, i8a5. 
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lorsque  le  nombre  des  points  de  divison  3|,  ...,  z,t_t  augmente 
indéfiniment  de  façon  que  les  modules  de  loutes  les  difTérences 
5| — >3o,  Z2  —  Ziy   ••.,  deviennent  plus  petits  que   tout  nombre 


l'ig.  0], 


B 

y 

y^rv^ 

my^*^ 

^^>^y^^h^ 

0 

JDr 

positif  choisi  arbitrairement,  la  somme  S  tend  vers  une  limite, 
qu'on  appelle  l'intégrale  définie  dey(5)le  lon;^  de  AMB,  et  qu'on 
représente  par  le  svmbolc 

-(AMU) 

Séparons  en  effet  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  S; 
soient 

X  et  Y  étant  des  fonctions  continues  le  long  de  AMB.  Nou§  pou- 
vons écrire  la  somme  S,  en  réunissant  les  termes  analogues, 

S  =  Xo(ari  —  JTo)  -+-...+  ^k-\{^k — ^A— 1)  -i-. .  .-h  ^n-l{^' — ^/i-l) 

-+-«[Xo(7i—J'o) -+-...] 
4-«[Yo(a;i  — a^o)  -h.  ..J. 

Lorsque  le  nombre  des  divisions  augmente  indéfiniment,  la 
somme  des  termes  d'une  même  ligne  a  pour  limite  une  intégrale 
curviligne  prise  le  long  de  AMB,  et  la  limite  de  S  est  égale  à  la 
somme  de  quatre  intégrales  curvilignes  (*) 

r     /{z)dz=   f      {\dx^\dy)-^i  C      (Ydx-hXdy). 

*/(A\ini  «/(AMR.  */(AMni 


(*)  Pour  éviter  des  complications  iauliles  dans  les  démonstrations,  nous  suppo- 
serons que  les  coordonnées  x,  y,  d'un  point  de  Tare  AMB  sont  des  fonctions 
continues^  =  9(^),^  =^  t{^(<)  d*un  paramètre  ^,  qui  ne  présentent  qu'un  nombre 
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Il  résulte  îmmédialement  de  la  dénnilion  que  l'on  a 


L 


AH)        *^(nAi 

Nous  aurons  souvent  besoin  par  la  suite  de  connaître  une  limite 
supérieure  du  module  d'une  intégrale  définie.  Soit  M  un  nombre 
plus  grand  que  le  module  de  /{z)  le  long  de  Tare  AMB;  soit  P  le 
périmètre  de  la  ligne  polygonale  inscrite  dont  les  sommels  sont  les 
points  ^09  ^17  ^2?  •  •  •  ?  ^/i-«>  z''  Il  est  clair  que  Ton  a  |S[  <  M.P  et, 
par  suite,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  nombre  des  points  de 
division,  on  aura  à  la  limite 


:m.l, 

L  désignant  la  longueur  de  l'arc  AMB. 


IX 


lAMKi 


288.  Changements  de  variables.  —  Considérons  le  cas,  très 
fréquent  dans  les  applications,  où  les  coordonnées  x^  y  d'un  point 
de  l'arc  AB  sont  des  fonctions  continues  d'un  paramètre  variable  /, 
j?  =  ç(/),  ^=^j/(/),  admettant  des  dérivées  elles-mêmes  conti- 
nues cp'(^),  ^'(^),  de  telle  façon  que,  avariant  de  a  à  p,  le  point  (:c,j^) 
décrive  le  chemin  d'intégration  de  A  vers  B.  Soit  P(/)  et  Q(^)  les 
fonctions  de  t  obtenues  en  remplaçant  dans  X  et  Y  les  variables  x 
et  jK  par  îp(^)  et  ^(^)  respectivement.  D'après  la  formule  établie 
pour  les  intégrales  curvilignes  (I,  n**  93),  nous  avons 

Ç    \dx-\dy=  f\v{t)r,'{t)-q(t)^'(i)]dt, 

•-  (AB)  ^  OL 

f  Xdjr-i-Ydx^r.  f  [P((yy{t)-^q(ty^'ii)]dt, 

fini  de  maximums  ou  de  minimums  entre  A  et  B.  On  peut  alors  décomposer  le 
chemin  d'intégration  en  un  nombre  lini  d*arcs,  dont  chacun  est  représenté  par 
une  équation  telle  que  j^=F(a?),  la  fonction  F  étant  continue  entre  les  limites 
correspondantes,  ou  encore  en  un  nombre  fini  d'arcs  dont  chacun  est  représenté 
par  une  équation  telle  que  x  =  G  (y).  Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  faire  cette 
hypothèse,  car,  dans  toutes  les  applications,  le  choix  du  chemin  d'intégration 
présente  toujours  un  certain  degré  d'arbitraire.  D'ailleurs,  nous  avons  fait 
implicitement  la  même  hypothèse  dans  la  théorie  des  intégrales  curvilignes 
(  I,  n*"  93-96,  126).  D'après  un  théorème  général  de  M.  Jordan,  l'arc  de  courbe  AMB 
sera  toujours  rectifiable,  c'est-à-dire  que  le  périmètre  de  la  ligne  polygonale  dont 
les  sommets  sont  les  points  de  division  z,,  Cp  . . .,  2„_,,  z'  tendria  vers  une  limite  L, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  supposer  que  les  fonctions  9  (  ^  ),  t^  (  ^  )  ont  des  dérivées. 
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Ajoutons  ces  deux  relations,  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  de  la  seconde  par  i;  il  vient 

(I)  f  /{^)dz=  f  [P(0-+-t'Q(OJ[?'(0  +  tY(0]^^ 

C'est  précisément  le  résultat  que  Ton  obtient  en  appliquant  à  l'in- 
tégrale j  f{z)dz  la  forumle  établie  pour  les  intégrales  définies  dans 

le  cas  de  fonctions  et  de  variables  réelles;  pour  avoir  la  nouvelle 
intégrale,  il  suffit  de  remplacer,  dans  J^(s)  rfs,  5  par  'f(^)H-'^(0» 

et  dz  par  ['f'(')  ^" '^'(')]  ^^-  ^^  calcul  de    lf{z)dz  se  trouve 

ainsi  ramené  au  calcul  de  deux  intégrales  définies  ordinaires.  Si  le 
chemin  AMB  se  compose  de  plusieurs  segments  de  courbes  dis- 
tincles,  on  appliquera  la  formule  à  chacun  de  ces  segments  sépa- 
rément. 

Considérons  par  exemple  l'intégrale  définie     /      —  •   Ou  ne 

peut  intégrer  le  long  de  Taxe  réel,  puisque  la  fonction  à  inté- 
grer devient  infinie  pour  5  =  0,  mais  on  peut  suivre  un  chemin 
(juelconque  ne  passant  pas  par  l'origine.  Faisons  décrire  à  z  une 
demi-circonférence  de  ra^on  un  décrite  de  Torigine  pour  centre; 
il  suffit  pour  cela  de  poser  z  =  e^'  et  de  faire  varier  /  de  tt  à  o.  11 
vient 

C^^  dz       r^  r^  r^ 

j        --^=1     ier^idl  =  i  I     costdt-h  j     s\ïitdt=^ — 2; 
*/-i      ^         ^^'tz  *^i:  *Ar 

c'est  précisément  le  résultat  que  Ton  obtiendrait  en  appliquant 
la  formule  fondamentale  du  calcul  intégral  à  la  fonction  primi- 

Uve • 

z 

PJus  généralement,  soit  z  =  <^(u)  une  fonction  continue  d'une  nouvelle 
variable  complexe  w  =  J-+-r)i  telle  que,  lorsque  u  décrit  dans  son  plan 
un  chemin  CND,  la  variable  z  décrive  l'arc  AMB.  Au\  points  de  division 
de  l'arc  AMB  correspondent  sur  l'arc  CND  des  points  de  division  Uo,  W|, 
«2,  ...,  «Ar-i,  Uki  •••?  ^''  Si  la  fonction  <p(u)  admet  une  dérivée  ^'{u)  le 
long  de  l'arc  CND,  nous  pouvons  écrire 

=  O  (  «;-,  )  4-  £A , 

ea-  tendant  vers  zéro  lorsque  u/c  se  rapproche  de  w^_i  en  restant  sur  la 
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courbe   GND.    La  somme   S   considérée    plus  haut   devient,   en    rempla- 
çant z/k  —  ^^_i  par  l'expression  tirée  de  l'égalité  précédente, 


n 


Ar  =  l  k  =  l 

La  première  partie  du  second  membre  a  pour  limite  l'intégrale  défînte 

(C>'D) 

Quant  au  terme  complémentaire,  son  module  est  plus  pelit  que  yjML', 
7^  étant  un  nombre  positif  supérieur  à  tous  les  modules  \tk\  et  L'  étant  la 
longueur  de  l'arc  GND.  Si  l'on  peut  prendre  les  points  de  division  assez 
rapprochés  pour  que  tous  les  modules  |sjt|  soient  inférieurs  à  un  nombre 
positif  arbitraire,  ce  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  et  l'on  a  la  for- 
mule générale  du  changement  de  variable 

(•2)  f      f{z)dz=   f      f[rf{u)]o'(u)du. 

Cette  formule  est  applicable  toutes  les  fois  que  <p(w)  est  une  fonction 
holomorphe;  on  démontrera  en  eiïet  un  peu  plus  loin  que  la  dérivée  d'une 
fonction  holomorphe  est  aussi  une  fonction  holomorphe  (*)(vo/r  n°293). 


(^)  Celte  propriété  étant  admise,  on  démontre  sans  peine  la  proposition  sui- 
vante : 

Soii  /(z)  une  fonction  holomorphe  dans  une  région  finie  A  du  plan.  A  tout 
nombre  positif  e,  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  Tj  tel 
que  l'on  ait 

f(z-hh)-f(z) 


h 


-f'iz) 


<s, 


lorsque  zet  z  -\-  h  sont  deux  points  de  A  dont  la  distance  J  h  \  est  inférieure  à  t,. 
Soit  en  effet  /(.s)  =  P(a?,  y)  -h  iQ(:r,  y),  h  =  Ix  -h  i  ^y.  D'après  le  calcul 
fait  plus  haut  pour  trouver  les  conditions  d'existence  d'une  dérivée  unique  (n**  261), 
on  peut  écrire 

f{z-^h)-f{z)  __  .,.._  [^'j:(r  -^  e  A^,  y)  ~  P.^f^,  y)]  Ix 
h  -^  ^     '  Ix-^i  A  y 

\V'y{a;^  A.r,  y  -\-  h' Iv)  —  Py{x.  y)]  \y 

àx  4-  i  ày 


Les  dérivées  P'xi  P^-»  Qi»  Q'y  étant  continues  dans  l'aire  A,  on  peut  trouver  un 
nombre  'r\  tel  que  les  modules  des  coefficients  de  àx  et  de  Ay  soient  inférieui-s 

à    7'  lorsque  ^Ix^ -h  Ay^  est  <  t,.  L'inégalité  écrite  plus  haut  sera  donc  assurée 
4 
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289.  Formules  de  Weierstrass  et  de  M.  Darboux.  —  La  démon- 
stration de  la  formule  de  la  moyenne  (I,  n**  74)  repose  sur  des  iné- 
galités, qui  n'ont  plus  de  sens  précis  quand  il  s'agit  de  quantités 
complexes.  Cependant  M.  Weierstrass  et  M.  Darboux  ont  obtenu 
dans  cette  voie  des  résultats  intéressants,  en  considérant  des  inté- 
grales prises  le  long  d'un  segment  de  Taxe  réel.  Nous  avons  vxi 
plus  haut  que  Ton  pouvait  ramener  le  cas  d'un  chemin  quelconque 
à  ce  cas  particulier,  moyennant  certaines  hypothèses  d'un  caractère 
très  général  sur  le  chemin  d'intégration. 

Soit  I  une  intégrale  définie  de  la  forme  suivante  : 

r=  ^V(0[?(0  +  ^MOl^^ 

/{l),  'f  (Oî  *^{0  ^^^^^  trois  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  /, 
continues  dans  l'intervalle  (a,  j3);  d'après  la  définition  même  de 
l'intégrale,  on  a  évidemment 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a  <^  [3,  et  admettons  de  plus 
que  /{t)  est  positif  entre  a  et  p.  L'intervalle  (a,  P)  étant  subdi- 
visé en  intervalles  plus  petits  (a,  ^,),  (/<,  ^2)»  . . . ,  le  module  de 
l'élément 

de  I  est  égal  'd  f{lfç-i)\'i(h-i) -h  i'^^{U-t)\{h—  fk-i);  on  a  donc 

ou,  en  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  cette  nouvelle 
intégrale,  et  désignant  par  Ç  une  valeur  réelle  de  f,  comprise 
entre  a  et  P, 

m  7  ats 


si  l'on  a  |/il  <t,.  Cela  élant,  si  la  fonction  '^{u)  est  holomorplie,  tous  les  mo- 
dules |8jl  seront  plus  petits  qu'un  nombre  positif  donné  s,  pourvu  que  la  dis- 
lance de  deux  points  de  division  consécutifs  de  l'arc  CND  soit  inférieure  au 
nombre  correspondant  r„  et  la  formule  (3)  sera  établie. 
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Ce  résultat  peut  encore  s'écrire,  en  posant  F{t)  =  9(/)  -f-  t'}(0^ 
(3)  I  =  XF(0  /    f{t)dt, 

"k  étant  un  nombre  complexe  de  module  inférieur  ou  égal  à  un; 
c'est  la  formule  de  M.  Darboux. 

On  doit  à  M.  Weierslrass  une  expression  plus  précise,  que 
l'on  peut  rattacher  à  des  considérations  élémentaires  de  statique. 
Lorsque  t  varie  de  a  à  p,  le  point  de  coordonnées  x  =  ^(t), 
V  =  •{;(/)  décrit  un  certain  arc  de  courbe  L.  Soient  (xo,  ^o) 
(Xiy  yi)j  ...,  (^A_i,  y/i-i)*  •••»  les  points  de  L  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  a,  /|,  .  .  . ,  /a_i,  .  .  .,  de  /.  Posons 

y    ^'^^(  n-i  )/(  tk-l  )(h-  </-!  )  . 

S/(a_i)(a-/fc-i)         ' 

d'après  le  théorème  des  moments,  X  et  Y  sont  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  d'un  système  de  masses  placées  aux. 
points  (^o,yo)î  (^i,:kOî  •  •  •  î  (^a_i,  J;fr-i),  .  .  . ,  de  la  ligne  L,  la 
masse  placée  au  point  (;rA_i,  ^^-i  )  étant  égale  à/(^A-0('>t  —  'a-O- 
11  est  clair  que  ce  centre  de  gravité  est  à  l'intérieur  de  tout  con- 
tour fermé  convexe  C,  enveloppant  la  ligne  L.  Lorsque  le  nombre 
des  intervalles  augmente  indélinimenl,  le  point  (X,  Y)  a  j)Our 
limite  un  point  (w,  p)  de  coordonnées 

f   /(t)o(t)dt  f   f{t)^{t)dt 

"= P '      "  =  — 7p — ' 


nt)dt  /  /(o 


dt 


qui  est  lui-même  à  l'intérieur  de  C.  On  peut  réunir  ces  deux  for- 
mules en  une  seule,  en  écrivant 

3  'i 

(4)  l^-{u-^iv)  f  f{t)dt=.Z  f'  f{t)dt, 

Z  étant  l'affixe  d'un   point  situé  à  l'intérieur  de  tout  contour 
fermé  convexe  enveloppant  la  ligne  L. 

Il  est  clair  que,  dans  le  cas  général,  le  facteur  Z  de  M.  Weier- 
G.,  II.  (3 
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Strass  peut  varier  dans  un  domaine  beaucoup  plus  restreint  que 
le  facteur  XF(ç)  de  M.  Darboux. 

290.  Intégrales  le  long  d'un  contour  fermé.  —  Dans  les  para- 
graphes précédents,  il  suffit  de  supposer  quey(^)  est  une  fonction 
continue  de  la  variable  complexe  z  le  long  du  chemin  d'inté- 
gration. Nous  allons  maintenant  supposer  de  plus  que  /(z)  est 
une  fonction  analytique,  et  nous  avons  d'abord  à  étudier  l'in- 
fluence du  chemin  suivi  par  la  variable,  pour  aller  de  A  en  B,  sur 
la  valeur  de  l'intégrale  définie. 

Si  une  fonction  /{z)  est  holomorphe  à  l^ intérieur  d^ une 

courbe  fermée,  et  sur  la  courbe  eUe-même,  l'intégrale  f  f{z)  dz, 
prise  le  long  de  cette  courbe,  est  égale  à  zéro. 

Pour  démontrer  ce  théorème  fondamental,  dû  à  Cauchy,  nous 
établirons  d^abord  quelques  lemmes  : 

i"  Les    inlégrales   /  rfs,    1  zdZj    prises   le  long   d'une   courbe 

fermée  quelconque,  sont  nulles.  En  effet,  d'après  la  définition 

même,  l'intégrale  /  dz,  prise  suivant  un  chemin  quelconque  entre 

deux  points  Zq,  5i,  est  égale  as,  —  -^o^  et  cette  intégrale  est  nulle, 
si  le  chemin  est  fermé,  puisqu'on  a  alors  Zi  =  Zq,  Quant  à  l'inté- 
grale I  zdzj  elle  est  égale  à  la  somme  de  deux  intégrales  curvi- 
lignes 

I  z  dz  =^  I  (x  -h  iy){dx  -h  i dy  )  --  j  x  dx  —  y  dy  ^  i  1  y  dx  -^  x dy  ; 

mais  les  deux  intégrales  curvilignes,  prises  le  long  d'une  courbe 
fermée,  sont  toujours  nulles,  car  on  a  sous  le  signe  /  des  exprès- 

sions  P  dx  4-  Q  dy^  qui  satisfont  à  la  condition  —  =  -^  (I,  n°  152). 

7.^  Si  l'on  décompose  l'aire  limitée  par  un  contour  quelconque  C 
en  parties  plus  petites  par  des  courbes  transversales  menées  d'une 

façon  arbitraire,  la  somme  des  intégrales  1  f(z)dz  prises  dans  le 

même  sens  le  long  du  contour   de  chacune  de  ces  parties  est  égale 
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à  Tîntëgrale  1  /(z)dz  prise  le  long  du  conlour  lotal  C.  Il  est  clair 

en  effet  que  chaque  portion  des  courbes  auxiliaires  tracées  sépare 
deux  régions  contiguës  et  doit  être  parcourue  deux  fois  dans  des 
sens  opposés.  En  ajoutant  toutes  les  intégrales,  il  restera  donc 
seulement  les  intégrales  prises  le  long  des  arcs  du  contour,  dont 

la  somme  est  l'intégrale  /  /(z)c(z. 

Cela  posé,  imaginons  que  Ton  décompose  Taire  A,  d'une  part 
en  parties  régulières  qui  seront  des  carrés  ayant  leurs  côtés  paral- 
lèles aux  axes  Ox,  Oy^  d'autre  part  en  parties  irrégulières  qui 
seront  des  portions  de  carrés  dont  une  partie  serait  en  dehors  du 

Fig.  65. 


contour  C.  Ces  carrés  n'ont  d'ailleurs  pas  nécessairement  le  même 
côté.  Par  exemple^  on  peut  imaginer  que  l'on  ait  d*abord  tracé 
deux  réseaux  de  parallèles  à  O x  et  à  Oy^  la  distance  de  deux  paral- 
lèles voisines  élant  conslante  et  égale  à  /,  puis  qu'on  décompose 
%  quelques-uns  des  carrés  ainsi  obtenus  en  carrés  plus  petits  par  de 
nouvelles  parallèles  aux  axes.  Quel  que  soit  le  mode  de  subdi- 
vision adopté,  supposons  qu'il  y  ait  N  parties  régulières  et  N' 
parties  irrégulières;  numérotons  les  parties  régulières  dans  un 
ordre  quelconque  de  i  à  N,  et  les  parties  irrégulièies  de  i  à  N'^. 
Soient  //  le  côté  du  i'^"*'  carré,  et  /^  le  côté  du  carré  auquel  appar- 
tient la  A»**"®  partie  irrégulière,  L  la  longueur  du  contour  C  et  X 
l'aire  d'un  polygone  qui  renferme  la  courbe  C  à  l'intérieur. 

Soit  abcd  le  t**^"**  carré  (yî^.  65);  zi  étant  un  point  pris  à  l'in- 
térieur ou  sur  les  côtés  de  ce  carré,  et  z  un  point  quelconque  sur 
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le  contour,  on  a 


(5) 


—  - —  =/  (-/•)  -^  ^/» 


£/|  étant  très  petit,  pourvu  que  le  côté  du  carré  soit  lui-même 
très  petit.  On  en  déduit 

/{Z)  r=  z/'{Zi)  -h/{Zi)  —  Zif\Zi)  -H  ti{z  -  Zi), 
f  f{z)dz=f{Zi)    f    zdz-^[J{Zi)-Zif{Zi)\    f    dz-r-    f    Zi{z-Zi)dz, 

les  intégrales  étant  prises  le  long  du  contour  c/  du  carré;  d'après 
le  premier  lemme  énoncé  plus  haut,  il  reste 


(6) 


I  f{z)dz=   I    ti(z  —  Zi)dz. 


Soit  de  même  pqrst  la  A***™*  partie  irrégulière  ;  z\  étant  un  point 
pris  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  cette  région,  et  :;  un  point 
quelconque  du  contour,  on  peut  encore  poser 

f{z)-f(z\) 


(7) 


^  —  ^k 


=  /'(-5'^)-4, 


t\  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  /)^,  et  Ton  en  déduit 


(8) 


/    /(z)dz=:^   I     z\.(z  —  z\.)dz 


Cela  posé,  soit  'f\  un  nombre  positif  supérieur  aux  modules  de 

tous  les  facteurs  e/  et  e)^.  Le  module  de  ^  —  5/ est  inférieur  à  //\/2, 
et  de  la  formule  (6)  on  déduit  que  Ton  a 

U/{z)dz  <  4/pr^ /-i  =  4^^ /2.W/, 
.        A'i) 

ii)i  désignant  Taire  de  la  /^*""*^  partie  régulière.  De  la  relation  (8)  on 
tire  de  même 

Jf    /{z)dz  <  r^/^t  /'^(4^k-^  arcrs)  —  4^1  ^"^^'k-^  ''^J'k  /^  arcrs, 
\c:  I 


ir-l 


iài\  étant  l'aire  du  carré  qui  renferme  la  Z:^^  '  ^  partie  irrégulière.  En 
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ajoutant  toutes  ces  inégalités,  on  voit  que  Ton  aura  a  fortiori, 


(9) 


•-  (C) 


X  étant  une  limite  supérieure  des  côtés  4.  Lorsque  le  nombre  des 
carrés  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  tous  les  côtés  //  et  4 
tendent  vers  zéro,  la  somme  2w/-!-  ScoJ^  finit  par  être  inférieure  à  X. 
Dans  le  second  membre  de  l'inégalité  (9)  nous  avons  donc  le  pro- 
duit d'un  facteur  qui  reste  fini  par  un  facteur  r^  qui  peut  être  sup- 
posé plus  petit  que  tout  nombre  positif  donné.  Ceci  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  le  premier  membre  est  nul;  on  a  donc 


f  f{z)dz 


o. 


Pour  que  la  conclusion  précédente  soit  légitime,  il  faut  être  assuré  que 
Ton  peut  prendre  les  dimensions  des  carrés  assez  petites  pour  qu'en  choi- 
sissant convenablement  les  points  z/ et  z'i^,  les  modules  de  toutes  les  quan- 
tités £/,  t'/e  soient  moindres  qu'un  nombre  positif  donné  à  l'avance  ti  (*)• 
Nous  dirons  pour  abréger  qu'une  région  limitée  par  une  courbe  fermée  y» 
située  dans  la  région  du  plan  limitée  par  le  contour  G,  satisfait  à  la  con- 
dition (a)  relativement  au  nombre  t]  s'il  est  possible  de  trouver  à  l'inté- 
rieur de  la  courbe  y  ou  sur  cette  courbe  elle-même  un  point  z'  tel  que  l'on 
ait  constamment 

(a)  \f(z  )  ~f(z'  )-(z-  z')/'(z'  ,\  :.\s  -  z'\r, 

lorsque  z  décrit  la  courbe  y  Tout  revient  à  démontrer  que  /'on  peut 
choisir  les  dimensions  des  carrés  assez  petites  pour  que  toutes  les 
parties  considérées,  régulières  et  irrégulières,  satisfassent  à  la  con^ 
dition  (a)  relativement  au  nombre  r,. 

Nous  établirons  ce  nouveau  lemme  par  le  procédé  bien  connu  des  subdi- 
visions successives.  Imaginons  d'abord  que  l'on  ait  mené  deux  réseaux  de 
parallèles  aux  axes  Oa:,  O^,  la  distance  de  deux  parallèles  voisines  étant 
constante  et  égale  à  /.  Parmi  les  parties  obtenues,  les  unes  peuvent  satis- 
faire à  la  condition  (a),  tandis  que  les  autres  n'y  satisfont  pas.  Sans  rien 
changer  aux  parties  qui  satisfont  à  la  condition  (a),  nous  partagerons  les 
autres  en  parties  plus  petites  en  joignant  les  milieux  des  côtés  opposés 
dans  les  carrés  qui  forment  ces  parties  ou  qui  les  renferment.  Si,  après 
cette  nouvelle  opération,  il  reste  des  parties  ne  satisfaisant  pas  à  la  con- 
dition (a),  nous  recommencerons  la  même  opération  sur  ces  parties,  et 
ainsi  de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux 

(*)   Transactions  0/ the  American  Mathematical  Society,  Vol.  I,  1900,  p.  14. 
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cas;  ou  bien,  on  arrivera  à  n'avoir  que  des  régions  qui  satisfont  à  la  con- 
dition (a),  et  alors  le  lemme  sera  démontré,  ou  bien,  aussi  loin  que  l'on 
aille  dans  la  suite  des  opérations,  on  trouvera  toujours  des  paw^'ties  qui  ne 
satisfont  pas  à  cette  condition. 

S'il  en  est  ainsi,  il  faudra  qu'en  subdivisant  indéfiniment  par  le  procédé 
indiqué  l'une  des  parties  régulières  ou  irrégulières  obtenues  après  la  pre- 
mière division,  on  n'arrive  jamais  à  des  régions  satisfaisant  toutes  à  la 
condition  (a);  soit  Ai  cette  partie.  Après  la  seconde  subdivision,  cette 
partie  Ai  en  renferme  une  autre  A2,  qui  ne  peut  pas  non  plus  être  subdi- 
visée en  régions  satisfaisant  toutes  à  la  condition  (a).  Le  raisonnement 
pouvant  se  continuer  indéfiniment,  nous  aurions  une  suite  de  régions 

^i>       ^ty       -^3»        •...       A/i,        ..., 

• 

qui  sont  des  carrés  ou  des  portions  de  carrés,  dont  chacune  est  comprise 
dans  la  précédente,  et  dont  les  dimensions  tendent  vers  zéro,  lorsque  n 
augmente  indéfîniment.  11  y  a  donc  un  point  limite  Zq  situé  à  Tintérieur 
du  contour  G  ou  sur  ce  contour  lui-même.  Puisque,  par  hypothèse,  la 
fonction  /{z)  admet  une  dérivée /'(-Ju)  pour  z  —  Zq,  on  peut  trouver  un 
nombre  p  tel  que  l'on  ait 

|/(-)-  -f(So)  —  iz  —  Zo)f{zo)\=  rt\z  —  Zo 


pourvu  que  \z  — Zo\  soit  <  p.  Soit  c  le  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point Zq 
comme  centre.  A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  l'aire  A„  sera  inté- 
rieure au  cercle  c  et  l'on  aura  pour  tous  les  points  du  contour  de  l'aire  A« 

\/(z)-/{Zo}  —  (z  —  Zo)/'(Zoy\^]z-Zo\T,. 

D'ailleurs  il  est  clair  que  le  point  Zq  est  à  l'intérieur  de  A^  ou  sur  le  con- 
tour; cette  aire  devrait  donc  satisfaire  à  la  condition  (a)  relativement  à  tj. 
Nous  sommes  par  conséquent  conduits  à  une  contradiction  en  admettant 
que  le  lemme  n'est  pas  exact. 

Le  théorème  s*élend  aussi  aux  contours  formés  de  plusieurs 
courbes  fermées  distinctes,  moyennant  une  convention  conve- 
nable sur  les  sens  de  parcours.  Considérons,  par  exemple,  une 
fonction  y(:;)  holomorphe  à  l'intérieur  de  Taire  A  limitée  par  la 
courbe  fermée  G  et  les  deux  courbes  intérieures  C,  C,  et  sur  ces 
courbes  elles-mêmes  {/Ig»  66).  Le  contour  tolal  F  de  l'aire  A  est 
formé  de  ces  trois  courbes  distinctes,  et  nous  dirons  que  ce  con- 
tour est  décrit  dans  le  sens  direct  quand  on  laisse  à  gauche  l'aire  A  ; 
les  flèches  indiquent  sur  la  figure  le  sens  du  parcours  direct  pour 
chacune  des  courbes.  Moyennant  celte  convention,  on  a  toujours 

f  /{z)rIz--o, 
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l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  total  dans  le  sens  direct. 
La  démonstration  donnée  pour  une  aire  à  un  seul  contour  s*ap- 
plique  encore  ici;  on  peut  aussi  ramener  ce  cas  au  précédent,  en 
menant  les  transversales  ab^  cd,  et  appliquant  le  théorème  à  la 
courbe  fermée  abmbandcpcdqa  (I,  n**  153). 

Il  est  quelquefois  commode  dans  les  a|>plications  d'écrire  la 
formule  précédente 

f/{z)dz  =.   f  f{z)dz  -+-  f  f(z)  dz, 

»   (C)  *^(C)'  •^iC) 

les  trois  intégrales  étant  prises  alors  dans  le  môme  sens,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  dernières  doivent  être  prises  en  sens  inverse 
de  celui  indiqué  par  les  flèches. 

Revenons  à  la  question  proposée  au  début  de  ce  paragraphe; 

Fig.  66. 


la  réponse  est  maintenant  bien  facile.  Soit /"(:;)  une  fonction  holo- 
inorphe  dans  une  région  X  du  plan;  étant  donnés  deux  che- 
mins AMB,  ANB,  ayant  mêmes  extrémités,  et  situés  tout  entiers 
dans  cette  région,  ils  donneront  la  même  valeur  pour  l'inté- 
grale l/(z)dz^  pourvu  que  la  fonction  ^(5)  soit  holomorphe  à 

l'intérieur  de  la  courbe  fermée  formée  par  le  chemin  AMB,  suivi 
du  chemin  BNA.  (Nous  supposerons  pour  fixer  les  idées,  que  cette 
courbe  fermée  ne  présente  pas  de  point  double.)  En  efl'et,  la  somme 
des  deux  intégrales  le  long  de  AMB  et  le  long  de  BNA  étant  nulle, 
c'est  que  les  deux  intégrales  le  long  de  AMB  et  le  long  de  ANB 
sont  égales.  On  peut  encore  énoncer  le  résultat  comme  il  suit  : 
Deux  chemins  AMB  et  ANB,  ayant  les  mêmes  extrémités  don- 
nent la  même  valeur  pour  Cintégrale  l  f{z)dz^  si  Con  peut 
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passer  de  l'un  à  Vautre  par  une  déformation  continue  sans 
rencontrer  aucun  point  où  la  fonction  cesse  d'être  holomorphe. 
Cet  énoncé  s'applique  alors  même  que  les  deux  chemins  auraient 
un  nombre  quelconque  de  points  communs,  outre  les  deux  extré- 
mités (I,  n"  152).  On  en  conclut  que,  lorsqu'une  fonction /{ 3) 
est   holomorphe    dans   une   aire   limitée    par   une   seule   courbe 

fermée,   Tinlégrale  1  f(z)dz,   prise  le  long  d'un  contour  fermé 

quelconque  situé  dans  cette  aire,  est  égale  à  zéro.  Mais  il  ne 
faudrait  pas  étendre  cette  conclusion  au  cas  d'une  aire  limitée  par 
plusieurs  courbes  fermées  distinctes.  Considérons,  par  exemple, 
une  fonction /(s)  holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre 
deux  cercles  concentriques  C,  C.  Soit  C"  un  cercle  ajant  le  même 

centre  et  compris  entre  C  et  C;  l'intégrale  f  f{z)  dz^  prise  le  long 

de  C",  n'est  pas  nulle  en  général.  Le  ihéorème  de  Cauchy  prouve 
seulement  que  la  valeur  de  cette  intégrale  reste  la  même,  quand 
on  fait  varier  le  rayon  du  cercle  (7  ('  ). 


C)  Le  théorème  général  de  Cauchy  est  encore  vrai,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  supposer  l'existence  de  la  fonction  f{z)  en  dehors  de  l'aire  A  limitée  par  le 
contour  C,  ni  l'existence  d'une  dérivée  en  chaque  point  de  C.  Il  suffit  que  la 
fonction  f{z)  soit  holomorphe  en  tout  point  de  l'aire  A,  et  continue  sur  le  con- 
tour C,  c'est-à-dire  que  la  valeur /(Z)  de  la  fonction  en  un  point  Z  de  C  varie 
d'une  manière  continue  avec  la  position  du  point  Z  sur  ce  contour,  et  que  la 
différence  /(Z)  — /(5),  où  z  est  un  point  intérieur,  tende  uniformément  vers 
zéro  en  même  temps  que  |Z  —  z\.  En  effet,  supposons  d'abord  que  toute  demi- 
droite,  issue  d'un  point  déterminé  a  de  A,  rencontre  le  contour  C  en  un  seul 
point.  Lorsque  le  point  z  décrit  C,  le  point  a  H- 6 (s  — a)  (où  0  est  un  nombre 
réel  compris  entre  o  et  i)  décrit  un  contour  C  situé  dans  A.  La  différence  des 
deux  intégrales,  le  long  des  contours  C  et  C,  est  égale  à 

S-   f  \ff<z)-^/[z^{z-a){i-^)\\dz, 

et  Ton  peut  prendre  la  différence  1  —  6  assez  petite  pour  que  |6I  soit  inférieur 
à  tout  nombre  positif  donné,  car  on  peut  écrire  la  fonction  sous  le  signe    / 

f{z)    -f[z-;z-a){i^^)]-^-{i-^)f[z-{z-~a){i^b)].  ^ 
L'intégrale  le  long  de  C  étant  nulle,  on  a  donc  aussi 


l. 


f{z)  dz  .    0. 

G) 

Dans  le  cas  d'un  contour  C  de  forme  quelconque,  on  remplacera  ce  contour 
par  une  suite  de  contours  fermés  remplissant  la  condition  précédente,  en  menant 
des  transversales  convenablement  disposées. 
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291.  Extension  des  formules  du  calcul  intégral.  —  Soh /(z) 
une  fonclion  holomorpbe  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour 
simple  G.  L'intégrale  définie 


4>(Z)--=jr  Az)dz, 


prise  depuis  un  point  fixe  ^o  jusqu'à  un  point  variable  Z  suivant 
un  chemin  situé  dans  l'aire  A,  est,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  une  fonction  bien  déterminée  de  la  limite  supérieure  Z. 
Nous  allons  montrer  que  cette  fonction  ^(Z)  est  aussi  une  fonc- 
tion holomorphe  de  Z  dont  la  dérivée  esty*(Z).  Soit  en  effet  Z  -j-  A 
un  point  voisin;  nous  avons 


et  nous  pouvons  supposer  cette  dernière  intégrale  prise  suivant  le 
segment  de  droite  qui  joint  les  deux  points  Z  et  Z  -|-  h.  Si  les  deux 
points  sont  très  rapprochés, /( -G )  diffère  très  peu  de /(Z)  le  long 
de  ce  chemin,  et  l'on  peut  écrire 

f{Z)r-^f{Z)     -R, 

|R|  étant  moindre  que  tout  nombre  positif  donné  yj  pourvu  que  |A| 
soit  assez  petit.  Il  vient  alors  en  divisant  par  h 

<P(z^h)  —  ^(Z)     ,_,     I  r^^^' 


h 


I  r^ 


le  module  de  la  dernière  intégrale  est  inférieur  k'/\  |/i|,  et  par  suite 
le  premier  membre  a  pour  limite /(Z)  lorsque  h  tend  vers  zéro. 
Si  Ton  connaît  déjà  une  fonction  F(Z)  ajant  pour  dérivée/(Z), 
les  deux  fonctions  ^(Z)  et  F(Z)  ne  diffèrent  que  par  une  con- 
stante (n"  274;  note),  et  l'on  voit  que  la  formule  fondamentale 
du  calcul  intégral  s'étend  au  cas  des  variables  imaginaires 

(10)  f  'f{z)dz  =  F(zO-^izo). 


"0 


Cette  formule,  établie  en  supposant  que  les  deux  fonclions/(5), 
F(5)  sont  holomorphes  à  l'intérieur  de  A,  est  applicable  à  des 
circonstances  plus  générales.  Il  peut  se  faire  que  la  fonction  F(:;), 
ou  les  deux  à  la  fois, /*(:;)  et  F(5),  admettent  des  déterminations 
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multiples;  l'inlégrale  a  un  sens  précis  pourvu  que  le  chemin  d'io- 
tëgration  ne  passe  par  aucun  des  points  critiques  de  ces  fonctions. 
Dai\s  l'application  de  la  formule,  il  faudra  choisir  une  détermina- 
tion initiale  F(zq)  de  la  fonction  primitive,  et  suivre  la  variation 
continue  de  cette  fonction  lorsque  la  variable  z  décrit  le  chemin 
d'intégration;  de  plus,  si /(z)  est  elle-même  une  fonction  multi- 
forme, parmi  les  déterminations  de  F(:;),  il  faudra  en  choisir  une 
dont  la  dérivée  soit  égale  à  la  détermination  prise  poury(5). 

Toutes  les  fois  que  Ton  peut  enfermer  le  chemin  d'intégration 
à  l'intérieur  d'une  aire  à  contour  simple,  où  les  branches  consi- 
dérées des  deux  fonctions /(-s),  F(z)  sont  holomorphes,  nous 
pouvons  considérer  la  formule  comme  démontrée.  Or,  on  peut 
toujours,  quel  que  soit  le  chemin  d'intégration,  le  décomposer  en 
plusieurs  arcs  pour  lesquels  la  condition  précédente  soit  remplie, 
et  appliquer  la  formule  (lo)  à  chacun  d'eux  séparément.  En  ajou- 
tant les  résultats,  on  voit  que  la  formule  est  générale,  pourvu 
qu'on  l'applique  avec  les  précautions  nécessaires. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  définie    /     z'^dz,  prise 

suivant  un  chemin  quelconque  ne  passant  pas  par  l'origine, 
m  étant  un  nombre  réel  ou  complexe  différent  de  -  i.  Une  fonc- 
tion primitive  est- >  et  la  formule  erénérale  (lo)  devient  ici 


/ 


Z^n  dz  = 


r^m+\  ^m  +  1 


A» 


\  —  ^0 


-0  "^  -^  » 


pour  lever  l'ambiguïté  que  présente  celle  formule  lorsque  m  n'est 
pas  un  nombre  entier,  écrivons-la 


/ 


g(/n-»-l)Lo)ç(5,) ^(//n-l)Log(So) 

5'"  dz  ^ 


m 


La  valeur  initiale  Log(^o)  étant  choisie,  la  valeur  de  ;;"*  est 
fixée  par  là  même  tout  le  long  du  chemin  d'intégration,  ainsi  que 
la  valeur  finale  Log(:;,).  La  valeur  de  l'intégrale  dépend  à  la  fois 
de  la  valeur  initiale  choisie  pour  Log(-3o)  et  du  chemin  d'intégra- 
tion. De  même,  la  formule 


/ 


"•-^  dz  ^  Log[/(i:,)]-  Log[/(^,)J 
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ne  présente  aucune  difficulté  d'interprétation,  pourvu  que  le  long 
du  chemin  d'intégration  la  fonction  ^(5)  soit  continue  et  ne  s'an- 
nule pas.  Le  point  u  =f(z)  décrit  dans  son  plan  un  arc  de  courbe 
ne  passant  pas  par  l'origine,  et  le  second  membre  est  égal  à  la 
variation  de  Log(a)  le  long  de  cet  arc  de  courbe. 

Observons  encore,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'j  insister,  que 
la  formule  d'intégration  par  parties,  étant  une  conséquence  de  la 
formule  (10),  s'étend  par  là  môme  aux  intégrales  de  fonctions 
d'une  variable  complexe. 

292.  Autre  démonstration  des  résultats  précédents.  —  Les  pro- 
priétés des  intégrales  1  /(z)dz  offrent  une  grande  analogie  avec  les 

propriétés  des  intégrales  curvilignes,  où  la  condition  d'intégrabilité 
est  vérifiée  (I,  n**  152).  Riemann  a  montré  en  effet  que  le  théo- 
rème de  Cauchy  se  déduisait  immédiatement  du  théorème  ana- 
logue relatif  aux  intégrales  curvilignes.  Soit  /(z)  ==  X  -h  /Y  une 
fonction  holomorphe  de  5  à  l'intérieur  d'une  aire  A  à  contour 
simple;  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  G  situé  dans 
cette  aire  est  la  somme  de  deux  intégrales  curvilignes 

f  fi,z)dz=  f  Xdx  —  Ydy-hi  f  \dx-r  \  dy, 

et,  d'après  les  relations  qui  lient  les  dérivées  des  fonctions  X,  Y, 

^  -  ^  ^  __  dY 

dx        dy  dy  ôx 

ces  deux  intégrales  curvilignes  sont  nulles  (*)  (I,  n"  152). 

Il  en  résulte  que  l'intégrale    /   f(z)dz,  prise  d'un  point  (i\e  Zq 

jusqu'à  un  point  variable  Zj  est  une  fonction  uniforme  ^{z)  dans 
Faire  A.  Séparons  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  cette 

fonction, 

^(z)-^V(x,y)-^iq(x,y), 

f  \dxXdy,         Q(^,r)=/         \dx^\dy\ 

(' )  11  est  à  remarquer  que  la  démonstralion  de  Riemann  suppose  la  continuité 

des  dérivées  -r-  >  -^  »  •  •  •  »  c'esl-à-dire  de  f'iz). 
dx    dy  J   ^    ' 


dP            àQ 

Ôy             dx 
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les  fonctions  P  et  Q  admettent  les  dérivées  partielles 

ôx  "     '        dy  -         * 
qui  satisfont  aux  conditions 

^  _  ^ 
ôx        ôy 

Par  conséquent,  P -h  iQ  est  une  fonction  holomorphe  de  z  dont 
la  dérivée  est  X  -t-  «Y,  c'est-à-dire /( 5). 

Si  la  fonction  f{z)  est  discontinue  en  un  certain  nombre  de 
points  dans  A,  il  en  est  de  même  de  l'une  au  moins  des  fonc- 
tions X,  Y,  et  les  intégrales  curvilignes  P(^,  y)^  Q(-^î  y)  admet- 
tent en  général  des  périodes  provenant  de  lacets  décrits  autour  des 
points  de  discontinuité  (I,  n"  153).  Il  en  sera  donc  de  même  de 

l'intégrale    /   f[z)dz.  Nous  reprendrons  Tétude  de  ces  périodes, 

-•0 
après  avoir  approfondi  la  nature  des  points  singuliers  de  f{z). 

— ; 

nous  avons,  en  séparant  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i, 

Ç'^  d±  _    f  ^'^•^'  dx  -4-  i dy  _    r^""'^' xdx -\- ydy        .  Ç^'''^^  xdy  —  ydx 

La  partie  réelle  est  égale  à  -log(ar2-T-j^'),  quel  que  soit  le  chemin  suivi. 

Quant  au  coefficient  de  t,  nous  avons  vu  qu'il  admet  la  période  air;  il 
est  égal  à  l'angle  dont  a  tourné  le  rayon  vecteur  joignant  l'origine  au 
point  {x,y).  Nous  retrouvons  bien  les  diverses  déterminations  de  Log(5). 
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POLNTS  SINGULIERS.  -  RÉSIDUS. 

Nous  allons  maintenant  exposer  une  suite  de  résultats  nouveaux 
et  importants,  que  Cauchy  a  déduits  de  la  considération  des  inté- 
grales définies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 

293.  Formule  fondamentale.  —  Soit  f{z)  une  fonction  holo- 
morphe dans  une  aire  finie  A,  limitée  par  un  contour  F,  formé  par 
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une  OU  plusieurs  courbes  fermées  distinctes,  et  continue  sur  ce 
contour  lui-même.  Si  x  est  un  point  (')  de  l'aire  A,  la  fonction 


Z  —  X 


est  holomorphe  dans  la  même  région,  sauf  au  point  z^=^  x. 

Du  point  X  comme  centre,  décrivons  un  cercle  y  de  rayon  p, 
situé  tout  entier  dans  l'aire  A;  la  fonction  précédente  est  alors 
holomorphe  dans  la  région  du  plan  limitée  par  le  contour  F  et  le 

Fig.  67. 


cercle  y,  et  l'on  peut  lui  appliquer  le  théorème  général  (n"  290). 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  contour  F  soit  composé  de 
deux  courbes  fermées  C,  C  {Jig*  67);  nous  avons  alors 

les  trois  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches, 
ce  qu'on  peut  encore  écrire 


r  f(z)dz  ^   r  f{z)dz 

J^^^    z  —  x        J^^^    z-x 
l'intégrale   /    désignant  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  total  F 

dans   le  sens  direct.  Si  le  rayon  p  du  cercle  y  est  très  petit,  la 
valeur  de  f{z)  en  un  point  de  ce  cercle  diffère  très  peu  de  f{x)^ 

/(z)=/(x)-^R, 

(  ^  )  Dans  ce  qui  suit,  nous  aurons  souvent  à  considérer  simultanément  plusieurs 
quantités  complexes.  Nous  les  désignerons  indifféremment  par  les  lettres  Xy  z, 
Uy  ....  A  moins  que  cela  ne  soit  indiqué,  la  lettre  x  ne  sera  plus  réservée  pour 
désigner  une  variable  réelle. 
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R|  étant  très  petit.  Remplaçons y(>3)  par  cette  valeur,  il  vient 


r   fiz^dz      .,       r    dz         r  ndz 

JiV^    w  —  X  j     z  —  x      j     ^       X 


(V)    -~^  -'(Y)  -^Y) 


La  première  intégrale  du  second  membre  se  calcule  aisément; 
si  l'on  pose  z  =  x  -\-  pe^',  elle  devient 


r     dz         r^ipe^idb 

I       —      —    =     /  -! =  'llZl. 


I    est  donc  indépendante  du  rayon  p 

de  la  circonférence  y;  d'autre  part,  si  |R|  reste  inférieur  à  un 
nombre  positif  Tj,  le  module  de  cette  intégrale  est  plus  petit  que 

-^  2Tcp  =  2TCT,.   Or,    puisque  la   fonction  f(z)  est  continue  pour 

z  =  X,  on  peut  choisir  le  rayon  p  assez  petit  pour  que  t]  soit 
aussi  petit  qu'on  le  veut.  Cette  intégrale  est  donc  nulle,  et,  en 
divisant  par  2Tzi  les  deux  membres  de  la  formule  (ii),  il  vient 

(12)  /(^)=   •/      '^-^'' 

;tirtj|pj    z  —  x 

C'est  la  formule  fondamentale  de  Cauchj.  Elle  exprime  la  valeur 
delà  fonction /(^)  en  un  point  quelconque  :r  intérieur  au  contour 
au  moyen  des  valeurs  de  la  même  fonction  tout  le  long  de  ce 
contour. 

Soit  X  -h  à.x  un  point  voisin  de  x^  que  nous  supposerons  par 
exemple  à  l'intérieur  du  cercle  y  de  rayon  p.  Nous  avons  aussi 


/{x  -^  lx)=  — .  I     —^ 

'2^TZlJ^^Z  —  X  — 


f{  z)dz 

Ix 


(M 

et  par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre,  et  divisant  par  Ax  : 


^  j_    /-  f(z)dz 


AvT  iTziJp^z  —  x){z  —  X  —  Air) 


Lorsque  Lx  tend  vers  zéro,  la  fonction  sous  le  signe  /  a  pour 

limite  — — ^^—r;*  Pour   démontrer   rigoureusement  que  l'on  a  le 

{z  —  xY  ^  ^ 

droit  d'appliquer  la  formule  de  différentiation  habituelle,  écri- 
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vons  celle  intégrale 

r  /(  z  )  dz  _     r    fU)  dz_         r  \xf(z)dz 

Jj^^{z  —  x){z  —  x^'\x)  ~  J^^{z  —  x)^  '^  J^^^iz  —  xy-(z^x~-lx)' 

Soient  iM  une  limite  supérieure  de  |/(^)|  le  long  de  F,  L  la  lon- 
gueur de  ce  contour,  et  3  une  limite  inférieure  de  la  distance  d'un 
point  quelconque  du  cercle  y  à  un  point  quelconque  de  F.  Le  mo- 
dule de  la  dernière  intégrale  est  inférieur  à  ^  |  A:r|  et  par  consé- 
quent tend  vers  zéro  en  même  temps  que  |Ax[.  En  passant  à  la 
limite,  on  a  donc 

o                                         rf  /     N          i       r     f{z)dz 
t'3)  f(x)=-~.         f -. 


(1  ) 


On  démontre  de  la  même  façon  .que  la  formule  habituelle  de 
diflTérenliation  sous  le  signe  /  est  applicable  à  cette  nouvelle  inté- 
grale (*)  et  à  toutes  celles  qui  s'en  déduisent,  et  l'on  obtient  suc- 
cessivement 

et,  d'une  façon  générale, 

^,  w  1 . 9. . . .  /i    r     fi  z)  dz 

Nous  voyons  donc  que  si  une  fonction  f{z)  est  holomorphe 
dans  une  certaine  région  du  plan,  la  suite  des  dérivées  successives 
de  cette  fonction  est  illimitée,  et  loutes  ces  dérivées  sont  aussi  des 
fonctions  holomorphes  dans  la  même  région.  Il  est  à  remarquer 
que  nous  sommes  arrivés  à  ce  résultat  en  supposant  seulement 
Fexistence  de  la  première  dérivée. 

294.  Série  de  Taylor.  —  Soit  f{z)  une  fonction  holomorphe 
à  V intérieur  (V un  cercle  C  de  centre  a  ;  la  valeur  de  cette  fonc- 

(  '  )  La  formule  générale  de  diiïérentiation  sous  le  signe    /    sera  établie  plus 
loin  (Chap.  XVII). 
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tlon  en  un  point  quelconque  x  pris  dans  ce  cercle  est  égale  à 
la  somme  de  la  série  convergente 

\  i.a      -^    ^    ^  1.2. .  ./i  -^  ^ 

Nous  pouvons  supposer  pour  la  démonstration  que  la  fonction 
f{z)  est  holomorphe  sur  la  circonférence  C  elle-même;  en  effet, 
X  étant  un  point  quelconque  intérieur  au  cercle,  on  peut  toujours 
trouver  une  circonférence  C  de  centre  a  et  de  rayon  inférieur  à 
celui  de  C,  qui  renferme  le  point  x  à  l'intérieur,  et  l'on  raisonnera 
sur  ce  cercle  G  comme  nous  allons  le  faire  avec  C.  Cela  posé, 
X  étant  un  point  à  l'intérieur  de  C,  nous  avons  d'après  la  for- 
mule fondamentale 


{vxbis)  f(a:)=-^    f  L^-±dz; 


écrivons sous  la  forme  suivante 

A*    X 


l 


z  —  X       3  —  a — {x  —  a)        s  — al  x    -a 


I  — 


z  —  a 


ou,  en  effectuant  la  division  jusqu'à  un  reste  de  degré  n -i- i  en 
X  —  a, 

I  I  r  —  a       ,    (^  —  ^)^ 

z  —  X        z  —  a       (z  —  a)^  ~^  {z  —  af  ~^'  '  ' 

(x  —  a)«  (x  —  r7)«-+-i 


(z--  a/*-»-i        {z—x)(z  —  ay^-^^ 

Remplaçons par  cette  expression  dans  la  formule  (12  bis), 

et  faisons  sortir  du   signe    /  les  facteurs  x  —  a,  {^x  —  a)-,  ..., 
indépendants  de  Zy  il  vient 

les  coeflicienls  Jq»  Jn  •  •  •  ?  J//  et  le  reste  R,^  ayant  pour  valeurs 


I     r  f{z)dz  I     r  fizYH 

0  =  — •  /  — ~  '   j  1 = — ••  I  ', — 


Z  —  X 
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Lorsque  le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  le  reste  R^  tend 
vers  zéro.  Soient  en  effet  M  une  limite  supérieure  du  module  de 
f{z)  tout  le  long  du  cercle  C,  R  le  rayon  de  ce  cercle  et  r  le  mo- 
dule deo:  —  a.  On  a  Is  — x\>  R  —  r  et  par  suite  <  ^r , 

lorsque  z  décrit  le  cercle  C;  le  module  de  R^  est  donc  inférieur  à 

vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Il  s'ensuit  quey(^) 
est  égal  à  la  somme  de  la  série  convergente 

Or,  si  Ton  fait  a:  =  a  dans  les  formules  (12),  (i3),  (i4)>  Je  con- 
tour r  étant  le  cercle  C,  il  vient 


•  •  *  > 

1 .2. . .  n 


la  série  obtenue  est  donc  identique  à  la  série  (i5),  c'est-à-dire  à 
la  série  de  Taylor. 

Le  cercle  C  est  un  cercle  de  centre  a  à  Tinlérieur  duquel  la 
fonction  est  holomorphe;  il  est  clair  que  l'on  obtiendra  le  plus 
grand  cercle  satisfaisant  à  celte  condition  en  prenant  pour  rayon 
la  distance  du  pointa  au  point  singulier  de  y*(s)  le  plus  rapproche 
de  a.  C'est  aussi  le  cercle  de  convergence  de  la  série  qui  est  an 
second  membre  (*). 

Cet  important  théorème  met  en  évidence  l'identité  des  deux 
définitions  que  nous  avons  données  pour  les  fonctions  analytiques 
(n*"  191  et  261).  En  effet,  toute  série  entière  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  son  cercle  de  convergence  (n°  266),  et 
inversement  nous  venons  de  voir  que  toute  fonction  holomorphe 
dans  un  cercle  de  centre  a  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  et  convergente  dans  ce 
cercle.  Remarquons  aussi  qu'un  certain  nombre  de  résultats  éta- 
blis antérieurement  deviennent  presque  intuitifs;  par  exemple,  en 
appliquant  le  théorème  aux  fonctions  Log(i  -4-  5)  et  (i  -|-  ^î)"*,  qui 
sont  holomorphes  dans  le  cercle  de  rayon  un  ayant  pour  centre 

(  '  )  Cette  dernière  conclusion  exige,  sur  la  nature  des  points  singuliers,  quelques 
explications  qui  seront  données  dans  le  Chapitre  consacré  au  prolongement  ana- 
lytique. 

G.,  H.  7 
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l'origine,  on  retrouve  les  formules  des  n"*  274  et  27o.  Considérons 

encore  le  quotient  de  deux  séries  entières  •-- — -♦  convero^entes  Tune 
*  ^ix)  ^ 

cl  l'autre  dans  un  cercle  de  rayon  R  ;  si  la  série  cp  (.r  )  n'est  pas  nulle 

pour  j:  =  o,  comme  elle  est  continue,  on  peut  décrire  un  cercle 

de  rayon  /'fR,  à  l'intérieur  duquel  elle  ne  s'annule  pas.  La  fonc- 

f(x^ 
lion  ^ — -  est  alors  holomornhe  dans  le  cercle  de  rayon  r  et  par 

suite  peut  être  développée  en  série  entière  dans  le  voisinage  de 
l'origine  (I.  n°  183).  On  pourra  vérifier  de  même  le  théorème 
relatif  à  la  substitution  d'une  série  dans  une  autre  série,  etc. 

Remarque,  —  Soit/(^)  une  fonction  holomorplie  à  l'intérieur 
d'un  cercle  C  de  centre  a  et  de  rayon  r,  et  continue  sur  ce  cercle 
lui-même.  Le  module  |/(^)|  de  la  fonction  sur  le  cercle  C  est 
une  fonction  continue,  dont  nous  désignerons  la  valeur  maximum 
par  OlV(r).  D'aulre  part  le  coefficient  an  de  {x  —  aY  dans  le 

développement  Ac  f(^z)  est  égal  à  —^/^"^{a)j  c'est-à-dire  à 

_i_    r     fiz)dz    . 
on  a  donc 

^i;)  A„=  \an\< ïïTT  ^-''^  — )r-' 

de  sorte  que  DK(r)  est  supérieur  à  tous  les  produits  A„r'*  ('). 
On  pourra  prendre  Sfïi{r)  à  la  place  de  M  dans  l'expression  de  la 
fonction  majorante  (I,  n"  181). 

295.  Théorème  de  Liouville.  —  Si  la  fonction  /(x)  est  liolo- 
morphe  pour  toute  valeur  finie  de  x,  le  développement  par  la  for- 
mule de  ïaylor  est  valable,  quel  que  soit  a,  dans  toute  l'étendue 
du  plan,  et  la  fonction  considérée  est  une  /onction  entière.  Des 


(  '  )  Les  inégalités  (17)  sont  intéressantes,  surtout  parce  qu'elles  établissent  une 
relation  entre  Tordre  de  grandeur  des  coefficients  d'une  série  entière  et  l'ordre  de 
grandeur  de  la  fonction;  ^R  (r)  n'est  pas  d'ailleurs  en  général  le  plus  petit  nombre 
qui  satisfait  à  ces  inégalités,  comme  on  le  voit  immédiatement  lorsque  tous  les 
coefficients  a^  sont  réels  et  positifs.  Ces  inégalilés  (17)  peuvent  être  établies  sans 
recourir  à  l'intégrale  de  Cauchy  f  Mêray,  Leçons  nouvelles  sur  l'analyse  in/tni- 
tésimale,  t.  I,  p.  99). 
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expressions  obtenues  pour  les  coefficients  on  conclut  aisément  la 
proposition  suivante,  due  à  Liouville  : 

Ton  le  fonction  entière,  dont  le  module  reste  inférieur  à  un 
nombre  fixe  M,  se  réduit  à  une  constante. 

Supposons  en  cfTet  que  Ton  développe  f{x)  suivant  les  puis- 
sances de  ^  —  <7,  et  soit  an  le  coefficient  de  [x  —  a)".  Il  est  clair 
que  Orc(/-)  est  inférieur  à  M,  quel  que  soit  le  rajon  /*,  et  par 

suite  |a„|  est  <;  -^*  Mais  le  rayon  r  peut  être  pris  aussi  grand 

qu'on  le  veut;  on  a  donc  a„=:o,  si  /i^i,  el  f(x)  se  réduit  à  une 
constante  f(a). 

Plus  généralement,  soity(x)  une  fonction  entière  telle  que  le 

module  de  - — '—  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  M,  pour  les  valeurs 

de  ^  de  module  supérieur  à  un  nombre  positif  R;  la  fonction  f{x) 
se  réduit  à  un  polynôme,  de  degré  m  au  plus.  Imaginons  en 
effet  que  Ton  développe  f{x)  suivant  les  puissances  de  x^  et 
soit  a„  le  coefficient  de  x".  Si  le  rayon  r  du  cercle  C  est  supé- 
rieure R,  on  a  01L(r)  •<  Mr'",  et  par  suite  |a„|  <[  M/''^~".  Si  n  >  m, 
on  a  donc  an^=  o,  puisque  Mr"*""  peut  être  rendu  plus  petit  que 
tout  nombre  donné,  en  cboisissant  /•  assez  grand. 

296.  Série  de  Laurent.  —  Le  raisonnement  par  lequel  Cauchy 
démontre  la  formule  de  Taylor  est  susceptible  de  généralisations 
étendues.  Ainsi,  soit  f{z)  une  fonction  holomorphe  dans  une 
couronne  circulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques  C, 
C,  ayant  pour  centre  le  point  a;  nous  allons  montrer  que  la 
valeur /(x)  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  x  pris  dans 
cette  région  est  égale  à  la  somme  de  deux  séries  convergentes, 
Vune  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  de  x  —  a,  Vautre 

suivant  les  puissances  positives  de (  '  ). 

Nous  pouvons  supposer,  comme  tout  à  l'heure,  que  la  fonc- 
tion/(s)  est  holomorphe  sur  les  cercles  C,  C  eux-mêmes.  Soient 
R,  R'  les  rayons  de  ces  cercles  et  r  le  module  de  ^  —  a;  si  C  est 


(  '  )  Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences,  tome  XVII.  -  -  Voir  Œuvres 
de  Cauchy,  i"  série,  tome  VIII;  p.  ii5. 
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le  cercle  intérieur,  on  a  R'<;/'<!R«  Du  point  x  comme  centre 
décrivons  un  petit  cercle  y»  situé  tout  entier  entre  C  et  C.  Nous 


avons  l'égalité 


f(z)dz        r /(z)fh 


r  /(z)dz  ^  r  f(z)dz  ^    r  /[ 

les  intégrales  étant  prises  dans  un  sens  convenable;  la  dernière 
intégrale,  prise  le  long  de  y,  est  égale  à  2Tzi/(x),  et  nous  pouvons 
encore  écrire  la  relation  précédente 

(.8)        /(.)=.  _L.  r /^fi^ ,- -L-. /- >iii''^ 

IT.lJ,^,     Z—X  'iT.lJ..,      X  — 


9 


les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  même  sens. 

Nous  trouvons  encore,  en  reprenant  les  raisonnements  du  n"29l, 
que  Ton  a 

I    r  f( s) dz 

(19)        ;     /      —~ ^   =  Jo-+-  J|(J?  -—«)-+-...-+- J/,(jr  —  rt)« -4-.  .  ., 

les  coefficients  Jq,  Ji,  ...,  J/i,  ...,  étant  donnés  par  les  for- 
mules (16).  Pour  développer  en  série  la  seconde  intégrale,  obser- 
vons que  Ton  a 


I  I  /  1  \  I  z  —  (l 


X  —  z       X  —  a\  z  —  a    \       x  —  a        (x  —  a)* 

X  —  a 


(x  —  ay*         (x  —  z)(x^a)" 
et  que  l'intégrale  du  terme  complémentaire 

'À - 1  ^/.^   \x  —  a  /     X  —  z 

lend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  En  effet,  si  M' est 
le  module  maximum  de/(z)  le  long  de  C,  le  module  de  cette  inté- 
grale est  inférieur  à 


27r\r/     r  —  H  r  —  H\/*/ 

R' 

cl  le  facteur  —  est  inférieur  à  un.  Nous  avons  donc  aussi 

r 

^20)     ;     /      '- = h, r   -+-...+  ; ^  "^ 

iTuJç.    x  —  z  x  —  a        (.r  —  af  (x  —  a/* 
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le  coefficient  K^^  étanl  égal  à  Tintëgrale  définie 

Il  suffi t  maintenant  d'ajouter  les  deux  développements  (19)  et  (20) 
pour  avoir  le  développement  dey(:t:). 

Dans  les  formules  (16)  et  (21)  qui  donnent  les  coefficients  J„ 
et  K/,,  on  peut  prendre  les  intégrales  le  long  d'un  cercle  quel- 
conque r  compris  entre  C  et  C,  ajant  pour  centre  le  point  a,  car 

les  fonctions  sous  le  signe  /  sont  holomorphes  dans  la  couronne. 

Si  l'on  convient  de  faire  varier  l'indice  n  de  — 00  à  -f- 00,  on  peut 
alors  écrire  le  développement  de /(x) 

(22)  A^)=^h,(^-a)n^ 


n  =z  —  «s 


le  coefficient  !„  ayant  pour  expression,  quel  que  soit  le 
signe  de  n, 

Exemple,  —  Une  même  fonction  /(x)  peut  admettre  des  développe- 
ments tout  à  fait  diiïérents,  suivant  la  région  considérée.  Prenons  par 
exemple  une  fraction  rationnelle  f{x)^  dont  le  dénominateur  n*a  que  des 
racines  simples  de  modules  difTérenls;  soient  a,  b,  c,  ...,  l  ces  racines 
rangées  par  ordre  de  modules  croissants.  En  faisant  abstraction  de  la 
partie  entière,  qui  n^intervient  pas  ici,  on  a 

•^  X  —  a       X  —  o        X  —  c  X  —  l 

Dans  le  cercle  de  rayon  \a\,  ayant  pour  centre  l'origine,  chacune  des 
fractions  simples  peut  être  développée  suivant  les  puissances  positives 
de  JT,  et  le  développement  de /(a:)  est  identique  à  celui  que  donne  la  for- 
mule de  Maclaurin 

Dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  de  rayons  \a\  et  |^|,  les 

fractions  r>  >  •  •  •>  peuvent  cire  développées  suivant  les 

X  —  h    X  —  c  X  —  l 
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puissances  positives*  de  x^  mais doit  être  développée  suivant  les 


X  —  a 


puissances  positives  de  —  »  et  Fou  a 

X 


/(^)  =  -(^  +  ...-+-y)-(^+...+  '^)x-...-^J^.+...-^)x'.-... 


A        A  a 

1 r  -F . . . 

X  x^ 


Aa«-i 


X 


n 


Dans  la  couronne  suivante,  on  aura  un  développenoent  analogue,  et  ainsi 
de  suite.  Enfin,  à  l'extérieur  du  cercle  de  rayon  |/|,  on  n'aura  que  des 

puissances  de 


/(^)= 


X 


A  -+-...  -4-  L 


X 


\a 


Ll 


X' 


297.  Séries  diverses.  —  Les  démonstrations  de  la  série  de  Taylor  et  de 
la  série  de  Laurent  reposent  en  définitive  sur  un  développement  particu- 
lier de  la  fraction  simple  -^ »  lorsque  le  point  x  reste  à  l'intérieur  ou 

à  l'extérieur  d'un  cercle  fixe.  M.  Appell  a  montré  qu'on  pouvait  encore 
généraliser  ces  formules,  en  considérant  une  fonction  y(iF)  holomorphe  à 

Fig.  68. 


l'intérieur  d'une  aire  A  limitée  par  un  nombre  quelconque  d'arcs  de  cercle 
ou  de  circonférences  entières  (*).  Considérons  par  exemple  une  fonc- 
tion /{x)  holomorphe  dans  le  triangle  curviligne  FQR  (Jig.  68)  formé 
par  les  trois  arcs  de  cercle  PQ,  QR,  RP  appartenant  respectivement  aux 
trois  circonférences  G,  G',  G*.  Nous  avons,  x  désignant  un  point  quelconque 


(')  AcCa  Mathematica,  tome  I,  page  \!\b. 
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à  rintérieur  de  ce  triangle  curviligne, 

Le  long  de  l'arc  PQ,  on  peut  écrire,  a  étant  le  centre  de  C, 

I  I  ac  —  a  ix  —  «V*  I       fx  —  a\«+» 

z  —  x       z  —  a       {z—-af       '"       {z  —  ay*-^^        z — x\z  —  aj        ' 


X  —  a 


mais  quand  z  décrit  l'arc  PQ,  le  module  de  —  est  inférieur  à  un,  et, 

z  "^  Qt 

par  suite,  le  module  de  Tintégrale 

/(5)   fx  —  ay^^^^ 


'±T.l  .1^^  Z  — 


-<PQ,^       x\5  — a 


tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  On  a  donc 

/    .         ^       r    f{^)dz       .        ,  ,    , 

(a)      ;   / =  JuH- Ji(J' —  a)-h...-h  J„(^  — a)'»-h.. ., 

les  coefficients  Jq»  Ji,  ...  étant  des  constantes  dont  il  serait  facile  d'avoir 
l'expression.  Le  long  de  l'arc  QR,  on  peut  écrire  de  même,  b  étant  le 
centre  de  C, 

I  1  z  —  b  {z  —  b  )'*-! 


X  —  z        X  —  b        {x — bf  ( 


comme 


X — b y^         X  —  z\x  —  bj    ' 

Y  \  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, on  en  déduit,  pour  la  seconde  intégrale,  un  développement  de  la 
forme 

,       r    f(z)dz  _      K,  K«  K„ 

On  trouve  de  même,  c  étant  le  centre  du  cercle  G", 

•-*««J,RP,    -  —  a:  X  —  C  (X  —  C)i  (J7  — C)« 

En  ajoutant  les  trois  formules  (a),  (p),  (y),  nous  obtenons  pour  /(a?)  la 
somme  de  trois  séries  ordonnées  respectivement  suivant  les  puissances 

positives  de  x  —  a,  de .-  et  de •  Jl  est  clair  que  l'on  peut  trans- 
at —  b            X  —  c  * 

former  cette  somme  en  une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions 

rationnelles  de  x,  par  exemple  en  réunissant  les  ternies  de  même  degré 

eu  X  —  a, Tf .  Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  quel  que 

soit  le  nombre  des  arcs  de  cercle. 
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On  peut  remarquer  sur  Texeniple  précédent  que  les  trois  séries  (2^, 
(P)î  (y)  sont  encore  convergentes  lorsque  le  point  x  est  à  l'intérieur  du 
triangle  P'Q'R',  et  la  somme  de  ces  trois  séries  est  encore  égale  à  Tinté- 

/f(z)dz        . 
— >  prise  le  long  du  contour  du  triangle  PQR  dans  le  sens 
Z  "^  X 

f(  s  ) 

direct.  Or,  lorsque  le  point  x  est  dans  le  triangle  P'Q'R',  la  fonction  ^ 

z  ^~  X 

est  holomorphe  à  l'intérieur  du  triangle  PQR  et,  par  suite,  l'intégrale  pré- 
cédente est  nulle.  Nous  obtenons  donc  de  cette  façon  une  série  de  frac- 
tions rationnelles  qui  est  convergente  lorsque  x  est  à  l'intérieur  de  l'un 
des  deux  triangles  PQR,  P'Q'R',  et  dont  la  somme  est  égale  à  f{x)  ou 
à  zéro,  suivant  que  le  point  x  est  dans  le  triangle  PQR  ou  dans  le 
triangle  P'Q'R'. 

En  restant  dans  le  môme  ordre  d'idées,  M.  Painlevé  a  obtenu  des  résultats 
plus  généraux  (*).  Considérons,  pour  rester  dans  un  cas  très  simple,  une 
courbe  fermée  convexe  F,  admettant  une  tangente  qui  se  déplace  d'une 
manière  continue,  et  dont  le  rayon  de  courbure  reste  inférieur  à  une  cer- 
taine limite.  On  peut  alors,  comme  il  est  bien  aisé  de  le  voir,  faire  corres- 
pondre à  chaque  point  M  de  F  un  cercle  G  tangent  en  ce  point  à  F  et  ren- 
fermant celte  courbe  tout  entière  à  l'intérieur,  et  cela  de  telle  façon  que 
le  centre  de  ce  cercle  se  déplace  d'une  manière  continue  avec  M.  Soity(«) 
une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  F  et  continue  sur  ce 
contour  lui-même;  dans  la  formule  fondamentale 


nzij^p^    z  — 


f(z)dz,^ 


où  X  est  un  point  intérieur  à  F,  nous  pouvons  encore  écrire 

I  I  X  —  a  {x  —  a)"  I       /r  — a\«+* 

= h  ; -^  -h... -h  ; —7  -4 (  )  y 

z  —  x       z—a       {z  —  a)*  (^^__a/'^-»        z  —  x  \z  —  a/ 

a  désignant  le  centre  du  cercle  C  qui  correspond  au  point  z  du  contour; 

a  n'est  plus  constant,  comme  dans  les  cas  déjà  examinés,  mais  c'est  une 

fonction  continue  de -s,  lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  F.  Malgré  cela, 

X  ^^  a 

le  module  de »  qui  est  une  fonction  continue  de  s,  reste  inférieur  à 

z  —  a     ^ 

un  nombre  fixe  p  plus  petit  que  un,  puisqu'il  ne  peut  atteindre  la  valeur  un, 

et,  par  suite,  l'intégrale  du  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  lorsque  n 

augmente  indéfiniment.  Nous  avons  donc  encore 

-4-  «0 

('^.))  f('')=  ••  >     / f(z)dz, 

et  il   est   clair  que   le   terme    général   de   cette   série   est   un    polynôme 

(')  Sur  les.  lignes  singulières  des  /onctions  analytiques  {Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse,  iHSS). 
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entier  Pn{sp)^  de  degré  n  au  plus.  La  fonction  f{x)  est  donc  dévelop- 
pable  en  une  série  de  polynômes  à  V intérieur  du  contour  F. 

La  théorie  des  transformations  conformes  permet  d'obtenir,  pour  le 
développement  des  fonctions  liolomorphes,  des  séries  d'une  autre  espèce. 
So\t /{z)  une  fonction  holomorplie  à  l'intérieur  d'une  aire  A  pouvant 
s'étendre  jusqu'à  l'infini.  Supposons  que  l'on  sache  effectuer  la  représen- 
tation conforme  de  l'aire  A  sur  l'aire  d'un  cercle  C,  de  telle  façon  qu'à 
un  point  de  l'aire  A  corresponde  un  point  du  cercle  et  un  seul,  et  inver- 
sement; soit  M  =  ïp(«)  la  fonction  analytique  qui  fait  correspondre  à 
l'aire  A  un  cercle  C  ayant  pour  centre  le  point  w  =  o  dans  le  plan  des  u. 
Lorsque  la  variable  u  décrit  ce  cercle,  la  valeur  correspondante  de  z  est 
une  fonction  holomorphe  de  m.  Il  en  est  de  même  de/(^)  qui  peut  par 
conséquent  être  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  u,  ou  de  ^{z)y  lorsque  la  variable  z  reste  à  l'intérieur  de  A. 

Supposons,  par  exemple,  que  Taire  A  soit  la  bande  indéfinie  comprise 
entre  les  deux  parallèles  ^=  ±  a  à  l'axe  réel.  On  a  vu  (n**  279)  qu'en 

posant  u  ==■  -^ 9  on  fait  correspondre  à  cette  bande  un  cercle   de 

e^'-hi 
rayon  un  ayant  pour  centre  le  point  m  =  o.  Toute  fonction  /{z)  holo- 
morphe dans  la  bande  indéfinie  considérée  peut  donc  être  développée 
dans  cette  bande  en  série  convergente  de  la  forme 

/(.)=2;a„(ç=i 

298.  Série  de  fonctions  holomorphes.  —  La  somme  d'une  série 
uniformément  convergente,  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
holomorphes  de  z,  est  une  fonction  continue  de  z,  mais  on  ne 
pourrait  pas  affirmer  sans  autre  preuve  que  cette  somme  est  aussi 
une  fonction  holomorphe.  Il  faut  encore  démontrer  qu'elle  admet 
en  chaque  point  une  dérivée  unique;  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
faire,  au  moyen  de  l'intégrale  de  Cauchy. 

Observons  d'abord  qu'une  série  uniformément  convergente, 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  com- 
plexe 5,  peut  être  intégrée  terme  à  terme  comme  dans  le  cas  d'une 
variable  réelle.  Soit 

ï'^(-;=/u(-)-h/i(-)-^--.-+-///(-)^-.-m 

une  série  uniformément  convergente  le  long  d'une  courbe  AMB, 
les  fonctions  /i{z)  élanl  des  fonctions  continues  de  :;  le  long 
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de  AMB.  Choisissons  un  nombre  entier  N  assez  grand  pour  que 
Ton  ait,  pour  toute  valeur  de  «^N, 

£  étant  un  nombre  positif  pris  arbitrairement.  Le  module  de  la 
différence 

Dn=  f      F{z)dz-  f     /,(z)dz^...-  f     f„.,(z)dz=  f      Kd-)^^y 

•^(AlIB)  •-  (AMB)  «AaMB)  «^(AMBj 

est  plus  petit  que  sL,  L  étant  la  longueur  de  AMB,  pourvu  que  n 
soit  ^N.  Le  nombre  e  pouvant  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut, 
celte  différence  D„  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment, et  Ton  peut  écrire 

/        F(z)dz=   I       fo{z)dz-i-  I       /i{z)dz  -^. .  .-h  f       fn{^)dz->r 

*^'{AMB)  ^^'(AMB)  •^(Alin,*  «^(AMB) 

Cela  posé,  soit 

(-26)  ^{z)=Mz)-^f^{z)-\-,.,-^Mz)-^,,. 

une  série,  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  holomorphes 
dans  une  aire  A,  et  qui  est  uniformément  convergente  dans  cette 
aire.  Prenons  un  point  quelconque  x  dans  A,  et  entourons  ce 
point  d'une  courbe  fermée  C,  située  tout  entière  dans  cette  aire. 
Nous  avons,  en  appliquant  la  formule  de  Cauchv  à  chacune  des 
fonctions /v  (-3), 


•4-  oe  -.-  00 


<.:,  n^)'^M'>-^,^J/4^: 


v=o  v=o*''^' 


mais  la  série  obtenue  en  divisant  chacun  des  termes  de  la  série  (26) 
par  z  —  X   est   elle-même    uniformément    convergente    le    long 

de  C,  car  le  module  de reste  inférieur  à  une  certaine  limite 

'  z  —  r 

lorsque  z  décrit  la  courbe  C. 

On  peut  donc  appliquer  à  cette  série  le  théorème  général  sur 
l'intégration  des  séries  uniformément  convergentes,  ce  qui  nous 
donne  la  relation 


»  -♦  « 
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Le  raisonnement  employé  plus  haul(n"  293)  s'applique  ici  saus 

modincalion,  et  prouve  que  le  rapport —  tend  vers 

une  limite  F'(^)  lorsque  le  module  de  ^x  tend  vers  zéro,  liniiu^ 
qui  est  représentée  par  la  formule 

La  fonclio'a  F(x)  est  donc  holoinorphe,  el  l'on  verrait  de  même 
que  la  dérivée  d'ordre  n,  F''''(a;),  a  pour  expression 


La  dérivée  d'ordre  n  est  égale  à  la  somme  de  la  série  obtenu(î 
en  différenliant  n  fois  terme  à  terme  la  série  proposée.  Démon- 
trons-le, par  exemple,  pour  F'(j:).  La  formule  (28)  peut  s'écrire 


-♦-«o 


'AT.l^LjZ—xr' 


v"-^^^* 


car  la  série  obtenue  en  divisant  chaque  terme  de  la  série  (26) 
par  (z  —  xy  est  uniformément  convergente  le   long  de  C.  Le 
terme  général  de  la  série  qui  représente  F'(x)  n'est  autre  que 
/y{x),  de  sorte  que  l'on  a  bien 

En  résumé,  toute  série  uniformément  convergente  dans  une 
région  A  du  plan,  et  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions 
holomorphes  dans  A,  représente  une  fonction  F(z)  holomorphe 
dans  la  même  région.  La  dérivée  p^^"^^  de  F(z)  est  égale  à  la 
somme  de  la  série  obtenue  en  différentiant  p  fois  chaque 
terme  de  la  série  qui  représente  F(;;). 

299.  Pôles.  Fonctions  méromorphes.  —  Toute  fonction  holo- 
morphe dans  un  cercle  de  centre  a  est  égale,  à  l'intérieur  de  ce 
cercle,  à  la  somme  d'une  série  entière 
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Nous  dirons,  pour  abréger,  que  la  fonction  esl  régulière  au 
|)ointa,  qui  est  pour  la  foncUon  un  point  ordinaire  ;  nous  appel- 
lerons domaine  du  point  a  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  o, 
décrit  du  point  a  comme  centre,  où  la  formule  (29)  est  appli- 
cable. Il  n'est  pas  nécessaire,  d'ailleurs,  que  ce  soit  le  plus  grand 
cercle  à  l'intérieur  duquel  la  formule  (29)  a  lieu;  le  rayon  p  du 
domaine  sera  souvent  précisé  par  quelque  autre  propriété  parti- 
culière. 

Si  le  premier  coefficient  A©  est  nul,  on  ay(rt)  =  o,  et  le  point  a 
est  un  zéro  de  la  fonction  J{z),  L'ordre  du  zéro  se  définit  comme 
pour  les  polynômes;  si  le  développement  de  f{z)  commence  par 
un  terme  de  degré  m  en  z  —  a, 

où  Am  n'est  pas  nul,  on  a 

et  le  point  a  est  dit  un  zéro  d'ord/e  m.  On  peut  encore  écrire  la 

formule  précédente 

/(5)  =  (s  — a)'"<p(z), 

^{z)  étant  une  série  entière  qui  ne  s'annule  pas  pour  ^  =:  a.  Celle 
série  étant  une  fonction  continue  de  z,  on  peut  choisir  le  rayon  p 
du  domaine  assez  petit  pour  que  ^{z)  ne  s'annule  pas  dans  ce 
domaine,  et  l'on  voit  que  la  fonction  /(z)  n'aura  pas  d'aulre  zéro 
que  le  point  a  à  l'intérieur  de  ce  domaine.  Les  zéros  d^  une  fonc- 
tion holoniorplie  sont  donc  des  points  isolés. 

Tout  point  non  ordinaire  d'une  fonction  uniforme  f{z)  est  dit 
un  point  singulier.  Un  point  singulier  a  d'une  fonction  f{z)  esl 

un  pôle,  si  ce  point  est  un  point  ordinaire  pour  l'inverse  Y( — \' 

Le  développement  de  -^ — \  suivant  les  puissances  de  .s  —  a  ne  peut 

renfermer  de  terme  constant,  car  le  point  a  serait  alors  un  point 
ordinaire  poury(s).  Supposons  que  le  développement  commence 
par  un  terme  de  degré  m  en  z  —  a, 

(30)  -_!_=(;;  -a)''*Ç>(^), 

o{z)  désignant  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  du  point  a, 
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qui  n'est  pas  nulle  pour  z  =  a.  On  en  déduit  inversement 

(3,)  /(z)  =  —1 L_  =  _J1±L_, 

'i(^)  désignant  encore  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  du 
point  a,  qui  n'est  pas  nulle  pour  z  =  a.  Celle  formule  peut  s'écrire 
sous  la  forme  équivalente 

en  désignant  par  P(5  —  a),  comme  nous  le  ferons  souvent  par  la 
suite,  une  fonction  régulière  pour  z  =  a^  et  B„,,  B^-i,  ..•,  B, 
étant  des  constantes.  Quelques-uns  des  coefficienls  B|,B2,...,B;„_i 
peuvent  être  nuls,  mais  le  coefficient  Bm  est  certainement  diffé- 
rent de  zéro;  le  nombre  entier  m  est  dit  V  ordre  du  pâle.  On  voit 

qu'un  pôle  d'ordre  m  de  /{z)  est  un  zéro  d'ordre  m  pour -^r^  et 
inversement. 

Dans  le  domaine  d\in  pôle  a^  le  développement  de  /{z)  so 
compose  d'une  partie  régulière  P(;;  —  a),  et  d'un  polynôme  entier 

en    ;  ce  polynôme  est  appelé  la  partie  principale  de  /(z)  de^n^ 

le  domaine  du  pôle.  Lorsque  le  module  de  z  —  a  tend  vers  zéro, 
le  module  de  f{z)  augmente  indéfiniment,  de  quelque  façon 
que  le  point  z  se  rapproche  du  pôle.  En  effet,  la  fonction  ^{z) 
n^étant  pas  nulle  pour  5  =  a,  supposons  le  rayon  du  domaine  assez 
petit  pour  que,  dans  ce  domaine,  le  module  de  ^{z)  reste  supérieur 

à  un  nombre  positif  M.  En  désignant  par  r  le  module  de  ;;  —  a,  on 

M  . 

a  1/(5)1  >  —^y  et  par  suite  |/(-3)|  augmente  indéfiniment  lorsque  r 

tend  vers  zéro.  La  fonction  if{z)  étant  régulière  pour;?  =  a,  soit  C 
un  cercle  de  centre  a  à  l'intérieur  duquel  ^{z)  est  holomorphe. 

Le  quotient  ,   ^^^'      est  une  fonction  holomorphe  pour  tous  les 
*  {z  —  a)"*  r        r 

points  de  ce  cercle,  sauf  pour  le  point  a  lui-même.  Dans  le  do- 
maine a  d'un  pôle,  la  fonction  f{z)  n'admet  donc  pas  d'autre 
point  singulier  que  le  pôle  lui-même;  en  d'autres  termes,  les  pôles 
sont  des  points  singuliers  isolés. 

Toute  fonction  uniforme  qui,  dans  une  région  A,  n'admet  pas 
d'autres  points  singuliers  que  des  pôles,  est  dite  une   fonction 


f  lO  CHAPITRE   XIV.    —    FONCTIONS  ANALYTIQUES   D*APRÈS  CAUCHT. 

méromorphe  dans  celle  région.  Une  fonclion  méromorphc  dans 
loul  le  plan  peut  avoir  une  infinilé  de  pôles,  mais  elle  ne  peut  en 
avoir  qu'un  nombre  fini  dans  une  région  située  tout  entière  à 
distance  finie.  La  démonstration  repose  sur  un  théorème  général, 
que  nous  aurons  encore  à  invoquer  :  Si  dans  une  région  A,  située 
tout  entière  à  distance  finie,  il  existe  une  infinité  de  points 
jouissant  d^ une  propriété  particulière,  il  existe  au  moins  un 
point  limite  dans  la  région  A,  ou  sur  son  contour,  (Nous  enten- 
dons Y^diV point  limite  tout  point  dans  le  voisinage  duquel  il  existe 
une  infinité  de  points  jouissant  de  la  propriété  en  question).  On 
établit  celle  proposition  par  le  procédé  bien  souvent  employé  des 
subdivisions  successives.  Désignons,  pour  abrt'^gcr,  par  (E)  Ten- 
semble  des  poinls  considérés,  et  imaginons  oju'on  divise  la  région  S. 
en  carrés,  ou  portions  de  carrés,  par  des  parallèles  aux  axes  ox^ 
oy]  il  y  aura  au  moins  une  région  A|  renfermant  une  infinité  de 
points  de  l'ensemble  (E).  En  subdivisant  de  même  A»,  et  ainsi  de 
suite,  on  formera  une  suite  indéfinie  do  régions  A»,  A2,  . . .,  A„,  . . . 
de  plus  en  plus  petites,  dont  chacune  est  contenue  dans  la  précé- 
dente, et  renferme  une  infinité  de  points  de  l'ensemble.  Tous  les 
points  de  A^,  tendent  vers  un  point  limite  Z,  silué  à  l'intérieur  ou 
sur  le  contour  de  A.  Ce  point  Z  est  nécessairement  un  point  limite 
de  (E),  puisque,  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  Z  pour  centre,  il  y  a 
toujours  une  infinité  de  points  de  (E),  aussi  petit  que  soit  le  rayon 
(le  ce  cercle. 

Cela  posé,  supposons  que  la  foncliony(5)  soit  méromorphe  à 
l'intérieur  d'une  aire  A  à  distance  finie,  ainsi  que  sur  le  contour  F 
de  celle  aire.  Si  elle  admettait  une  infinité  de  |>ôles  dans  cette 
région,  il  y  aurait,  d'après  le  théorème  précédent,  un  point  Z  au 
moins,  situé  dans  A  ou  sur  F,  dans  le  voisinage  duquel  il  y  aurait 
une  infinité  de  pôles.  Ce  point  Z  ne  pourrait  être  ni  un  pôle,  ni 
un  point  ordinaire.  On  voit  de  même  que  la  fonction /(^)  ne  peut 
admettre  qu'un  nombre  fini  de  zéros  dans  la  même  région.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  fonction  méromorphe  dans  une  aire  A,  tout  entière 
à  distance  finie,  et  sur  son  contour,  n^ admet  dans  cette  aire 
quUin  nombre  fini  de  zéros  et  qu^un  nombre  fini  de  pôles. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  quelconques,  une  fonclion  méro- 
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morpliey(3)  peut  se  melire  sons  la  forme 


'■^(z)  étant  une  fonction  régulière  qui  n'est  pas  nulle  pouri;  =  a. 
l/exposant  [jl  est  appelé  l'ordre  de  /{z)  au  point  a.  Cet  ordre 
est  nul,  si  le  point  a  n'est  ni  un  pôle  ni  un  zéro  poury(:;);  il  est 
rgal  à  m,  si  le  point  a  est  un  zéro  d'ordre  m  de/(z)^  et  à  —  /^, 
si  a  est  un  pôle  d'ordre  n  pour/(z), 

300.  Points  sing^uliers  essentiels.  —  Tout  point  singulier  d'une 
fonction  uniforme,  qui  n'est  pas  un  pôle,  est  un  point  singulier 
cssentieL  Un  point  singulier  essentiel  a  est  isolé,  s'il  est  possible 
<le  décrire  un  cercle  G  de  centre  a,  à  l'intérieur  duquel  la  fonc- 
tion f{z)  n'ait  pas  d'autre  point  singulier  que  le  point  a  lui- 
même;  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  ceux-là. 

Le  théorème  de  Laurent  fournit  immédiatement  un  développe- 
ment de  la  fonction y*(s)  valable  dans  le  voisinage  d'un  point  sin- 
gulier essentiel  isolé.  Soit  C  un  cercle  de  centre  a,  à  l'intérieur 
duquel  la  fonction  f{z)  n'a  pas  d'autre  point  singulier  que  a\ 
soit  d'autre  part  c  un  cercle  concentrique  et  intérieur  à  C.  Dans 
la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  deux  cercles  C  et  c,  la 
fonction  f{z)  est  holomorphe,  et  par  suite  elle  est  égale  à  la 
somme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances,  positives  et 
négatives,  de  ^  —  a^ 

(33)  /(-)=  ^  k,„{z—ay". 

m  —  —  ao 

Ce  développement  est  valable  pour  tous  les  points  intérieurs  au 
cercle  C,  sauf  pour  le  point  a,  car  on  peut  toujours  prendre  le 
rayon  du  cercle  c  inférieur  à  |  :;  —  a|,  quel  que  soit  le  point  z 
dilTérent  de  «,  pris  dans  C,  et  les  coefficients  A,,,  ne  dépendent 
pas  non  plus  de  ce  rayon  (n"  296).  Le  développement  (33)  con- 
tient d'abord  une  partie  régulière  au  point  a,  soit  l^(-s  —  a), 
formée  par  les  termes  à  exposants  positifs,  d'autre  part  une  série 

ordonnée  suivant  les  puissances  de » 

'  z  —  a 

(3',)  ^'       ■         '"^^  ■^"' 


z  —  a        {Z  —  (i)^  {  z  —  a 


i  i   ".  —  //  \'ii 
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c'est  \dL  partie  principale  Ae.  f{z)  dans  le  domaine  du  point  sin- 
gulier. Cette  partie  principale  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme, 
car  le  point  z  =  a  serait  alors  un  pôle,  contrairement  à  Thypo- 

thèse  (').  C'est  une  fonction  entière  de  -— — -•  En  effet,  soit  z  un 

point  quelconque  intérieur  au  cercle  C,  à  une  dislance  r  du 
point  a\    la    série   (34)    étant   convergente   lorsque   le   module 

de  est  égal  à  ->  elle   est  convergente   lorsque   le  module 

de est  inférieur  à  -  et,  comme  on    peut  supposer  r  aussi 

petit  que  l'on  veut,  elle  est  convergente,  quel  que  soit  le  module 
de •  Nous  pouvons  donc  écrire,  dans  le  domaine  du  point  a, 


(35) 


/(^)  =  P(.'-a)-f-G(^) 


\^{z  —  a)  étant  une  fonction  régulière  au  point  a^  et  Cj(  — - — J 

une  fonction  entière  (^)  de  ■ ■> 

Lorsque  le  module  de  ^  —  a  diminue  indéfiniment,  la  valeur 
Ae  fi^z)  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée.  D'une  façon  plus 
précise,  si  du  point  a  comme  centre  on  décrit  un  cercle  C,  avec 
un  rayon  p  arbitraire,  il  existe  toujours  à  V intérieur  de  ce 
cercle  des  points  z  pour  lesquels  /{z)  diffère  d^ aussi  peu  qu'on 
le  veut  de  tout  nombre  A  donné  à  l^ avance,  (Weierstrass.) 

Démontrons  d'abord  que,  quelque  petit  que  soit  p,  il  existe  des 
valeurs  de  z,  pour  lesquelles  on  a  en  même  temps  \z  —  cf|  <  p, 
|y(:;)|>>M,  le  nombre  positif  M  étant  arbitraire.  Soit,  en  effet, 
[JL  la  valeur  maximum  du  module  de  la  partie  régulière  P(5  —  a) 
dans  le  cercle  de  ravon  p.  H  existe  des  valeurs  de  z  telles  que  l'on 

ait  à  la  fois  |^  —  ci\<C.  p,  et    Gf j  >  M  -f-  [jl;  autrement  le 


(')  Pour  D'Oublier  aucune  hypothèse^  il  faudrait  aussi  examiner  le  cas  ou  le 
développement  de  f{z)  à  rintérieur  de  C  ne  renferme  que  des  puissances  posi- 
tives de  ^  —  ûr,  la  valeur /(a)  de  la  fonction  au  point  a  étant  différente  du  terme 
indépendant  de  z  —  a  dans  la  série.  Le  point  z  —  a  serait  pour /(5)  un  point 
de  discontinuité.  Nous  écarlerons  cette  singularité,  d'un  caractère  tout  à  fait 
artificiel  {voir  plus  loin,  Chap.  XVI). 

(-')  Nous  désignerons  souvent  par  G(^)  une  fonction  entière  de  x. 
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module  de  la  fonction  entière  G(x)  resterait  toujours  inférieur  à 
une  certaine  limite,  qui  serait  égale  à  M  H-  (x,  ou  au  maximum  du 

module  de  Gf     __     j  à  Texlérieur  du  cercle  C  de  rayon  p,  et, 

d'après  le  théorème  de  Liouville,  cette  fonction  entière  se  réduirait 
à  une  constante.  Pour  les  valeurs  de  z  qui  satisfont  aux  deux  con- 
ditions précédenles,  le  module  de /(z)  est  certainement  supérieur 
à  M  -i-  |JL  —  y.,  c'est-à-dire  à  M. 

Considérons  maintencnl  une  valeur  quelconque  A.  Si  l'équa- 
tion f(^z)  =  \  admet  des  racines  à  l'intérieur  du  cercle  C,  aussi 
petit  que  soit  le  rajon  p,  le  théorème  est  établi.  Si  l'équa- 
tiony(i;)  =  A  n'admet  pas  une  infinité  de  racines  dans  le  voisi- 
nage du  point  a,  ou  peut  prendre  le  rayon  p  assez  petit  pour  qu'à 
l'intérieur  du  cercle  C  de  rayon  p,  ayant  pour  centre  a,  cette  équa- 
tion n'ait  aucune  racine.  La  fonction  o(z)=-i^--    — r  est  alors 

liolomorphe  pour  tout  point  z  intérieur  à  C,  sauf  pour  le  point  a  ; 
ce  point  a  ne  peut  être  qu'un  point  singulier  essentiel  pour  <f{z), 
car,  dans  le  cas  contraire,  ce  point  a  serait  un  pôle  ou  un  point 
ordinaire  poury(:;).  Donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
il  existe  des  valeurs  de  -3  à  Tinlérieur  du  cercle  C  pour  lesquelles 
on  a 


I 


|ç(«)|>-  ou  |/(^,-A|<s, 

aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  s. 

Cette  propriété  dislingue  nettement  les  pôles  des  points  singu- 
liers essentiels.  Tandis  que,  dans  le  voisinage  d'un  pôle,  le  module 
de  la  fonction /(s)  augmente  indéfiniment,  la  valeur  dey(.5)  est 
complètement  indéterminée  pour  un  point  singulier  essentiel. 
M.  Picard  (*)  a  obtenu  une  proposition  plus  précise  en  montrant 
que  toute  équation  /(z)  =:  A  admet  une  infinité  de  racines  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel,  une  exception  ne 
pouvant  se  produire  que  pour  une  valeur  particulière  de  A. 

Exemple.  —  Le  point  ^  =  o  est  un  point  singulier  essentiel  pour  la 

fonction 

I  I 


e-  =  i-i 1 -^ . . .  -, -T  . . . , 

z        i  .9.  Z'  %  .'X.  . .  n  Z" 


(*)  Annales  de  l'École  Normale  Supérieure ,  i88u. 
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1 

il  est  facile  de  vérifier  que  réqualion  e-  =  A  admet  une  infinité  de  racines 
de  module  inférieur  à  p,  aussi  petit  que  soit  p,  pourvu  que  A  ne  soit  pa^ 
nul.  Soit  A  =  r(cos6H-  /sinO),  on  tire  de  l'équation  précédente 

-   =  log/' -+- /(Ô -h  iA-t:); 

pour  que  \z\  soit  <  p,  il  suffira  que  Ton  ait 

(logr)i-t-(0-hîà/c7r)î^-^. 

Il  y  a  évidemment  une  infinité  de  valeurs  du  nombre  entier  A'  qui  satis- 
font à  cette  condition.  Dans  cet  exemple,  il  y  a  une  valeur  exceptionnelle 
de  A,  à  savoir  A  =  o.  Mais  il  peut  aussi  arrixer  qu'il  n'y  ait  aucune  valeur 

exceptionnelle;  tel  est  le  cas,  par  exemple,  de  la  fonction  sin  -  • 

301.  Résidus.  —  Soit  a  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel 
isolé   d'une    fonction  f{z).    Proposons-nous   de   calculer  Tinlé- 

graie    /  f[z)dz  le  long  d'un  cercle  C  de  centre  rt,  Iracé  dans  le 

*^(C) 

domaine  du  point  a.  Nous  avons  la  partie  régulière  f[z  —  a)^ 
qui  donne  zéro  dans  celle  intégrale.  Quanl  à  la  partie  princi- 
pale G(  ^ )  >  on  peut  rinlégrer  lerine  à  terme;  en  elTel,  si  le 

point  a  est  un  point  singulier  essentiel,  on  a  une  série  entière  qui 
est  uniformément  convergente.  L'intégrale  du  terme  général 


est  nulle,  si  l'exposant  m  est  plus  grand  que  un,  car  la  fonction 

.         .     •  /\  //{  11a  I  * 

primitive  — :  reprend  la  même  valeur  après  que 

^  {m  — 1)(^  —  a)'"-'       ^  r         T 

la  variable  a  décrit  un  chemin  fermé.   Au  contraire,   si  /7i  =  i, 

/dz 
a  pour  valeur   27:/A|,  comme   le 

prouve  le  calcul  déjà  fait  au  n"  293.  On  a  donc  la  formule 


,7:fAi=    /  f{z)dz, 


1 


qui  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  (aS),  don- 
nant les  coefficients  de  la  série  de  Laurent.  Le  coefficient  A|  est 
appelé  le  résidu  delà  fonction  f{z)  relalif  au  point  singulier  a. 
Considérons  maintenant  une  fonction  /{z)y  continue  sur  un 
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contour  fermé  F,  et  n'ayanl  à  l'înlérieur  de  ce  contour  F  qu'un 
nombre  fîuî  de  points  singuliers  rt,  6,  c,  ...,/.  Soient  A,  B, 
C,  ...,  L  les  résidus  correspondants;  si  Fon  entoure  chacun  de 
ces  points  singuliers  d'un  cercle  de  rayon  infiniment  petit,  l'inté- 
grale j  f(^z)dz^  prise  le  long  de  F  dans  le  sens  direct,  est  égale  à 

la  somme  des  intégrales  prises  le  long  des  petits  cercles,  dans  le 
même  sens,  et  nous  avons  la  formule  très  importante 

(30)  f  fiz)dz  =  irJiX-^  B  -f- C -f- . .  .-4- L), 

qui  exprime  que  l'intégrale  j  f{z)  dz^  prise  le  long  de  F  dans 

le  sens  direct,  est  égale  au  produit  de  ^izi  par  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  points  singuliers  de  f{z)  intérieurs  à  ce 
contour. 

Il  est  clair  que  le  théorème  s'applique  aussi  aux  contours  F 
formés  par  plusieurs  courbes  fermées  distinctes. 

On  voit,  d'après  cela,  le  rôle  important  des  résidus:  il  est  utile 
Je  savoir  les  calculer  rapidement.  Si  un  point  a  est  un  pôle 
d'ordre  m  pour  y(^),  le  produit  [z  ■ — ci)"^/{^)  est  régulier  au 
point  a,  et  le  résidu  de  /{z)  est  évidemment  le  coefficient  de 
[z  —  a)*"'*  dans  le  développement  de  ce  produit.  La  règle  se  sim- 
plifie dans  le  cas  d'un  pôle  simple^  le  résidu  est  alors  égal  à  la 
limite  du  produit  (z  —  <-^)f{^)  pour.3  =  rt.  Le  plus  souvent,  la 
fonction /(:;)  se  présente  sous  la  forme 


/(^)  = 


Q^-) 


les  fonctions  V{z)  et  Q(^)  étant  régulières  pour  z  =  a^  et  P(^/) 
n'étant  pas  nul,  tandis  que  a  est  un  zéro  simple  pour  Q^{z).  Soit 

Q(5)=:r(3  —  a)R(^);   le  résidu   est  égal  au   quotient  J^y  ou 
encore,  comme  on  le  vérifie  immédiatement,  à  7,,—-  - 

III.  —  APPLICATIONS  DES  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

Les  applications  du  dernier  théorème  sont  innombrables.  Nous 
allons  en  donner  quelques-unes,  se  rapportant  principalement  au 
calcul  des  intégrales  définies  et  à  la  théorie  des  équations. 
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302.  Remarques  diverses.  —  Soil/(5)  une  fonclion  telle  que  le 
produit  (z  —  ^)f{^)  tende  vers  zéro,  en  même  temps  que  \z  — a\. 
I/intëgrale  de  cette  fonclion  le  long  d'un  cercle  y,  de  centre  a  et 
de  rayon  p,  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  de  ce  cercle.  On  peut 
écrire  en  elTet 

ff{z)dz=   f  {z  —  a)f(z)  -^-   ; 

si  Tj  est  le  maximum  du  module  de(:;  —  «)/(  3)  le  loogdu  cercle  y, 
le  module  de  Tinlégrale  est  inférieur  à  27r/i,  et  par  conséquenl 
tend  vers  zéro,  puisque  y^  est  lui-même  infiniment  |3etit  avec  p.  On 
verrait  de  même  que,  lorsque  le  produit  {z  —  a)f[z)  tend  vers 
zéro  lorsque  le  module  de  3  —  a  augmente  indéfinimenl,  Tinlé- 

grale   /  f(z)dZy  prise  le  long  d'un  cercle  C  de  centre  «,  tend  vers 

zéro  lorsque  le  rayon  du  cercle  augmente  indéfuiimenl.  Ces  re- 
marques subsistent,  si,  au  lieu  d'intégrer  le  long  de  la  circonfé- 
rence entière,  on  intègre  seulement  le  long  d\ine  partie,  pourvu 
que  le  produit  considéré  tende  vers  zéro  le  long  de  celle  partie. 
On  a  souvent  à  chercher  la  limite  supérieure  du  module  d'une 

intégrale  définie  de  la  forme   /    /(x)dx^  prise  le  long  de  l'axe 

réel.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a  <<  6.  Si  M  est  le  maximum 
du  module  de/(x)  le  long  de  ce  chemin,  le  module  de  l'intégrale 
est  certainement  inférieur  à  M(b  —  a);  mais  on  a  encore  une 
limite,  qui  est  quelquefois  plus  commode,  en  prenant  la  nouvelle 

intégrale  /  \f(x)\dx.  Il  est  clair,  en  effet,  qu'un  élément  quel- 
conque de  l'intégrale  proposée  a  pour  module  l'élément  corres- 
pondant de  la  seconde  intégrale  (n"  289). 


303.  Calcul  d'intégrales  dé&nies  élémentaires.   —   L'intégrale 

définie   /        F{j')djc^  où  F(jr)est  une  fonclion  rationnelle,  prise 

le  long  de  l'axe  réel,  a  un  sens,  pourvu  que  le  dénominateur  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  x  et  que  le  degré  du  numé- 
rateur soit  inférieur  au  degré  du  dénominateur  d'au  moins  deux 
unités.  De  l'origine  comme  centre,  décrivons  un  cercle  G  do 
rayon  R  assez  grand  pour  que  toutes  les  racines  du  dénominateur 
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de  F(^)  soient  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  et  considérons  un  con- 
lonr  d'intégration  formé  du  diamètre  BA,  tracé  suivant  l'axe  réel^ 
et  de  la  demi-circonférence  C  située  au-dessus  de  l'axe  réel.  Les 
seuls  points  singuliers  de  F(:;)  situés  à  l'intérieur  de  ce  contour 
sont  des  pôles,  qui  proviennent  des  racines  du  dénominateur 
<le  F(z)  pour  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  positif.  En  dési- 
gnant par  2Ra  la  somme  des  résidus  relalifs  à  ces  pôles,  on  peut 

«lonc  rcrin? 

.  .H  . 

1         \'^{z)(fs-h   I     V(  z)  dz  =  •>. t:  i s  Ra  ; 

lorsque  le  rayon  U  augmente  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  G 
lend  vers  zéro,  puisque  le  produil  ^F(:;)  est  nul  pour  z  infini,  et 
il  vient  à  in  liniitr 


.£ 


-f-  « 

F  (  j*  I  dr  ~  -2  t:  £  1  R  /. . 

90 


On  ramène  facilement  aux  précédentes  les  intégrales  définies 


f 


F(  siii  j',  rosj^  )  dj^y 


011  F  est  une  fonction  rationnelle  de  sina:  et  de  cosor,  ne  devenant 
infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  ^,  et  l'intégrale  étant  prise 
le  long  de  l'axe  réel.  Observons  d'abord  que  Ton  ne  change  pas 
la  valeur  de  cette  intégrale  en  prenant  pour  limites  Xq  et  ^o-f-  '^•'^j 
To  étant  un  nombre  réel  quelconque;  on  peut  donc  prendre  pour 
limites  — tz  et -j- tz  par  exemple.  Or  le  changement  de  variable 

classique   tang-  =  t  ramène  Tintégrale   considérée  à  l'intégrale 

d'une  fonction  rationnelle  de  ^,   prise  entre  les  limite»  — oo  et 

-r  oo,  car  tang-  croît  de  —  oo  à  4-  oc  lorsque  x  croît  de  —  ?:  à  -4-  ?:. 

On   peut  encore  opérer  autrement.   En    posant  e-^'=^     on   a 

dxz=z  --,  et  les  formules  d'Kuier  donnent 
iz 

J--+-I  z'*- — I 

cosj"  = >         sin:r=  — : — > 

•2  -  '>.IZ 

et  l'intégrale  proposée  se  change  en  une  intégrale 

^* —  I     z^^\\  dz 


.A- 


— — -  • 


IIZ  '}.Z      I    IZ 
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Quant  au  nouveau  chemin  d'inlégràlion,  lorsque  x  croît  de  o  à  ar, 
.la  varîahle  z  décrit  dans  le  sens  direct  le  cercle  de  rayon  un  ayanl 
j)0ur  centre  l'origine.  Il  suffira  donc  de  calculer  les  résidus  de  la 
nouvelle  fonction  rationnelle  de  ^,  relatifs  aux  pôles  dont  le  mo- 
dule est  inférieur  à  un. 

Prenons  par  exemple  l'intégrale    /      cotf- j^*^»  f|"i  *'* 

une  valeur  finie,  pourvu  que  b  ne  soit  pas  nul.  Nous  avons 


col 


r—a—hi\  .fx—a—hi 

X  —  a  —  bi\        .  e'^      ^      /  _4_ 


.  {x—a—bi \  .  /.»■- n—bi  \ 


/x  —  a  —  bi\  __  •  ^  ^      '^ 

ou  encore 

f  X  —  rt  —  bi \        .  e'^ H-  e-'*-^^' 

col )  ==   l  ; :  • 

\  'X  I  e'-' —  Q-b^ai 

Le  changement  de  variable  e^'=  z  conduit  donc  à  Tintégrale 


/4 


(C)  "         ^ 

La  fonction  à  intégrer  admet  les  deux  pôles  simples  ^  =  o, 
^  =  (?"*■*■''%  et  les  résidus  correspondants  sont  — i  et  -4- 2.  Si  b 
est  positif,  ces  deux  pôles  sont  à  Tintérieur  du  contour  d*intégra- 
tion,  et  rintégralc  est  égale  à  iizi)  si  b  est  négatif,  le  pôle  j5  =  o 
est  seul  à  l'intérieur  du  contour,  et  Tinlégrale  est  égale  à  —  2—/. 
L'intégrale  proposée  est  donc  égale  à  ±:  21:/,  suivant  que  b 
est  positif  ou  négatif.  Nous  allons  donner  maintenant  quelques 
exemples  moins  élémenlaires. 

304.  Intégrales  définies  diverses.  —  r  La  fonclion admet  les 


e 


—  m  oin 


deux  pôles  -t-  «  cl  —  /,  avec  les  résidus  - — ~  et r*   Supposons,  pour 

^  Il  '2  «  * 

fixer  les  idées,  m  positif,  et  considérons  le  contour  forme  d'une  demi- 
circonférence  de  rayon  très  grand  R,  ayant  l'origine  pour  cenlre  et  siluét» 
au-dessus  de  l'axe  réel,  et  du  diamèlre  qui  coïncide  avec  l'axe  réel.  A  Tia- 

Çtniz 

lérieur  de  ce  contour,  la  fonction admet  le  seul  pôle  z  =  1,  et  Tin- 

légrale  prise  le  long  du  contour  total  est  égale  à  ire-''*.  Or  l'intégrale  le 
long  de  la  demi-circonférence  lend  vers  zéro  lorsque  le  rayon  R  augmente 

indéfiniment,   car    le    module   du    produit e'"*^  le   long   de   celte 


m.    —   APPLICATIONS  DES   THEOREMUS  GENERAUX.  1  19 

courbe  tend  vers  zéro.  En  effet,  si  Ton  remplace  z  par  H(cos6  -h  tsinO), 
on  a 


et  le  module  e-'»R*ïnO  reste  inférieur  à  Tunité  quand  0  varie  de  o  à  r. 


s 


Quant  au  module  du  facteur -,  il  est  nul  pour  z  infini.  On  a  donc  à 

la  limite 


I. 


>mtx 


l  -+-  ar« 


dx  =  T^e-"'\ 


si  l'on  remplace  e"»^-»^  par  cos/na: -h  *sinma™,  le  coefficient  de  i  dans  le 
premier  membre  est  évidemment  nul,  car  les  éléments  de  l'intégrale  se 
détruisent  deux  à  deux.  Comme  on  a  de  plus  cos( — mx)  =  cosmx,  on 
peut  écrire  la  formule  précédente 


•37) 


/*"'"*  cosm:r    ,  71 

/ dx  =  -  e-"K 


gtZ 


9-*  La  fonction  —  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  A  B  MB' A' N  A 

z  '^ 

(yî^.  69)  formé  des  deux  demi-circonférences  BMB',  A'NA,  décrites  de 


Fi  g.   6(,. 


'kl 


l'origine  pour  centre  avec  les  rayons  R  et  r,  et  des  lignes  droites  AB,  B'A 
On  a  donc  la  relation 


/     —  dx  -^   I         --  dz  -f-   / 


■/• 


e 


fX 


X 


dx 


I         —  iiz  =  o, 


«-(A'.NA) 


que  nous  pouvons  aussi  écrire 

R 


I      dx  H-   /         —  dz  -\-   ï         —  dz  =  o. 

Lorsque  r  tend  vers  zéro,  la  dernière  intégrale  tend  vers  —  7:*;  nous  avons 
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«Ml  olTel, 


V{z)  étant  une  fonction  régulière  à  l*origine, 

f      Çdz=f      P{z)dz^  f      -i. 

l/intégrale  de  la  partie  régulière  P(2)  devient  inOniment  petite  avec  la 
longueur  du  chemin  d'intégration;  quant  à  la  dernière  intégrale,  elle  est 
égale  à  la  variation  de  Log(z)  le  long  de  A'NA,  c'est-à-dire  à  — tzî, 

l/intégrale  le  long  de  BMB'  tend  vers  zéro  lorsque  R  augmente  indé- 
finiment. Si  l'on  pose,  en  effet,  -3  =  R(cosO -f- t  sinO),  il  vient 


f       ^dz  =  lf    e-«'""^-^'T^'«*^t^, 


•  iBMB)    ^  «0 

ol  le  module  de  celte  intégrale  est  inférieur  à 

Tt 


*   0  •    0 


Soit  a  un  angle  positif  inférieur  à  -  ;  on  peut  encore  écrire 

La  première  intégrale  est  inférieure  à  a;  lorsque  6  varie  de  a  à  -» 

^,-iuinÔ  lesle  inférieur  à  e— '^••"*,   et  la  dernière  intégrale   est   inférieure 

à    '- e '^*^^^.   Le    module   de   l'intégrale   en   question    est    donc   inférieur 
•1  ^ 

à   la -H  Tie"*^»'"*.   Supposons  qu'on   ait  pris  o<a<7;  on  peut  ensuite 

'I 

liouver  un  nombre  Rj  assez  grand  pour  que  l'on  ait  aussi  ttc— Mio3i<^  -  : 

\\  étant  pris  supérieur  à  Ri,  le  module  de  l'intégrale  sera  inférieur  à  s,  ce 
«|ui  démontre  la  proposition. 

Kn  passant  à  la  limite,  on  a  donc  (voir  I,  n'*  176) 


f 


dw  —  T.lj 


•   0 

ou 


«e      • 


jt  —r-  w        • 


X  'X 


»  • 
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3°  L'intégrale  de  la  fonction  entière  e~-*  le  long  du  contour  OABO 
formé  des  deux  rayons  OA  et  OB,  faisant  un  angle  de  45**,  et  de  Tare  de 
cercle  AB  {fig,  70),  est  égale  à  zéro,  ce  qu'on  peut  écrire 

•   0  «^^  AB)  *^(OBi 

Lorsque  le  rayon  R  de  la  circonférence  à  laquelle  appartient  l'arc  AB 


Fig.  70. 


A      •» 


augmente  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  Tare  AB  tend  vers  zéro.  En 

(o  o  \ 

cos  '  -h  e  sin-  )>  celte  intégrale  devient 


7t 


If  • 


TZ 


ol  son  module  est  inférieur  à  l'intégrale  —    1      e-^^^^^*9d^^  que  l'on  peut 

'  •  0 
séparer  en  deu\ 


7t 


TZ 


\\   r  *  B   /*  î 


Lorsque  <p  varie  de  o  à  ^»  coscp  est  supérieur  à  — ^  et  e-ïi'«o»?  est  plus 

4  *  /a 


petit  que  e    ^â.  La  première  intégrale  est  donc  inférieure  à 


8 


s  et. 


|)ar  suite,  tend  vers  zéro  lorsque  R  croît  indéHniment.  Lorsque  cp  varie 


.    TT 


de  —  à  ->  on  a  /asino  >  1,  et  la  seconde  intégrale  est  plus  petite  que 


Tt 


/ 


B  /  >. 


7C 
2 

7C 
V 
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expression  qui  tend  encore  vers  zéro  lorsque  R  augmente  indéfiniment. 

Le  long  du  rayon  OB,  on  peut  poser  *  =  p(  cos- -+- i  sin- j>  ce  qui 

donne   e-^*=e~'?*^   et  en   faisant  croître   R   indéfiniment,   il   vient  à  la 
limite  (voir  I,  n®  134) 


•i 


ou  encore 


f         e-'?  {  cos  ,  -}- isin-  \ap  =    /         e-*  djc  ==  — 

Ç       e-'PVp  =  {±  ('cos^  -  tsin^V 
*\  2   \       4  4/ 

En  égalant  les  parties  réelles  et  le«  coefficients  de  /,  on  obtient  la  valeur 
des  intégrales  de  Fresnel 

(38)  jr""cosp.rf?=l^/^,        ^^""si„p.rfp=l^. 

f"*"  *  xl*-  •  dx 
— ,   OÙ 

la  variable  x  et  l'exposant  p  sont  réels,  a  une  valeur  finie  pourvu  que  p 
soit  positif  et  inférieur  à  un;  elle  est  égale  au  produit  r(/>)r(i — p)(^ )- 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  considérons  la  fonction  ,  qui  admet  un 

I  •+"  JS 

pôle,  le  point  z  ■=  — i,  et  un  point  de  ramification,  le  point  -s  =  o.  Con- 
sidérons le  contour  abmb'a'na  {fig^  71)  formé  par  deux  circonfé- 
rences G  et  C,  décrites  de  l'origine  avec  les  rayons  /•  et  p  respectivement, 
et  les  deux  droites  ab  et  a! b\  infiniment  voisines,  situées  de  part  et  d'autre 

d'une  coupure  tracée  suivant  ox,  La  fonction est  uniforme  à  l'inté- 


rieur  de  ce  contour  qui  ne  renferme  qu'un  point  singulier,  le  pôle  5  =  —  i  : 
pour  achever  de  la  déterminer,  nous  conviendrons  de  prendre  pour  argu- 
ment de  5,  celui  qui  est  compris  entre  o  et  ai:.  En  appelant  R  le  résidu 
relatif  au  pôle  -5  =  —  1,  nous  avons  donc 

r  zp-^    ,        r  zp  ^dz       r  zp-^    ,        r  zp-^dz        .  ,^ 

I    dz  -{-   I "^   / dz  -^   I     =  2f7:R. 

Les  intégrales,   le   long  des  circonférences  G  et  G',   tendent  vers  zéro 

lorsque  r  croit  indéfiniment  et  que  p  diminue  indéfiniment,  car  il  en  est 

zP 
ainsi  du  produit  — — -9  puisque  l'on  a  o  </?  <  1. 


(  '  )  Il  suffit  de  remplacer  t  par dans  la  formule  du  bas  de  U  page  3i5 

I  ^~  X 

(t.  I).  La  formule  (89),  démontrée  en  supposant/)  réel,  est  exacte,  pourvu  que 
la  partie  réelle  de  p  soit  comprise  entre  o  et  1. 
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ri3 


Le  long  de  abj  z  est  réel;  pour  plus  de  clarté,  représentons-le  par  x. 
l/argument  de  z  étant  nul,  zp-^  est  égal  à  la  valeur  arithmétique  xP-^, 
Le  long  de  a' b',  z  est  encore  réel,  mais  son  argument  étant  aTc,  on  a 

La  somme  des  deux  intégrales  le  long  de  ab  et  le  long  de  b' a'  a  donc 
pour  limite 

r"^*  xP-^ 

Le  résidu  R  est  égal  à  ( — i)''~S  en  supposant  l'argument  de  —  i  égal 


à  -,  c'est-à-dire  à  e^P~^^^L  On  a  donc 


r 


sin(/;  —  i)" 


ou  enfin 
(39) 


.( 


4-90 


1  -\-  X 


dx 


TZ 


SlUpTZ 


306.  Application  aux  fonctions  méromorphes.  —  Ëlant  don- 
nées deux  fonctions y(5),  o{z)j  dont  rune/(>3)  est  méromorplie 
à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  C,  et  l'autre  ^{z)  holomorphe  à 
rînlérieur  du  même  contour  (les  trois  fonctions  f{z)^f'{z)y  ^{^) 
étant  continues  sur  le  contour  C),  cherchons  les  points  singuliers 

'  •  f'(z) 

de  la  fonction  o(z)  '' .        intérieurs  à  C.  Un  point  a  qui  n'est  ni 

un  pôle  ni  un  zéro  poury(5)  est  évidemment  un  point  ordinaire 
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|)our  la  fonclion  îy-— î  et,  par  suile,  pour  ^(-G)^^r — "  Si  un  poinl^ 

esl  un  pôle  ou  un  zéro  dey(^),  on  peut  écrire,  dans  le  domaine 
(le  ce  point, 

;x  désignant  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  est  égal  ù 
Tordre  de  la  fonction  en  ce  point  (n"  299),  et  ^(^)  étant  une 
fonction  ré;^ulière  qui  n'est  pas  nulle  pour  3  =  a.  On  en  déduit, 
en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

'/{z)         z-  a    "^  ')^{Z)  ' 
Comme,  d'autre  part,  on  a,  dans  le  domaine  du  point  rt, 

tp(j)  =  c(a)  -+-(J  — a.)7'(a)  -h..., 

f'(z) 
le  point  a  est  un  pôle  du  premier  ordre  pour  le  produit  0(5)  ^yrr^  » 

et  le  résidu  est  égal  à  [jL^(rt);  c'est-à-dire  à  ni'f{a),  si  le  point  a 
est  un  zéro  d'ordre  m  dey(:;),  et  à  --  n'^^a)^  si  le  point  a  est  un 
pôle  d'ordre  n  de /(z).  Nous  avons  donc,  d'après  le  théorème 
général  des  résidus,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  racine  de  /{z) 
sur  le  contour  C, 

a  étant  l'un  quelconque  des  zéros  dey(:;)  intérieurs  à  C,  6  Tun 
quelconque  des  pôles  dey(v)  intérieurs  à  C,  et  chacun  des  pôles 
et  des  zéros  étant  compté  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de 
multiplicité.  La  formule  (^o)  fournit  une  infinité  de  relations  dis- 
tinctes, puisqu'il  sufiit  de  prendre  pourcp(:;)  une  fonction  holo- 
inorphe. 

Faisons  en  particulier  o(z)=  1  ;  la  formule  précédente  devient 

iU)  N-P=-i-.  f  '-Ç^^dz, 

N  et  P  désignant  respectivement  le  nombre  des  zéros  et  le  nombre 

des  pôles  de /(^y  à  l'intérieur  du  contour  C.  Cette  formule  conduit 

f'(z) 
à  un  théorème  important.  En  elTet,  —^jz-  est  la  dérivée  de  Log[/(-3)]  ; 
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pour  calculer  l'intégrale  définie  du  second  membre  de  la  for- 
mule (4  i  ),  il  suffit  donc  de  connaître  la  variation  de 

lorsque  la  variable  z  décrit  le  contour  C  dans  le  sens  direct. 
Mais  |y^(5)|  revient  à  sa  valeur  initiale,  tandis  que  Targument 
i\c/{z)  augmente  de  uKt:,  K  étant  un  nombre  entier  positifou  né- 
gatif. On  a  donc 

(  4  ^  )  \  —  P  = r-  =  K, 

c'est-à-dire  que  la  différence  N  —  V est  égale  au  quotieiU par  'atz 
de  la  variation  de  l'argument  de  /{z)y  lorsque  la  variable  z 
décrit  le  contour  C  dans  le  sens  direct. 

Séparons  dans;/'(>3)  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i 

/iz)  =  \-^\i; 

lorsque  le  point  5  =  x  -i-  }'i  décrit  le  contour  C  dans  le  sens  direci, 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  X,  Y,  par  rapport  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  de  même  disposition  que  les  premiers,  décrit 
aussi  une  courbe  fermée  C|,  et  il  suffirait  d'avoir  tracé  approxi- 
mativement cette  courbe  C|,  pour  en  déduire  aussitôt,  à  la  seule 
inspection,  le  nombre  entier  K.  Il  n'y  aurait  en  effet  qu'à  compter 
le  nombre  de  circonférences  dont  a  tourné,  dans  un  sens  ou  dans 
Taulre,  le  rayon  vecteur  joignant  au  point  (X,  Y)  l'origine  des 
axes.  On  peut  encore  écrire  la  formule  (4^0 

comme  la  fonction  ^  reprend  la  même  valeur  après  que  z  a  décrit 
le  contour  fermé  C,  l'intégrale  définie 

\  ,/Y  —  Y  ^\ 


f 


est  égale  à  iîH  =t  ),  le  nombre  1  étant  égal  à  l'indice  du  quotient  -^ 

le  long  du  contour  (î,  c'est-à-dire  à  Fexcès  du  nombre  de  fois  où 
ce  quotient  devient  infini  en  passant  de  +  oc  à  —  oc  sur  le  nombre 
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de  fois  011  il  devient  infini  en  passant  de  —  ooà  -|-oo(I,  n***77,  loi). 
Nous  pouvons  donc  encore  écrire  la  formule  (4^)  sous  la  forme 
équivalente 

307.  Application  à  la  théorie  des  équations.  —  Lorsque  la  fonc- 
tion f{z)  est  elle-même  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  C, 
et  n'admet  ni  pôle  ni  zéro  sur  ce  contour,  les  formules  précédentes 
ne  renferment  que  les  racines  de  l'équation /(s)  =  o,  qui  sont 
situées  à  l'intérieur  de  C.  Les  formules  (4'-*)>  (43)  et  (44)  f^"l 
connaître  le  nombre  N  de  ces  racines  au  moyen  de  la  variation  de 
l'argument  àe  fi^z)  le  long  du  contour  C,  ou  au  mojen  de  l'in- 

.  Y 

dice  de  ^-  Lorsque  la  fonction  f{z)  est  un  polynôme  entier  en  w, 

à  coefficients  quelconques,  et  que  le  contour  C  se  compose  d'un 
nombre  fini  de  segments  de  courbes  unicursales,  on  peut  calculer 
cet  indice  par  des  opérations  élémentaires,  c'est-à-dire  des  multi- 
plications et  divisions  de  polynômes.  Soit  en  effet  AB  un  arc  du 
contour  que  Ton  peut  représenter  par  les  formules 

»(^)  et  t}/(^)  désignant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  /, 
qu'il  faudra  faire  varier  de  a  à  ^  pour  que  le  point  {x^  y)  décrives 
l'arc  AB  dans  le  sens  direct.  En  remplaçant  ;;  par  ^[l)  -\-  i'l(t) 
dans  le  polynôme y(:;),  il  vient 

R(/)  et  B|(^)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ^  à  coefficients 

Y 
réels.  L'indice  de  ^  le  long  de  l'arc  AB  est  donc  égal  à  l'indice  de 

la  fonction  rationnelle  — ^  lorsque  t  varie  de  a  à  ,3,  indice  que  nous 

avons  appris  à  calculer.  Si  le  contour  C  est  formé  de  segments 
de  courbes  unicursales,  il  suffira  donc  de  calculer  l'indice  pour 
chacun  de  ces  segments,  et  de  prendre  leur  demi-somme,  pour 
avoir  le  nombre  des  racines  (\ef{z)=zo  intérieures  au  contour  C. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  d'Alembert  se  déduit  aisément 
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des  résultats  précédents.  Démontrons  d'abord  un  lemme,  dont 
on  se  servira  plusieurs  fois.  Soient  F(:;),  ^(z)  deux  fonctions 
liolomorphes  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C,  continues 
.sur  la  courbe  elle-même,  et  telles  que,  tout  le  long  de  C,  on 
ait  1^(5)1  <  |F(:;)|  :  dans  ces  conditions,  les  deux  équations 

ont  le  même  nombre  de  racines  à  Vin  té  rieur  de  C.  On  peut 
écrire  en  elTet 

F(j)-h-ct,(-)  =  F,   -,[,4..  îlijl; 


lorsque  le  point  z  décrit  le  contour  C,  le  point  Z  =  i  -f-  v^,—  décrit 

une  courbe  fermée  située  tout  entière  à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  un  décrit  du  poiut  Z=i  comme  centre,  puisque  l'on  a 
'Z  —  '  I  ^  *  ^^"^  '®  '*^"&  ^^  C.  L'argument  de  ce  facteur  revient 
<Jonc  à  sa  valeur  initiale  après  que  la  variable  z  a  décrit  le  con- 
tour C,  et  la  variation  de  l'argument  de  F(-3)  H- <ï>(^)  est  égale  à 
la  variation  de  l'argument  de  F(-3);  les  deux  équations  ont  par 
cronséqueut  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  de  C. 

(3ela  posé,  soit  f{z)  un  polynôme  de  degré  m  à  coefficients 
quelconques;  nous  poserons 

F(;;)=  Ao5"S         <!>(;;)=  A,  5'"-» -4-. . .  4- A,„,        /(;;)=  F(^) -h  *(;;). 


Choisissons  un  nombre  positif  R  assez  grand  pour  que  l'on  ait 


Ao 


I 
ïï 


lAs 


1 


^*//i 


R/« 


<i; 


tout  le  long  d'un  cercle  C  de  rayon  supérieur  à  R,  décrit  de  l'origine 

comme  centre,  on  aura  évidemment  -=;  •<  i.  L'équation  y( 3)  =  t) 

a  donc  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  du  cercle  C  que 
l'équation  ¥{z)  =  o,  c'est-à-dire  m. 

308.  Formule  de  M,  Jensen.  —  Soiiy(^)  une  fonction  méromorplie 
dans  un  cercle  G  de  rayon  /•  ayant  pour  centre  l'origine,  holomorphe  et 
n*ayant  pas  de  zéros  sur  C.  Soient  ai,  a^, .. .,  a,^  les  zéros  et  61,  ^j, . . .,  b,„ 
les  pôles  de  f{z)  à  Tintérieur  de  ce  cercle,  chacun  d'eux,  étant  compté 
avec  son  degré  de  multiplicité  ;  nous  supposerons  de  plus  que  l'origine  n'est 
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ni  un  pôle  ni  un  zéro  poury(z).  Nous  nous  proposons  de  calculer  Tinlc- 
j;ralc  définie 

(45)  I  =   f  Log[/(5)l-^ 

prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct;  nous  supposerons,  par  exemple, 
«jue  la  variable  z  part  du  point  z  =  r  sur  l'axe  réel,  Targuinent  de  /(z) 
avant  une  \aleur  choisie  à  Tavance.  En  intégrant  par  parties,  nous  avon< 

(40)  I-  JLog(^;Log[/(o)i;,:,-   f  Lo^(z)^^riz. 

la  première  partie  du  second  membre  désignant  raccroissement  du  pro- 
duit Log(^)  Log[y(5)]  lorsque  la  variable  z  décrit  le  cercle  C.  Si  nou> 
prenons  zéro  pour  valeur  initiale  de  l'argument  de  5,  cet  accroissement 


est  égal  à 


(logr-f-27r/)iLog[/(r)]  -h7.Ti(n  —  m)\  —  log/  Log [/(/)] 
=  2Tt  Log[/(/*)J  -+■  •>.Tzi{n  —  m)  logr  —  ^{n  —  mjr*. 

l'our  calculer  la  nouvelle  intégrale  définie,  considérons  le  contour 
formé  r,  formé  de  la  circonférence  C,  de  la  circonférence  c  décrite  de 
l'origine  avec  un  rayon  infiniment  petit  p.  et  des  deu\  bords  infiniment 
voisins  ab^  a' b'  d'une  coupure  tracée  suivant  l'axe  réel  du  point  -s  —  p 
au  point  z  =  r  (fig.  71).  [Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  (\\i^  f{  z) 
n'a  ni  pôle  ni  zéro  sur  cette  portion  de  l'axe  réel;  dans  le  cas  contraire, 
il  suffirait  de  tracer  une  coupure  faisant  un  angle  infiniment  petit  avec 
Taxe  réel].  La  fonction  Log5  est  holomorplie  à  l'intérieur  de  F  el,  d'après 
la  formule  générale  (I0),  nous  avons  la  relation 

f  Log(c)  4Jvr  ^^  ''  f  '^^'-^^^  'n^  '^'  ^  f    ^-'"'^'^^  v/^ï  ^^ 

•\,/„  JK")  .'.r,  ./^-)  .',//,,-,  J^^) 


/{Z)  "^Kbibt  ...b, 


«       !/•.  ^      \     -     /  \     -     t     -    * /// 


L'intégrale  le  long  du  cercle  c  tend  vers  zéro  a>ec  p,  car  le  pro- 
duit ^Log^  est  infiniment  petit  avec  p.  D'autre  part,  si  l'argument  de  z 
est  nul  le  long  de  ab,  il  est  égal  à  9.Tzi  le  long  de  a'b\  el  la  somme  des 
deux  intégrales  correspondantes  a  pour  limite 

—  /     ifzi^-^-^  ciz  r-.  —  i'iLo^l/ir)]   i-  at:/ Log|/(o)|. 

Il  reste  donc 

-V,  A")  ''\o,i>....b,J  •  ^L/(")J 
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et  la  formule  (46)  devient 

I  =  2  7ri(/i  --  m)  logr 

-4- ar  t  Log[/(o) J  —  2irt  Log  ^ l^l^-l^^  j  ~  4  (n  —  m)7r«. 

Pour  intégrer  le  long  du  cercle  G,  on  peut  poser -3  =  re'9  et  faire  varier 

dz       . 
o  de  o  à  2r.  On  tire  de  là  —  =  id^\  soit /(s)  =  Re**,  R  et  4>  étant  des 

z 

fonctions  continues  de  o  le  long  de  C.  En  égalant  les  coeffîcients  de  i 
dans  la  formule  précédente,  nous  obtenons  la  formule  de  M.  Jensen  (>) 


^•^'^       ^f     '«g*^^?  =  iogl/(o)|-*-ïo6 


^^*o 


a^a^  , . .  a 


où  ne  figurent  plus  que  des  logarithmes  népériens  ordinaires. 

Lorsque  la  fonction  f{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  C,  il  est  clair 
que  Ton  doit  remplacer  le  produit  bibt...bm  par  Tunîté,  et  la  formule 
devient 

(48)  .    —J      logRé/o  =  log|/(o)|4<log 


UiCti  ,  .  .  (1,1 

Celte  relation  offre  cela  d'intéressant  qu'elle  ne  renferme  que  les  modules 
des  racines  de  f{z)  intérieures  au  cercle  C,  et  le  module  de  f{z)  le  long 
de  ce  cercle  et  pour  le  centre  de  ce  cercle. 

309.  Formule  de  Lagrange.  —  La  formule  de  Lagrange,  que 
nous  avons  établie  déjà  par  la  méthode  de  Laplace(I,  n^  189),  peut 
aussi  se  démontrer  très  aisément  au  moj'en  des  théorèmes  géné- 
i-aux  de  Cauchy.  La  marche  que  nous  allons  suivre  est  due  à 
M.  Hermile. 

Soiiy(5)  une  fonction  holomorphe  dans  un  certain  domaine  D 
renfermant  le  point  a.  L'équation 

(49)  F(^)  =  ^-a-a/(5)  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable,  admet  la  racine  z=i  Oj  pour  a  :=  o. 
Supposons  a^z^o;  soit  C  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  /• 
situé  dans  le  domaine  D,  et  tel  que  Ton  ait,  tout  le  long  de  ce 
cercle,  \%f{z)\<:^\z  —  a\\  Téquation  F(5)  =  o  aura,  d'après  un 
jenime  établi  plus  haut  (n**  307),  le  même  nombre  de  racines  à 
rinlérieur  du  contour  C  que  l'équation  ;;  —  a=o,  c'est-à-dire 

(  '  )  Acla  Mathematica,  t.  XXII. 

C,  II.  9 
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uue  seule  racine.  Appelons  Ç  celle  racine,  el  soit  n(-5)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  le  cercle  C. 

La  fonction  ^,    !  admet  un  seul  pôle  à  Tintérieur  de  C,   le 

point  z  =  ^^  el  le  résidu  correspondant  est     /^  «  On  a  donc, 
d'après  le  théorème  général, 


va)-  'iizij^^^     F(z)     -  '^nl,l^^z-a-a/i 


^) 


Pour  développer  l'intégrale  qui  est  au  second  membre  suivant  les 
puissances  de  a,  nous  procéderons  exactement  comme  pour  dé- 
montrer la  formule  de  Taylor,  et  nous  écrirons 

I  I  oif(z) 

-  I  •  I 


z  —  a — oif{z)       -S  —  «        (5  —  «)* 

en  portant  cette  valeur  dans  l'intégrale,  il  vient 

—— —  =  j^-f-  aJj-i-. .  .-H  a"J«-f-  R/14-1» 
où 

I     C  n{z)dz  I     c  [f{z)Yi{(z)Hz 

j Q  =  ;    I     ,  •••>  J/i=  '    f     :^ : 


'iTzi  J^^^z  —  a  —  af{z)  \_z^a\ 

Soil  m  la  valeur  maximum  du  module  de  ol/(z)  tout  le  long  du 
cercle  G  :  m  est,  par  hypothèse,  inférieur  à  r.  M  étant  la  valeur 
maximum  du  module  de  Tï(z)  le  long  de  C,  nous  avons 


IR       I^    '    /my+»  9.71/' 


ce  qui  montre  que  R/i+i  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  îndéGni- 
ment.  On  a  d'ailleurs,  d'après  les  expressions  mêmes  des  coefli- 
cienlsJo,Ji,  ...,J«,  ...,  el  les  formules  (i4), 
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Cl  nous  obtenons  le  développemenl  en  série  suivant 


(50)  nU)  =D(a)+2S  ^M-)ina)Y\. 


On  peut  encore  écrire  celte  formule  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente. Posons  n(z)  =  ^(5)[i  —  «/'(-s)],  ^{z)  étant  une  fonction 
holomorphc  dans  la  même  région  ;  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (5o)  ne  renfermera  plus  a  et  se  réduira  à  ^(î^)*  Quant  au 
second  membre,  remarquons  qu'il  renfermera  deux  termes  de 
degré  n  en  a,  dont  la  somme  sera 

et  nous  retrouvons  la  formule  de  Lagrange  sous  sa  forme  habi- 
tuelle {voir  I,  n®  189,  formule  Sa) 

(5i)<ï>(0=*(«)-^7*'(a)/(«)^...+ Jl  £^  î'ï»' («)[/(«)]'' {+...- 

Nous  avons  supposé  que,  le  long  du  cercle  C,  on  a|a/(5)|  <  /•, 
ce  qui  aura  lieu  si  |a|  est  assez  petit.  Pour  trouver  la  valeur  maxi- 
mum de  |a[,  bornons-nous  au  cas  où  f[z)  est  un  polynôme  ou  une 
fonction  entière.  Soit  01L(/')  la  valeur  maximum  de  [/"(^z)!  le  long 
du  cercle  C  de  rayon  r  décrit  du  point  a  pour  centre;  la  démon- 
stration s'appliquera  à  ce  cercle,  pourvu  que  Ton  ait|a|orL(r)  <  /•. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  la  valeur  maximum  du 

rapport  >  lorsque  r  varie  de  o  à  -Hûc.  Ce  rapport  est  nul 

pour  r  =  o,  car  si  OK(r)  tendait  vers  zéro  avec  r,  le  point  5  =  « 
serait  un  zéro  die  f{z)^  etF(5)  serait  divisible  par  le  facteurs  —  a; 
ce  même  rapport  est  nul  aussi  pour  r=icOj  car  autrement /( -3) 

serait  un  polynôme  du  premier  degré  (n°  29o).  Il  s'ensuit  que  -rz— — 

passe  par  une  valeur  maximum  [jl,  pour  une  valeur  /-j  de  r.  Le 
raisonnement  prouve  que  l'équation  (49)  admet  une  racine  et  une 
seule  de  module  inférieur  à  /'i,  pourvu  que  Ton  ait  |a|<;  ;jl;  les 
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développemenls(5o)  et  (5i)  sont  donc  applicables  tant  que  [a]  no 
dépasse  pas  a,  pourvu  que  les  fonctions  îl(-3)et  ^(>3)  soient  elles- 
mômes  holomorphes  dans  le  cercle  G|  de  rayon  /'i. 

Exemple,  —  ^o\lf{z)  =  — -^ — ;  l'équation  (49)  admet  la  racine 

y  _   I  —  ^  \  —  '1  a  a  -i-  a* 


a 


qui  tend  vers  a  lorsque  a  tend  vers  zéro.  PrenoDS  11(2)  =  1  ;  la  formule  (  >o) 
devient 


Xrt  étant  le  n^*^  polynôme  de  Legendre  {voir  I,  n**  88,  184).  Pour  savoir 
entre  quelles  limites  la  formule  est  applicable,  supposons  a  réel  et  supérieur 

a  un.  Sur  le  cercle  de  rayon  r,  on  a  évideinwcat  dlL(r)s > 


de"" 
r 


et  Ton  est  conduit  à  chercher  la  valeur  maxiiiittaidte  ■  -  >  lorsque  r 

croît  de  o  à  -+- ».  Ce  maximum  a  lieu  pour  r  =  y/a* —  1,  et  il  est  égal  à 
a —  /a*  —  I .  De  même,  si  a  est  compris  entre  — i  et  h-i,  on  trouve,  par 

un  calcul  élémentaire  bien  simple,  que^(r)  =  »  Le  maximum 

j-j__,  al.eu  pour  r  =  /T^T^V  ei  J  «t  e^.!  »  «,. 

Il  est  facile  de  vérifier  ces  résultats.  En  effet,  \»  radical  v'^i—  iaaH-  a*, 

considéré  comme  fonction  de  a,  admet  les  deux  points crtCiquesa=h/a^ —  1. 
Si   l'on   a   a>i,   le   point   critique   le    plus   rapproché  de   Torigine  est 

a  —  \/a*  —  I.  Lorsque  a  est  compris  entre  —  i  et  -h  i,  les  deu\  points  cri". 

tiques  a  ±  i  / 1  —  a*  ont  pour  module  l'unité. 

On  trouvera  dans  le  Cours  lithographie  de  M.  Hermite  (4*  édition,  p.  i85  ) 
une  discussion  très  complète  de  Tcquation  de  Kepler  z  —  a  =  asin-s  par 
celle  méthode.  On  est  conduit  à  calculer  la  racine  de  l'équation  transcen- 
dante e'*(r  —  i)=  e-''{r-\-\)  qui  est  comprise  entre  i  et  2.  M.  Stielljes  a 
obtenu  les  valeurs 

'•1  =  1,  «9967 8^40^57734,         \J.  =  0,66274  3 i  193 49.>.. 

310.  Étude  d'une  fonction  pour  les  valeurs  infiniment  grandes 
de  la  variable.  —  Pour  étudier  une  fonction  y( 3)  pour  les  valeurs 
de  la  variable  dont  le  module  augmente  indéfiniment,  on  peut 
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poser  ^=  — ,,  et  étudier  la  fonction  /(-r')  d^^ns  le  voisinage  de 

l'origine.  Mais  il  est  facile  de  supprimer  cette  transformation 
intermédiaire.  Nous  supposerons  d'abord  que  l'on  peut  trouver 
un  nombre  positif  R  tel  que  toute  valeur  finie  de  z,  de  module 
supérieur  à  R,  soit  un  point  ordinaire  pour/(5).  Si,  de  l'origine 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  R,  on  décrit  un  cercle  C,  la 
fonction /(s)  sera  régulière  en  tout  point  z^  à  distance  finie,  situé 
à  l'extérieur  de  C.  Nous  appellerons  domaine  du  point  à  l'infini 
la  région  du  plan  extérieure  à  C. 

Considérons,  en  même  temps  que  le  cercle  C,  un  cercle  concen- 
trique C,  de  rayon  R'>R.  La  fonction /(:;),  étant  holomorphc 
dans  la  couronne  «circulaire  comprise  entre  G  et  C,  est  égale, 
d'après  le  théorème  de  Laurent,  à  la  somme  d'une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières,  positives  et  négatives  de  -s, 

(53)  /(3)=:    2   A-,»;^"'; 

les  coefficients  A.^  de  cette  série  sont  indépendants  du  rayon  R', 
et,  comme  ce  rayon  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut,  il 
s'ensuit  que  la  formule  (53)  s'applique  à  tout  le  domaine  du  point 
à  l'infini,  c'est-à-dire  à  toute  la  région  extérieure  à  C.  Gela  posé, 
nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer  : 

I**  Lorsque  le  développement  de  /(z)  ne  renferme  que  des 
puissances  négatives  de  Zy 

(54)  /(z)  =  Ao-i-Ai  -  H- A,  -  H-...-I- A,„  -^  -f--.., 

z  z*  Z"' 

la  fonction  /(z)  tend  vers  A©  lorsque  \z\  augmente  indéfiniment; 
on  dit  que  la  fonction  /{z)  est  régulière  au  point  à  V infini,  ou 
encore  que  le  point  à  V infini  est  un  point  ordinaire  de  f{z). 
Si  les  coefficients  Ao,  A|,  A;,i_i  sont  nuls,  A;»  n'étant  pas  nul, 
le  point  à  V  infini  est  un  zéro  d'ordre  m  def{z)] 

2**  Lorsque  le  développement  dey(v)  conlient  un  nombre  fini 
de  puissances  positives  de  z, 

(>5)  /(-«)  =  B,;,^"'-hB,„_|3'«-»H-...-hBi5-+-Ao-f- A,  i  -h  At  -î-  -I-..., 

z  z^ 

le  premier  coefficient  B»,  n'étant  pas  nul,  le  point  à  V infini  est 


l34  CHAPITRE  XIV.   —  FONCTIONS  ANALYTIQUES  D'aPRÉS  CACCHY. 

un  pôle  d^ ordre  m  de  f{z)^  et  le  polynôme  B;,,  3"*  4- ...  -I-  B,  5 
est  \di  partie  principale  relative  à  ce  pôle.  Lorsque  \z\  augmente 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  |/(^)|,  de  quelque  façon  que 
la  variable  z  se  déplace; 

3®  Enfin,  lorsque  le  développement  de  f{z)  contient  une  infi- 
nité de  puissances  positives  de  z,  le  point  à  V infini  est  un  point 
singulier  essentiel  de  /{z).  La  série  formée  par  les  puissances 
positives  de  z  représente  une  fonction  entière  G (5),  qui  est  la 
partie  principale,  dans  le  domaine  du  point  à  Finfini.  Nous 
voyons  en  particulier  qu'une  fonction  entière  admet  le  point  à 
rinfini  comme  point  singulier  essentiel. 

Les  définitions  précédentes  étaient  en  quelque  sorte  imposées 
par  celles  qui  avaient  déjà  été  adoptées  pour  un  point  à  distance 

finie.  Si  l'on  pose  en  effet  z=  —,7  la  fonction  /{z)  se  change  en 

une  fonction  de  z' ,  ^(z^)  =/{  -?  )  >  et  l'on  voit  immédiatement  que 

nous  n'avons  fait  que  transporter  au  point  à  l'infini  les  dénomi- 
nations adoptées  pour  le  point  z'=o,  relativement  à  la  fonc- 
tion <p(s').  En  raisonnant  par  analogie,  on  serait  lente  d'appeler 
résidu  le  coefficient  A.j  de  z  dans  le  développement  (53),  mais 
ce  serait  à  tort.  Pour  conserver  la  propriété  caractéristique,  nous 

appellerons  résidu  relatif  au  point  à  l'infini  le  coefficient  de  - 

changé  de  signe,  c'est-à-dire  —  A| .  Ce  nombre  est  encore  égal  à 


^ip^')"^'' 


l'intégrale  étant  prise  dans  le  sens  direct  le  long  du  contour  du 
domaine  du  point  à  l'infini.  Mais  ici,  le  domaine  du  point  à 
l'infini  étant  la  portion  du  plan  extérieure  à  C,  le  sens  direct 
correspondant  est  le  sens  opposé  au  sens  habituel.  Cette  intégrale 
se  réduit  en  effet  à 


(0     -^  ^^^ 


et,  lorsque  z  décrit  le  cercle  C  dans  le  sens  voulu,  l'argument 
de  z  diminue  de  211  :  ce  qui  donne  — A,  pour  l'intégrale. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'une  fonction  peut  fort  bien 
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être  régulière  à  rinfini,  sans  que  le  résidu  soit  nul;  par  exemple, 

la  fonction  i  H — • 

Si  le  point  à  l'infini  est  un  pôle  ou  un  zéro  pour/(5),  on  peut 
écrire,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

f{z)  =  zV-^{z\ 

[JL  étant  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  est  égal  à  Tordre 
de  la  fonction  changé  de  signe,  et  0(5)  étant  une  fonction  régu- 
lière à  rinfini,  qui  n'est  pas  nulle  pour  5  =  00.  On  en  déduit 

fiz)  ^  ^    ^    o\z)^ 

/{Z)  Z  ^(Z)^ 

la  fonction  ^ — -  est  encore  régulière  au  point  à  l'infini,  mais  son 
développement  commence  par  un  terme  en  -->  ou  de  degré  supé- 
rieur. Le  résidu  de  '^,    ,  est  donc  éffai  à  —  a,  c'est-à-dire  à  l'ordre 

/{z)  ^ 

lie  la  fonction  y( 5)  au  point  à  l'infini.  L'énoncé  est  le  même  que 
pour  un  pôle  ou  un  zéro  à  distance  finie. 

Soity(5)  une  fonction  uniforme  n'admettant  qu'un  nombre 
fini  de  points  singuliers.  La  convention  qui  vient  d'être  faite  pour 
le  point  à  l'infini  permet  d'énoncer,  sous  une  forme  très  simple, 
le  ihéorème  général  suivant  : 

La  somme  des  résidus  de  la  fonction  fi^z)  dans  tout  le  plan, 
y  compris  le  point  à  Cinfini,  est  nulle. 

La  démonstration  est  immédiate.  Décrivons  de  l'origine  comme 
centre  un  cercle  C  renfermant  tous  les  points  singuliers  Aq  f{z)^ 

(autres  que  le  point  à  l'infini).   L'intégrale    l  f{z)dz^  prise   le 

long  de  ce  cercle  dans  le  sens  ordinaire,  est  égale  au  produit 
de  2'ret  par  la  somme  des  résidus  relatifs  à  tous  les  points  singu- 
liers Ae  f{z)  à  dislance  finie.  D'autre  part,  la  même  intégrale, 
prise  le  long  du  même  cercle  en  sens  inverse,  est  égale  au  produit 
de  'iTzi  par  le  résidu  relatif  au  point  à  l'infini.  La  somme  des  deux 
intégrales  étant  nulle,  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  résidus. 
Cauchy  appelait  résidu  intégral  d'une  fonctiony(:;)  la  somme 
des  résidus  de  celte  fonction  pour  tous  les  points  singuliers  à 
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dlslancc  finie.  Lorsqu^il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers, nous  voyons  que  le  résidu  inlégral  est  égal  au  résidu  relatif 
au  point  à  Tinfini  changé  de  signe. 

Exemple,  —  Soit 

/(3)=    ^^^^ 


/Q(^; 


P(-s)  et  Q(5)  étant  deux  polynômes,  le  premier  de  degré  /?,  le 
second  de  degré  pair  2q,  A  l'extérieur  d'un  cercle  G,  de  rayon  K 
supérieur  aux  modules  des  racines  de  Q(5),  la  fonction  /{z)  est 
uniforme,  et  l'on  peut  l'écrire 

'f{z)  étant  une  fonction  régulière  à  l'infini,  qui  n'est  pas  nulle 
pour  5  =  00.  Le  point  à  l'infini  est  un  pôle  poury*(2),  si  />  >  ^,  et 
un  point  ordinaire  si  pSq,  Le  résidu  sera  certainement  nul  s\  p 
est  inférieur  à  q  —  i. 
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311.  Périodes  polaires.  —  L'étude  des  intégrales  curvilignes 
nous  a  révélé  l'existence  de  périodes  pour  ces  intégrales,  lorsque 
certaines  circonstances  se  présentent.  Toute  intégrale  d'une  fonc- 
tion /{z)  de  la  variable  complexe  z  étant  une  somme  d'inté- 
grales curvilignes,  il  est  clair  que  cette  intégrale  pourra  aussi 
posséder  certaines  périodes.  Considérons  d'abord  une  fonction 
analytique  /{z)  ne  possédant  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C 
qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers  isolés,  pôles  ou  points 
singuliers  essentiels.  Ce  cas  est  absolument  analogue  à  celui  que 
nous  avons  étudié  pour  les  intégrales  curvilignes  (I,  n**  153),  et 
les  raisonnements  s'y  appliquent  sans  modification.  Tous  les  che- 
mins intérieurs  au  contour  C  que  l'on  peut  tracer  entre  deux 
points  ^0}  Z  de  cette  région,  et  ne  passant  par  aucun  des  points 
singuliers  de y( s),  se  ramènent  à  un  chemin  déterminé  joignant 
ces  deux  points,  précédé  d'un  nombre  quelconque  de  lacets  dé- 
crits, en  partant  de  Zq,  autour  des  points  singuliers  ai,  a2,* .  • ,  cin 
de/{z).  Soient  Al,  Ao,. .  .,  A„  les  résidus  correspondants  de/(5); 
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l'intégrale  1  /(z)dz^  prise  le  long  du  lacet  entourant  le  point  a,, 
est  égale  à  ±  2TilAi,  et  de  même  pour  les  autres.   Les  diverses 

valeurs  de  l'inlégrale  /  f{z)dz  sont  donc  comprises  dans  la 
formule 

(56)  /    f{z)dz  =:¥{Z)-\-'nzi{mikx-\-  m,Ki~\-.,,~^  ninkn), 

F(Z)  étant  l'une  des  valeurs  de  celle  intégrale,  qui  correspond  à 
un  chemin  déterminé,  cl  mi,  /Tta,  • . .  étant  des  nombres  entiers 
arbitraires,  posîlifs  ou  négatifs;  les  périodes  sont 

Dans  la  plupart  des  cas,  les  points  ^i,  ^2,  > . .,  a,,  sont  des  pôles, 
et  les  périodes  proviennent  de  circuits  infiniment  petits  décrits 
autour  de  ces  pôles,  d'où  le  nom  de  périodes  polaires  qu'on  leur 
donne  ordinairement,  pour  les  distinguer  de  périodes  d'une  autre 
espèce  dont  nous  parlerons  plus  loin. 

Au  lieu  d'une  région  du  plan  intérieure  à  une  courbe  fermée, 
on  peut  considérer  une  portion  du  plan  s'élendant  à  l'infini;  la 
fonction /(2)  peut  alors  avoir  une  infinité  de  pôles,  et  l'intégrale 
une  infinité  de  périodes.  Si  le  résidu  relatif  à  un  point  singulier  a 
de  f{z)  est  nul,  la  période  correspondante  est  nulle  et  le  point  a 
est  aussi  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel  de  l'intégrale. 
Mais^  si  ce  résidu  n'est  pas  nul,  le  point  a  est  un  point  critique 
logarithmique  pour  l'intégrale.  Si,  par  exemple,  le  point  a  est  un 
pôle  d'ordre  m  de  /(z),  on  a,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

et,  par  suite, 

f  /{z)dz=r  C— , ^ r-+-...-4-  B,Lo-fc-«) 

AXA     («—«)* 
-h  Ao(5— .a)-4- Al  ^^ ^  -+-..., 

C  étant  une  constante  qui  dépend  de  l'origine  Sq  et  du  chemin 
suivi  par  la  variable. 


l38     CHAPITRE  XIV.  —  FONCTIONS  ANALYTIQUES  d' APRÈS  CAUCHY. 

Ed  appliquant  ces  considérations  générales  aux  fonctions  ra- 
tionnelles, on  rend  intuitifs  un  certain  nombre  de  résultats  bien 
connus.  Ainsi,  pour  que  Tintégrale  d*une  fonction  rationnelle 
soit  elle-même  une  fonction  rationnelle,  il  est  nécessaire  que  cette 
intégrale  n'ait  pas  de  périodes,  c'est-à-dire  que  tous  les  résidus 
soient  nuls.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  L'intégrale 

définie 

•    dz 


I. 


z  —  a 
». 


admet  un  seul  point  critique  ^  =  a,  et  la  période  correspondante 
est  2^^  ;  c'est  donc  dans  le  Calcul  intégral  que  se  trouve  la  véri- 
table origine  des  valeurs  multiples  de  Log  (z  —  a),  comme  on  Ta 

—  (n®  292).  Prenons  de  même 


l'intégrale  définie 


"•>=/■  7  " 


elle  admet  les  deux  points  critiques  logarithmiques  -j-  t  et  —  i\ 
mais  il  n'y  a  qu'une  seule  période  qui  est  it.  Quand  on  se  borne 
aux  valeurs  réelles  de  la  variable,  les  diverses  déterminations 
de  arc  tang^r  se  présentent  comme  autant  de  fonctions  distinctes 
de  la  variable  x.  Nous  voyons  au  contraire  comment  la  concep- 
tion de  Cauchy  nous  conduit  à  les  considérer  comme  autant  de 
branches  distinctes  d'une  même  fonction  analytique. 

Remarque.  —  Lorsqu'il  y  a*  plus  de  trois  périodes,  la  valeur  de  Finté- 
grale  définie  en  un  point  quelconque  z  peut  être  tout  à  fait  iodétermiDée. 
Rappelons  d'abord  ce  résultat,  emprunté  à  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues (*)  :  Étant  donné  un  nombre  réel  incommensurable  a,  on  peut 
toujours  trouver  deux  nombres  entiers  p  et  q^  positifs  ou  négatifs,  tels 
que  l'on  ait  |/>  -4-  ^a|  <  £,  e  étant  un  nombre  positif  arbitraire. 

Les  nombres  p  el  q  étant  choisis  de  cette  façon,  imaginons  que  Ton 
forme  la  suite  des  multiples  de  />  h-  ^  a.  Tout  nombre  réel  A  est  égal  à  l'un 
de  ces  multiples,  ou  compris  entre  deux  multiples  consécutifs.  On  pourra 
donc  aussi  trouver  deux  nombres  entiers  m  et  n  tels  que  |m-+-/ia  —  A 
soit  plus  petit  que  e.  Cela  posé,  considérons  la  fonction 

'iT^i  \z  —  a        z  —  b        z  —  c        z  —  a / 
(')  On  en  trouvera  un  peu  plus  loin  une  démonstration  directe  (n*  324). 
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a,  bf  c,  hélant  quatre  pôles  difTérents,  et  a,  ^  désignant  des  nombres  réels 

incommensurables.  L'intégrale     /    /{z)dz  admet  les  quatre  périodes  i, 

s» 
2,  t,  e'p.  Soient  \(z)  lu  valeur  de  l'intégrale  prise  suivant  un  chemin  par- 
ticulier de  z^  en  «,  et  M  -f-  Nt  un  nombre  complexe  quelconque.  On  peut 
toujours  trouver  quatre  nombres  entiers  m,  /i,  m',  n'  tels  que  le  module 
de  la  différence 

J  (>s  ) -4-  /n  -H  71  a -+-  i( '^^ H- /l' P )  —  (  M  H-  N  * ) 

soit  inférieur  à  un  nombre  positif  e.   Il   suffira  pour  cela  que  l'on  ait 

|/n-+-  na  — A|<  -,  |m'-f- w'p  — B|  <  ^, 

en  posant  M  +  Nt —  I(-3)  =  A  -f-  t'B.  11  est  donc  possible  de  faire  décrire 
à  la  variable  un  chemin  réunissant  deux  points  donnés  à  l'avance,  ^o»  ^i 

lel  que  la  valeur  de  l'intégrale  1  f(z)dz  prise  le  long  de  ce  chemin  dif- 
fère d'aussi  peu  qu'on  le  veut  de  tout  nombre  donné  à  l'avance.  Nous 
voyons  une  fois  de  plus  le  rôle  prépondérant  du  chemin  suivi  par  la  variable 
pour  la  valeur  finale  d'une  fonction  analytique. 
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explique  de  même  de  la  façoa  la  plus  simple  les  valeurs  multiples 
(le  la  fonction  arcsin^;  elles  proviennent  en  effet  des  diverses 
déterminations  de  Tintégrale  définie 

(57)  F(5)=  r  -j^^-^ 

suivant  le  chemin  décrit  par  la  variable.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  que  Ton  part  de  l'origine  avec  la  valeur  initiale  -{■•  i 
pour  le  radical,  et  nous  désignerons  par  l  la  valeur  de  celte  inté- 
grale, prise  suivant  un  chemin  déterminé  (ou  chemin  direct),  par 
exemple,  suivant  la  ligne  droite  lorsque  le  point  z  n'est  pas  situé 
sur  l'axe  réel  et  en  dehors  du  segment  compris  entre  —  i  et  4-  i; 
lorsque  z  est  réel  el|^|>i,  nous  prendrons  pour  chemin  direct 
un  chemin  situé  au-dessus  de  l'axe  réel. 

Cela  posé,  les  points  5=3=4-1,  z=  —  1  étant  les  seuls  points 

critiques   de  \/i  —  5^,  tout   chemin   conduisant  de  l'origine  au 


l4o  CIIAPITBB  XIV.    —   FONCTIONS  ANALYTIQUES   DAPRKS  CAUCBY. 

point  z  peul  êlre  remplacé  par  une  suite  de  lacets  décrits  autour 
des  deux  points  critiques  +i  et  — i,  suivis  du  chemin  direct. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  étudier  la  valeur  de  l'intégrale 
le  long  d'un  lacet.  Considérons,  par  exemple,  le  lacet  oaniao, 
décrit  autour  du  point  5  =  -+-  i  ;  ce  lacet  se  compose  du  seg- 
ment oa  allant  de  l'origine  au  point  1* —  e,  du  cercle  ama  de 


—00 


^ 


^00 


rayon  e  décrit  de  >5  =  i  comme  centre  et  du  segment  ao.  L'inté- 
grale le  long  du  lacet  est  donc  égale  à  la  somme  des  intégrales 

l'intégrale  le  long  du  petit  cercle  tend  vers  zéro  avec  e,  car  le 
produit  (z  —  0/('^)  ^^^^  aussi  vers  zéro.  D'autre  part,  lorsque  z 
a  décrit  ce  petit  cercle,  le  radical  a  changé  de  signe  et,  dans  l'in- 
tégrale le  long  du  segment  ao,  on  doit  prendre  pour  ^''i  —  x^  la 
valeur  négative.  L'intégrale  le  long  du  lacet  est  donc  égale  à  la 


.i-e 


limite  de  2  f       ■  lorsque  s  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  à  t. 

Nous  remarquerons  que  la  valeur  de  cette  intégrale  ne  dépend  pas 
du  sens  dans  lequel  le  lacet  est  décrit,  mais  on  revient  au  point  de 
départ  avec  la  valeur  —  i  pour  le  ladical. 

Si  l'on  décrivait  le  même  lacet  autour  du  point  ^=4-1,  le 
radical  ayant  la  valeur  initiale  —  i ,  la  valeur  de  l'intégrale  le  long 
du  lacet  serait  égale  à  —  tc,  et  l'on  reviendrait  au  point  de  départ 
avec  la  valeur  -h  i  pour  le  radical.  On  voit  de  la  même  façon 
qu'un  lacet  décrit  autour  du  point  critique  z=  —  i  donne  — t: 
ou  +'7c  dans  l'intégrale,  suivant  que  Ton  part  de  l'origine  avec  la 
valeur  initiale  -f-  1  ou  —  1  pour  le  radical. 

Si  nous  faisons  décrire  à  la  variable  deux  lacets  successifs,  (»n 
reviendra  à  l'origine  avec  la  valeur  initiale  -t-  i  pour  le  radical. 
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el  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  de  ces  deux  lacels  sera  -f-  2Tr,o, 
ou  —  27C,  suivant  l'ordre  dans  lequel  ces  deux  lacets  sont  par- 
courus. Un  nombre  pair  de  lacets  donnera  donc  ini'K  pour  valeur 
de  l'inlégrale,  et  ramènera  le  radical  à  sa  valeur  initiale  -|-  i.  Un 
nombre  impair  de  lacets  donnera  au  contraire  (2m -4-  i)7c  pour 
valeur  de  Tinlégrale,  ci  la  valeur  finale  du  radical  à  l'origine 
sera  —  i.  Il  s'ensuit  que  la  voleur  de  l'intégrale  ¥{z)  sera  de 
l'une  des  deux  formes 

\-r-im-Ky    (2/n -f- i)7r  —  I, 

suivant  que  le  chemin  décrit  par  la  variable  peut  être  remplacé 
par  le  chemin  direct,  précédé  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre 
impair  de  lacets. 

313.  Périodes  des  intégrales  nltrE'-^Uiptiques.  —  On  peut  étu- 
dier de  la  même  façon  les  valeurs  diverses  de  Tinlégrale  définie 

(58)  F,,)=f£i^:. 

où  V{z)  et  R(5)  sont  deux  pol^^nomes  entiers,  dont  le  second  R(5), 
de  degré  /i,  s'annule  pour  n  valeurs  distinctes  de  4, 

Nous  supposerons  que  le  point  :;o  est  distinct  des  poinU  ^1  ?  ^37  •  •  m  ^//  f 
l'équation  11^=^  R(^o)  admet  alors  deux  racines  distinctes,  +  u^ 

et  — iz^;  nous  appellerons  u^  la  valeur  initiale  du  radical  y^R(5). 
Si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  2  un  chemin  de  forme  quelconque 
ne  passant  par  aucun  des  points  critiques  ^1,^2,  . . .,  Cn^  la  valeur 

du  radical  y/R(5)  en  chaque  point  de  ce  chemin  est  déterminée 
par  la  continuité.  Imaginons  que  de  chacun  des  points  ei,e2,  ««m^/m 
on  trace  dans  le  plan  une  coupure  indéfinie,  de  façon  que  ces 
coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  L'intégrale,  prise  depuis  Zq 
jusqu'à  un  point  quelconque  z  suivant  un  chemin  assujetti  à  ne 
traverser  aucune  de  ces  coupures  (ou  chemin  direct),  a  une 
valeur  bien  déterminée  \{z)  pour  chaque  point  z  du  plan.  Nous 
avons  encore  à  étudier  l'influence  d'un  lacet  décrit,  à  partir  de  5o, 
autour  de  l'un  quelconque  des  points  critiques  e/,  sur  la  valeur 


I  |2  CIIAPITRB  XlV.m—  FONCTIONS  ANALYTIQUES  d'APRÉS  CAUCHY. 

de  riotégrale.  Soit  sE/  la  valeur  de  Tinlëgrale  prise  le  long  d'un 
conlour  Tenue,  parlant  de  Zq  et  entourant  le  seul  point  critique  e/, 
la  valeur  initiale  du  radical  étant  {/«;  cette  valeur  ne  dépend  pas 
du  sens  dans  lequel  ce  contour  est  décrit,  mais  seulement  de  la 
valeur  initiale  du  radical  a«  point  z^.  Appelons  en  effet  sE^-  la 
valeur  de  Finlégrale  prise  le  Iod^  du  même  contour  dans  le  sens 
opposé,  la  valeur  initiale  du  radical  ëlAQt  la  même  Uo-  Si  nous 
faisons  décrire  à  la  variable  z  le  contour  considéré  deux  fois  de 
suite  et  dans  deux  sens  opposés,  il  est  clair  <|ae  la  somme  des 
intégrales  obtenues  est  nulle;  mais  Fintégrale  le  foQg  du  premier 
contour  est  2E/,  et  Ton  revient  au  point  Zo  avec  la  Yekur  —  Ua 
pour  le  radical.  L'intégrale  le  long  du  contour  décrit  eii  sens 
inverse  est  donc  égale  à  —  2Ej-,  et  par  suite  Ej.  ==  E/.  Le  conlour 
fermé  considéré  peut  se  réduire  à  un  lacet  formé  par  une  ligne 
droite  ZqO^  le  cercle  c/  de  rayon  infiniment  petit  décrit  autour  de 


Ci  et  la  droite  gZq  {/ig-  78);  l'intégrale  le  long  de  a  est  infiniment 
petite,  puisque  le  produit  {z  —  Ci)        __-  tend  vers  zéro  avec  le 

module  de  z  —  e/.  Quant  aux  intégrales  le  long  de  z^a  et  le  long 
de  azoj  leurs  éléments  s'ajoutent,  et  il  reste 
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riniégrale  ëlaol  prise  suivant  la  ligne  droite,  et  la  valeur  initiale 
du  radical  étant  Uq. 

Cela  étant,  l'intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  qui  se  ramène 
à  la  suite  de  deux  lacets  décrits  autour  des  points  e^,  ep,  est 
égale  à  2E01 — aEp,  car,  après  le  premier  lacet,  on  revient  au 
point  Zq  avec  la  valeur  —  Uq  pour  le  radical;  et  Tintégrale  le  long 
du  second  lacet  est  égale  à  —  aEp.  Après  avoir  décrit  ce  nouveau 
lacet,  on  revient  au  point  ^0  avec  la  valeur  initiale  primitive  Uq. 
Si  le  chemin  décrit  par  la  variable  se  ramène  à  un  nombre  pair 
de  lacets  décrits  autour  des  points  ea,  ^p,  Cy,  ^5,  . . . ,  ex,  ^x  suc- 
cessivement (les  indices  a,  ^,  .  • . ,  x,  X,  étant  pris  parmi  les 
nombres  i,  2,  • . .,  n)  suivi  du  chemin  direct  allant  de  Zo  en  x, 
la  valeur  de  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  est,  d'après  cela  : 

F(z)  =  I -K2(Ea- E3) -f- 2(E^~<  E5) -^^ . .  .-4- 2(Ex— Ex). 

Au  contraire,  si  le  chemin  suivi  par  la  variable  peut  se  ramener  ù 
un  nombre  impair  de  lacets  décrits  successivement  autour  des 
points  critiques  Ca-,  ep,  • . . ,  ^x»  ^»  ^lu  ^^  valeur  de  l'intégrale  est 

F(«)  =  ^(Ea- Ep) -+-. .  .H- 2(Ex  — Ex) -I- 2Ep,- I. 

L'intégrale  considérée  admet  donc  pour  périodes  toutes  les  ex^pres- 
sions  2(E/  —  Ea),  mais  toutes  ces  périodes  se  ramènent  k{n  —  i) 
d'entre  elles 

a>i  =  a(E,— E,,),  a>j=  2(E,— E„),         ...,         co,,_i  =  2(En^,— E«); 
il  est  clair  en  eflTet  que  l'on  peut  écrire 

2(E/—  E,.)  =  2(E/  -  E„)  -  2(  Ea-  E;.)  =  to/-  co/^. 

Comme  d'autre  part  on  a  2E,i  =  Wj^  4-  2E,,,  on  voit  que  toutes  les 
valeurs  de  l'intégrale  définie  F{z)  au  point  z  sont  comprises  dans 
les  deux  formules 

F(;;)  =  I  -+-  m|a>i-h. .  .-h  /w,i_|  u>,|_i, 

F  (s)  =  2E„—  I  -H  /nito,-4-. .  .-h  /n„_itu,i_i, 

mi,  m2,  •  • .,  ^n-î  étant  des  nombres  entiers  arbitraires. 

Ce  résultat  donne  lieu  à  un  certain  nombre  de  remarques 
importantes.  Il  est  à  peu  près  évident  que  les  périodes  doivent 
être  indépendantes  du  point  Zq  choisi  pour  origine;  il  est  facile  do 
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le  vérifier.  Considérons  par  exemple  la  période  2E/ —  aE^;  celle 
période  esl  égale  à  la  valeur  de  Tinlégrale  le  long  d'un  contour 
fermé  F  passant  par  le  point  Zq  et  ne  renfermant  que  les  deux 
points  critiques  e/,  e/t.  Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons 
qu'il  n'y  aitauctin  autre  point  critique  à  l'intérieur  du  triangle 
de  sommets  5o,  ^/,  ^a?  ce  contour  fermé  peut  se  ramener  au  con- 
tour bb'nc'cmb  {fig*  73)  et,  en  faisant  diminuer  indéfiniment 
les  rayons  des  deux  petites  circonférences,  on  voit  que  la  période 
est  égale  au  double  de  l'intégrale 


f 


/H(5) 


prise  le  long  de  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  cri- 
tiques ti^  e/f. 

Il  peut  arriver  que  les  (n — i)  périodes  (Of,  ci>2,  ...,  ton-î 
ne  soient  pas  disliectes.  C'est  ce  qui  a  lieu  toutes  les  fois  que 
le   polynôme   ll(s)  est  de   degré  pair,  pourvu  que  le  degré 

de   P(5)   soit   inférieur  à i.    Du   point  5©   comme  centre 

décrivons  un  cercle  C  de  rayon  assez  grand  pour  que  ce  cercle 
renferme  tous  les  points  critiques,  et  imaginons,  pour  simplifîer, 
que  l'on  ait  numéroté  ces  points  critiques  de  1  à  n  dans  l'ordre 
où  ils  sont  rencontrés  par  une  demi-droite  indéfinie  tournant 
autour  de  z^  dans  le  sens  direct. 

L'intégrale 

V{z)dz 


f 


y/^{z) 


prise  le  long  du  contour  fermé  ZoAMA^o,  formé  du  rayon  jSoA, 
du  cercle  C  et  du  rayon  A^o  parcouru  en  sens  inverse,  est  nulle. 
Les  intégrales  le  long  de  ^0  A  et  le  long  de  A^c  se  détruisent,  car 
le  cercle  C  renferme  un  nombre /?<7tr  de  points  critiques  et,  après 
avoir  décrit  ce  cercle,  on  revient  au  point  A  avec  la  même  valeur 
pour  le  radical.  D'autre  part,  l'intégrale  le  long  de  C  tend  vers  zéro 
lorsque  le  rayon  augmente  indéfiniment,  puisqu'il  en  est  ainsi  du 

produit  -11  ?   d'après    l'iivpothèse  faite  sur  le    degré   du   po- 

lynome  P(5);  comme  celle  intégrale  ne  dépend  pas  du  rayon 
de  C,  il  s'ensuit  qu'elle  est  nulle. 
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Or  le  coiiloui*  considéré  ^qAMA-So  peul  se  ramener  à  la  suite 
des  lacets  décrits  autour  des  points  criliques  ^i,  ^2?  •  •  •>  ^/i?  dans 
l'ordre  même  des  indices.  Nous  avons  donc  la  relation 

•2  Kl -2  E2  -h  2  K3  —  '2  E4  -4-  .  .  .  -+-  '2  E„  -  I  —  "2  E,i  —  o, 

qui  peut  encore  s'écrire 

et  nous  vovoiis  (pie  L's  n  —  1  périodes  de  l'intégrale  se  réduisent 

aux  n  —  2  périodes  o),,  m^,  •  .  . ,  <^«J//_2- 

Considérons  encore  Tintégrale  de  forme  plus  générale 

P(5)dz 

—  f 


/^  q{z)s/HÏT) 


où  P,  Q,  R  sont  trois  polynômes  dont  le  dernier  R(z)  n'a  que  des  racines 
simples.  Parmi  les  racines  de  Q(z),  quelques-unes  peuvent  appartenir  à 
H(-);  soient  ai,  aj,  ...,  a,  les  racines  qui  n'annulent  pas  R(^;.  L'inté- 
grale F(-5)  admet  comme  plus  haut  les  périodes  2( E/ —  E/,),  îE/  désignant 
toujours  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  partant  de  Zq  et  lais- 
sant à  l'extérieur  toutes  les  racines  des  deux  polynômes  Q(2)  et  R(^), 
sauf  e,-.  Mais  elle  admet  en  outre  un  certain  nombre  de  périodes  polaires 
provenant  de  lacets  décrits  autour  des  pôles  %i,  ol^,  ...,  oLg.  Le  nombre 
lotal  de  ces  périodes  est  encore  diminué  d'une  unité  lorsque  R(^)  est  do 
degré  pair  n,  et  qu'on  a  la  relation 


n 


p  et  g  étant  les  degrés  des  polynômes  P  et  Q. 

Exemple.   —  Soit  R(^)  un   polynôme  du  quatrième  degré  ayant  une 

JC^     dz 

Si  R(z)a  une  racine  double  Ci  et  deux  racines  simples  ej,  63,  rinlégrale 

dz 


r^  dz 

J.     {z-e,)y/X{z- 

"9 


^2)(-  —  ^S) 


admet  la  période  aEj — t^Es,  et  en  outre  une  période  polaire  provenant 
d'un  lacet  autour  du  pôle  ei  ;  d'après  la  remarque  faite  tout  à  l'heure,  ces 
deux  périodes  sont  égales.  Si  R(-s)  a  deux  racines  doubles,  on  voit 
aussitôt  que  l'intégrale  a  une  seule  période  polaire. 

G.,  II.  10 
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Si  R(>5)a  une  racine  triple,  l'intégrale 


) 


admet  la  période  aE, —  îEj.  mais  celle  période  est  nulle,  d'après  la 
remarque  générale.  Il  en  esl  de  même  si  \\{z)  a  une  racine  quadruple.  En 
résumé,  si  R(5)  a  une  ou  deux  racines  doubles,  l'intégrale  a  une  pé- 
riode; siK{z)  a  une  racine  triple  ou  une  racine  quadruple^  l'intégrale 
n'a  pas  de  période. 

Tous  ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier  par  l'intégration  directe. 

314.  Périodes  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce*  — 
l^'inlégrale  elliptique  de  première  espèce 


'""I. 


dz 


v/RU) 


où  R(w)  est  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
premier  avec  sa  dérivée,  admet  deux  périodes,  d'après  la  théorie 
générale  qui  précède.  Nous  allons  démontrer  que  le  rapport  de 
ces  deux  périodes  est  imaginaire. 

Nous  pouvons  supposer,  sans  nuire  à  la  généralité,  que  R(5) 
est  du  troisième  degré.  Soit  en  efTet  Ri(^)  un  polynôme  du  qua- 
trième  degré;   si  a  est  une  racine  de  ce  polynôme,   en   posant 

z  =  a-i — »  il  vient  (I,  n°  HO,  p.  260) 

dz  r     dy 


r _dz^ _     r     dy 

J  7mT)  ~  J  v^RTr 


R(^)  étant  un  polynôme  du  troisième  degré,  et  il  est  évident  que 
les  deux  intégrales  ont  les  mêmes  périodes.  Si  R(5)  est  du  troi- 
sième degré,  on  peut  supposer  qu'il  admet  les  racines  o  et  i ,  car 
il  suffit  d'une  substitution  linéaire  z  =  ol  -r-  ^y  pour  être  ramené 
à  ce  cas.  En  définitive,  tout  revient  à  établir  que  l'intégrale 


<^9)  r'(-)=  /    --^==_^"z 


z)(  a  —  z) 


où  a  est  différent  de  zéro  et  de  un,  admet  deux  périodes  dont  le 
rapport  est  imaginaire. 

Si  a  est  réel,  la  propriété  est  évidente;  si,  par  exemple,  a  esl 
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supérieur  à  un,  l'iotégrale  admet  les  deux  périodes 

dz 

)  J,      \/z{\  —  z){a-'Z) 


147 


/-*  dz  r^  dz 


dont  la  première  est  réelle,  tandis  que  la  seconde  est  égale  au  pro- 
duit de  i  par  un  nombre  réel.êAucune  de  ces  périodes  ne  peut 
<l'ailleurs  être  nujje.  , 

Su|>posons  maintenant  que  a  est  imaginaire,  par  exemple  que 
Je  coeflîcieiit  de  i  dans  a  est  positif.  On  peut  encore  prendre  pour 

Tune  des  périodes 

r^  dz 

=  2    /       —  ■  • 


Ql 


nous  appliquerons  à  cette  intégrale  la  formule  de  M.  Weierstrass 


{n®  289).  Lorsque  ;;  varie  de  o  à  i ,  le  facteur 


reste  po- 


sitif, et  le  point  d'aflîxe 


v/a 


\/z{i  —  z) 
décrit  une  courbe  L  dont  il  est 


iacile  de  se  faire  une  idée.  Soit  A  le  point  d'affixe  a;  lorsque  z 


Fig.  74. 


varie  de  o  à  i ,  le  point  a  —  z  décrit  le  segment  AB  parallèle  à  O^ 
€t  de  longueur  égale  à  v\\\  {Jlg-  74)* 

Soient  Op  et  Oq  les  bissectrices  des  angles  que  font  avec  Ox 
les  droites  OA  et  013,  Op'  et  O^'  leurs  symétriques  par  rapport 

à  Ox,  Si  nous  prenons  pour  détermination  de  \Uc  —  :;  celle  dont 
l'argument  est  compris  entre  o  et  -  ;  le  point  d'affîxe  \/a  —  z  décrit 
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un  arc  aj3,  allant  d'un  point  a  sur  Op  à  un  point  j3  sur  Oq\  le 

point  décrira  donc  un  arc  a'jî'  allant  d'un  point  a'  de  Op'  à 

y  a  —  z 

un  point  P'  de  Oq' ,  La  formule  de  Weierstrass  nous  donne  ici 

i2,=  2Z,    /      -— =^ir=   =  -ATlZi, 

Z|  étant  l'affixe  d'un  point  situé  à  l'intérieur  de  tout  contour  con- 
vexe enveloppant  l'arc  a'j3'.  Il  est  clair  que  ce  point  Z|  est  situé 
dans  Tangle />'0<7',  et  qu'il  ne  peut  être  à  l'origine;  son  argument 

est  donc  compris  entre  —  -J-'  et  o. 

On  peut  prendre  pour  seconde  période 


ou,  en  posant  z  =  at^ 

i>,  = 


/••  cit 

U=2    /        —= =.— ^   . 

Jo     )/^K^   ~t}{\  —  at) 


Pour  appliquer  la  formule  de  M.  Weierstrass  à  celle  intégrale,, 
remarquons  que,  t  croissant  de  o  à  i ,  le  point  r/^  décrit  le  seg^- 
ment  O  A  et  le  point  d'nffixe  i  —  at  décrit  le  segment  égal  et  pa- 
rallèle allant  de  :;  ==  i  au  point  C.  Eu  choisissant  convenablement  la 
valeur  du  radical,  on  voit  comme  tout  à  l'heure  que  Ton  peut  écrire 


r'_    di 


) 


Zo  étant  une  quantité  imaginaire  différente  de  zéro,  dont  Vargu- 

r  .  U  Z 

ment  est  compris  entre  o  et  f-  Le  rapport  des  périodes  -^  ou  ~~ 

est  donc  imaginaire. 


EXERCICES. 

1.  Développer  la  fonction 

Suivant  les  puissances  de  x^  m  étant  un  nombre  quelconque 
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Trouver  le  rayon  du  cercle  de  convergence. 

2.  Trouver  les  différents  développements  de  la  fonction  — — , 

*^  (2*-hi)(-3— a) 

suivant  les  puissances  positives  ou  négatives  de  z,  d'après  la  position  du 
point  z  dans  le  plan. 

3.  Calculer  l'intégrale  définie    j  z^Loç;!^ \dz  le  long  d'un  cercle 

de  rayon  égal  à  2,  décrit  de  l'origine  pour  centre,  la  valeur  initiale  du 
logarithme  au  point  z  =  7.  étant  réelle.  Calculer  l'inlégrale  définie 


/ 


dz 


^z^-h  z  -h  l 
le  long  du  même  contour. 

4.  Soit  f(z)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  courbe  fer- 
mée G  renfermant  l'origine.  Calculer  l'intégrale  définie    /  /' (z)  Logz  dz, 

prise  le  long  de  la  courbe  C  à  partir  d'une  valeur  initiale  ^o- 

5.  Démontrer  la  formule 

^*  dt  i.3.5...(5in  — 1) 


/ 


_  (l-h^)"-^^  -2.4.6.  .  .'2/1 


tt; 


en  déduire  les  inté^^rales  définies 


,+  •  ,.  x»-4-ao 


6.  Calculer,  au  moyen  de  la  théorie  des  résidus,  les  intégrales  définies 
suivantes  : 


stnmxdr  ,  ,  , 

—, — T — ^»  m  et  a  étant  réels, 

cosaar  '.      .     '   I 
r  aj7,  a  étant  réel, 


f 

r 

/         r~i â-' TTZ Z 7f         a  et  3  étant  réels, 

r  cosx  dx 

Je  ^jx^ji  —  x)    ,                                      r'^'^  x]of^x  dx 

Jr  sinaj:  —  f^'inbx    .                                      #    '        .      »   1       .          •.•r 

f  dx,  a  et  0  étant  réels  et  positifs, 

o  x^ 
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r.t 


(  Pour  évaluer  celte  dernière  intégrale,  on  intègre  la  fonction 
le  long  du  contour  de  la  figure  69.  j 

7.  L'intégrale  définie    / 7; — -^- — -;- est  égale,  guand  elle  a 

^  ./o     A-+-G-(A-C)coso  *"      '^ 

une  valeur  finie,  à  s  -  _L , >  s  étant  égal  à  ±1,  et  choisi  de  telle  façon  que 
le  coefficient  de  i  dans soit  positif. 


8.  Soient   F(z)  et   G(-;)  dcu\   fonctions  liolomorphes,   et  -s  =  a  une 
racine  double  de  G(z)  =  d,  n'annulant  pas  F(^);  le  résidu  correspondant 

^"^  GTi)  '''  ^^^*  ^ n&T^^ 

Le  résidu  de  r^^ — —^  pour  une   racine   simple  a  de  G{z)-=o  est  de 
^éme  égal  a ^^^^^^ 

9.  Dénoonlrer  la  formule 


r 


dx  Tzi 


_j     {X  —  a)^\  —  x^        v^i  —  a* 

l'intégrale  étant  prise  suivant  l'axe  réel,  avec  la  valeur  f)Ositive  du  radical, 
et  a  étant  un  nombre  complexe  ou  un  nombre  réel  dont  le  module  est 

supérieur  à  un.  Préciser  la  valeur  que  l'on  doit  prendre  pour  yi— -a*. 

(iz  r        dz 

S  et  Si  désignent  deux  contours  formés  de  la  manière  suivante.  Le  con- 
tour S  se  compose  d'une  droite  OA  (que  l'on  fait  grandir  indéfiniment) 
placée  suivant  Ojt,  du  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OA,  enfin  de  la 
droite  AO.  Le  contour  Si  est  la  suite  des  trois  lacets  qui  enveloppent  les 
points  a,  6,  c^  dont  les  affixes  sont  les  racines  <ie  Téquation  z^-^\  =^  o, 
Etablir  la  relation  entre  les  deux  intégrales 


I  " — :,    /  — :  7  dans  lesquelles 


r^'^     dx  r^     dt 


à  laquelle  on  est  conduit  par  cette  comparaison. 

11.  En  intégrant  la  fonction  e""='  le  long  du  contour  du  rectangle  formé 
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par  les  droites  y  =o   y  ^  b,  j^  =  -hR,  x  =  —  R,  et  faisant  croître  R 
indéfiniment,  établir  la  relation 


/         e— **  co?>ibx  dx  =  sj-r.e-^^. 


•     —  «0 


12.  On  intègre  la  fonction  e- •;;"-',  où  n  est  réel  et  positif,  le  lonj; 
d*un  contour  formé  par  un  rayon  OA  placé  suivant  O^,  d'un  arc  de 
cercle  AB  décrit  du    point  O   pour  centre   et    OA   pour   rayon,   et   un 

rayon  BO  tel  que  l'angle  a  =  AOB  soit  compris  entre  o  et  —  •  En  faisant 
croître  OA  indéfiniment,  déduire  du  résultat  obtenu  les  intégrales  définies 

f         u'^-^e-^'^cosbu  du,  j         u'-^  e-^^smbu  du^ 

0  ^  n 

a  et  6   étant  réels   et  positifs.    I^es   formules   obtenues   subsistent   pour 
a  =  -  »  pourvu  que  l'on  ait  n  <  i. 

13.  Soient  m,  m\    n  des  nombres    entiers   positifs  (m  <^  riy   m'-l^n) 
Établir  la  formule 

—  dt  —  —    cot  (  — t:  —  cot  ( t:    . 

^  I  — «*«  in  l        \      in      I  \      'in      J    J 

1-4.  Déduire  de  la  formule  précédente  la  formule  d'Euler 

«.^0         I -f- /*'*  ~~  .    /um-^-i 

'2/1  sin  (  —  TT 

\      in 

15.  Si  la  partie  réelle  de  a  est  po»iitive  et  inférieure  à  Tunité,  on  a 

e^^  dx 


r       e<^^  dx  _       T 
/  I  -h  c'^        sintt- 

%^'  _-    on 


[ 


On  peut  le  déduire  de  la  formule  39,  pa^^e  rii,  ou  intégrer  la  fonc- 


lion  le  Ion;;  du  contour  du  reclan;^le  formé   par  Ie<^  droites  y  —  o. 

I  -+-  e*  '^  * 

jr  =  2  7:,  X  =  -h  Wy  X  =  —  R,  et  faire  croître  ensuite  R  indéfiniment. 
16.  Démontrer  de  même  la  formule 


£ 


*   ^ax f»/)x 


=  T:{coiai:  —  colbr.). 


I  —  e-^ 
les  parties  réelles  de  a  et  de  b  étant  positives  et  plus  petites  que  un 
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[On  prendra  pour  conlour  d'intégration  le  rectangle  formé  par  les 
droites  y  =  o,  y  —  iz,  t  =  W,  .r  r=  —  R,  et  l'on  se  servira  de  l'exercice 
précédent.] 


17.  De  la  formule 


.  n{n  —  i) .  . .(  n  —  A*  -i-  i  ) 
ri 


où  n  et  k  sont  des  nombres  entiers  positifs,  et  G  un  cercle  ayant  pour 
centre  l'origine,  déduire  les  formules 


1      ( '2  cos u  y-^^' cos ( //  —  A  )udu  =  T, 


•    0 

•  '^     X*'* dx    _       i  .'i.'j.  . .  ('Mt  —  I ) 

•2.4.0...UW 


(  /i  -1-  I  )C  /i  -+-  'Jt  ) . . .  (  /i  -I-  /»•  ) 

l     .'À   ,     m     ,     K 


I 


[On   pose  -3  =r=  e-'",   puis  cosm=j',   et  l'on    remplace  n  par  n -h  k  et 
A-  par  /?.] 

*i8.  L'intégrale  définie 

*(-)-/■       -7 %.^ ,' 

J        I  —  a\x->r-\/x^ —  ICOSCpj 

quand  elle  a  une  valeur  finie,  est  égale  à  zh  — —      -"  >  suivant  les 

v/i  —  iix  -f-  a* 

positions  relatives  des  deux  points  a  ot  x.  Déduire  de  là  l'expression  du 

^^iiHie  polynôme  de  Legendre,  due  à  Jacohi, 


X,|  =  -    I      (.r-i-/.r* — icos^)"<i^^. 

*19.  Etudier  <le  môme  l'intégrale  définie    /       '  >  et 

J       X  —  a  H- /a?* — icoscp 

déduire  du  résultat  la  formule  de  Laplace 


-.==/ 


(io 


,/i^-i 


(.r  -+-  /:r-  —  l  coso)' 

où  £  —  r'-i,  suivant  que  la  partie  réelle  «le  x  est  positive  ou  négative. 

*iO.  Etablir  cette  dernière  formule  en  intégrant  la  fonction 

I 


5«  »-i  /i 'IXZ 


^2 


le  long  d'un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  et  dont  on  fait  grandir  le 
rayon  indéfiniment. 
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'21.  Sommes  de  Gauss.  —  Soit  T^=  e  '^    (n  et  s  étant  entiers)  et  S,,  la 
somme  To-f- Ti -+-...-+- T„_i.  Démontrer  la  formule 

(  ï-4-  /)(l  -f-  l'") 


i  l-T-  Mil  -t-  *"••;      r- 


e    " 


[On  applique  le  théorème  des  résidus  à  la  fonction  o{z)  =     ^^^,  -j^  » 

on  prenant  pour  contour  d'inléfjration  les  côtés  du  rectangle  formé  par  les 
droites  x  =  o,  x  =  n,  y  —  -^  R,  r  =  ~  U,  en  y  joignant  deux  deini-cir- 
oonférences  de  rayon  e  décrites  des  points  j- =  o,  x  =  n  pour  centres, 
afin  d'éviter  les  pôles  j  =  o,  c  —  /i  de  o(  z):  puis  on  fait  croître  R  indé- 
finiment.] 

22.  Soit/(>3)  une  fonction  liolomorplie  à  l'intérieur  d*un  contour  fermé  T 
renfermant  les  points  a,  6,  c,  .  . .,  /;  a,  3,  . . . ,  X  étant  des  nombres  entiers 
positifs,  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 

relatifs    aux    pôles    a,    b.    c,    /    est    un    polynôme    F{x)    de    t\iisri* 

a  -f-  p  -^.  .  .-h  /  —  I ,  satisfaisant  aux  relations 

F(a)=f(ah         F'(a)-/"(^0 F'^'"(a)  -/^^-'^a), 


[On  s'appuie  sur  la  relation  F(.r)  —  f{.T)~\ ;    /     r:^(z)dz. 

'23.  Soit /(s)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  G  de 
centre  a.  Soient  d'autre  part  «i,  aj,  ...,  a,/,  ...  une  suite  indéfinie  de 
points  intérieurs  à  ce  cercle  G,  le  point  a,,  ayant  pour  limite  le  point  a 
lorsque  n  croît  indéfiniment.  Pour  tout  points  intérieur  à  G,  on  a  le  déve- 
loppement 

■^™  "  n  '  "-h  } 

//-l 

OÙ 

V„(z)  =  (z  —  cii)(  z  —  «  J  ) . . .  (  ^  —  a,i). 
[  Lai  RKNT,  Journal  de  Mathématiques  y  5*  «îérie,  t.  VIII,  p.  3>.*.| 
[On  s'appuie  sur  la  formule  suivante,  facile  à  vérifier, 
I       I  X  —  a\ 

z  — X  z  —  <7|  (5  —  ^t\)K^  ^*) 

(.r  —  ^,).  .  .(.r  —  «;,_,)  I        {x  —  a{).  .  .{X  —  a,,) 

{z  —  ai).,  .(j  —  aa-\){z  —  an)       z  —  x  (z  —  «i)*.  .(5  —  an)  ' 

et  l'on  procède  comme  pour  établir  la  formule  de  Taylor.] 
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24.  Soit  Zo  =  a~\-bi  une  racine  d'ordre  n  de  l'équation/(>3)  =  X-i- Y*  =  o, 
la  fonction  f(z)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage.  Le  point ar  —  a,^  =  A 
est  un  point  multiple  d'ordre  n  des  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o;  les  tan- 
gentes en  ce  point  à  chacune  de  ces  courbes  forment  une  rose  des  vents 
et  les  rayons  de  l'une  sont  les  bissectrices  des  rayons  de  Tautre. 

25.  Soit  /(5)  —  Xh- lY  =  Ao5'"H- A,3'"-»-f-...-f- A,„  un  polynôme 
d'ordre  m  à   coefficients   quelconques.  Toutes   les  asymptotes  des   deux 

courbes  X  =  o,  Y  =  o  passent  par  le  point  d'affixe j— i  et  sont  dis- 

m  Aq 

posées  comme  les  droites  de  l'exercice  précédent. 

'26.  Série  de  Burmann.  —  Étant  données  deux  fonctions /(a?),  F(x) 
d'une  variable  57,  la  formule  de  Burmann  donne  le  développement  de  Tune 
d'elles  sui\ant  les  puissances  de  l'autre.  Pour  préciser  le  problème,  pre- 
nons une  racine  simple  a  de  l'équation  F(x)  =  o  et  supposons  que  le*; 
deux   fonctions  /{x)  et  F{x)   soient   holomorphes  dans  le  domaine   du 

point  a.  Dans  ce  domaine,  on  a 

_^  X  —  a 

la  fonction  o(x)  étant  régulière  pour  x  =z  a,  si  a  est  racine  simple 
de  F{x)  —  o.  En  représentant  F(x)  par  ^,  la  relation  précédente  est 
équivalente  à 

X  —  a  — y^(x}  =  o 

et  l'on  est  ramené  à  calculer  le  développement  de  /{x)  suivant  les  puis- 
sances de  j'  (formule  de  Lagrange). 

*27.  Équation  de  Kepler.  —  I/équaiion  z  —  a  —  e  s'inz  =  o,  où  a  et  e 
sont  deux  nombres  positifs,  a  <  r,  e  <  i ,  admet  une  racine  réelle  comprise 
entre  o  et  r,  deux  racines  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  mr 
et  (m  -h  i)?:,  lorsque  m  est  un  nombre  positif  pair,  ou  négatif  impair  ;  si  m 
est  un  nombre  positif  impair,  ou  négatif  pair,  il  n'y  a  aucune  racme  dont 
la  partie  réelle  soit  comprise  entre  nnz  et  (m-^i)Tz.  [Briot  et  Bouquet, 
Théorie  des  fonctions  elliptiques,  2*  édit.,  p.  199.] 

[On  étudie  la  courbe  décrite  par  le  point  u  =^  z  —  a  —  e  sin>3,  lorsque  a 
variable  z  décrit  les  quatre  côtés  du  rectangle  formé  par  les  droites 
X  ==  miZf  X  =  (m  -h  1)71,^  =  -+-  [\,y  =  —  R,  B  étant  un  nombre  très  grand.] 

*28.tPour  des  valeurs  très  grandes  de  /??,  les  deux  racines  de  l'exercice 
précédent  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  2/717:  et  (a/n-h  i)*ïr  sont 

à  peu  près  égales  à  imiz  -\ — ^  ±:  i\  log  (  -  )  +  log(  2  m  7:  -h  —  j  1  • 

[GoLRiER,  Annales  de  V École  Normale,  2*  série,  t.  VII;  p.  78.] 


CHAPITRE  XV. 

FONCTIONS   UNIFORMES, 


La  première  partie  de  ce  Chapitre  est  consacrée  à  la  démonstra- 
tion des  théorèmes  généraux  de  Weierstrass  (*)  et  de  M.  Mitlag- 
Leffler  sur  les  fonctions  entières,  et  les  fonctions  uniformes  ayant 
une  infinité  de  points  singuliers.  J*en  fais  ensuite  Tappiication 
aux  fonctions  elliptiques.  Je  ne  pouvais  songer  à  développer  cette 
théorie  d'une  façon  quelque  peu  complète  dans  un  petit  nombre 
de  pages;  aussi  me  suis-je  borné  à  indiquer  à  grands  traits  les 
points  essentiels,  de  façon  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte 
de  l'importance  de  ces  fondions.  Quant  à  ceux  qui  voudront 
pousser  plus  loin  Tétude  des  fonctions  elliptiques,  ou  en  faire  des 
applications,  un  simple  Cours  d'Analyse  ne  saurait  leur  suffire; 
ils  seront  toujours  obligés  d'avoir  recours  aux  Traités  spéciaux. 


I.  FACTEURS  PRIMAIRES  DE  WEIERSTRASS.  —  THEOREME 

DE  MITTAG-LEFFLER. 

315.  Expression  d'une  fonction  entière  par  un  produit  de  fac- 
teurs primaires.  —  Tout  poljnome  de  degré  m  est  égal  au  produit 
d'une  constante  par  m  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  égaux  ou  iné- 
gaux, et  cette  décomposition  mrt  eu  évidence  les  racines  de  ce 
polynôme.  Euler  avait  obtenu  le  premiei*  poursini;  un  développe- 
ment en  produit  infini  analogue»  mais  les  fadeurs  de  ce  produit, 
que  nous  verrons  plus  loin,  sont  du  second  degré  en  z.  Cauchy 

(*)  Les  théorèmes  de  M.  Weierstrass  qui  vont  être  exposés  ont  été  publiés  dans 
son  Mémoire  sur  les  fonctions  uniformes  d'une  xariable  {Mémoires  de  l^ Aca- 
démie de  Berlinj  iS-fi).  M.  Picard  a  donné  une  traduction  de  ce  Mémoire  dans 
les  Annales  de  l'École  normale  supérieure  (1H79).  L'ensemble  des  recherches  de 
M.  Mittag-Leffler  se  trouve  dans  un  Mémoire  de:»  Acta  Mathematica  (t.  II). 
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avait  reconnu  que,  dans  certains  cas,  on  est  conduit  à  adjoindre  à 
chacun  des  facteurs  binômes,  tels  (|iie  jr  —  a^  un  facteur  exponen- 
tiel convenable.  Mais  c'est  M.  Weierstrass  qui  a  traité  le  premier  la 
question  dans  toute  sa  généralité,  en  montrant  que  toute  fonction 
enlie»re,  admettant  une  infinité  de  racines,  peut  être  exprimée  par 
le  produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  dont  chacun  ne  s'an- 
nule que  pour  une  seule  valeur  de  la  variable. 

Nous  connaissons  déjà  une  fonction  entière  ne  s'annulant  pour 
aucune  valeur  de  z^  c'est  c^  ;  il  en  est  de  môme  de  eS^^\  g{^)  étant 
un  polynôme  ou  une  fonction  entière.  Réciproquement,  toute 
fonction  entière  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  z  est  de 
cette  forme,  lin  effet,  si  la  fonction  entière  G(5)  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  5,  tout  |)oint  z  =^  a  est  un  point  ordinaire  pour 

^   ,  qui  est  par  consé(|uent  une  fonction  entière  g\  (z), 
en  intégrant  les  deux  membres  entre  les  limites  3o,  z^  il  vient 

g{z)  étant  une  nouvelle  fonction  entière  de  r,  et  l'on  a 

I.e  second  membre  est  bien  de  la  forme  voulue. 
Si    une    fonction    entière    0(-3)    n'admet  que   n   racines    a,, 
r/2»  .  •  .,  ciu^  distinctes  ou  non,  la  fonction  G(r)  est  évidemment 

de  la  forme 

G{z)  -    i z  —  a\){z  —  «j) . . .  (z  —  an)ef^^^\ 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'équation  G{z)^^o  admet 
une  infinité  de  racines,  (uomme  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre 
fini  de  racines  de  module  inférieur  ou  égal  à  un  nombre 
quelconque  R  (n"299),  si  nous  rangeons  ces  racines  de  façon  que 
le  module  n'aille  jamais  en  diminuant,  chacune  des  racines  figure 
ù  un  rang  déterminé  dans  la  suite  obtenue 

(1)  ^ÏJ»       ÛE«,        •••>       ^/l>       ^/l-4-lï        •••1 

OÙ    Ton  a  j<7/i|  ^j^/i+i  |,   et  où   |a,/|  augmente    indéfiniment  avec 
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rindice  n.  Nous  supposerons  que  cliacune  des  racines  figure  dans 
celle  suile  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de  multiplicilé,  et 
que  Ton  n^y  fait  pas  figurer  la  racine  5  — -  o,  si  G(o)  =  o.  Nous 
allons  d'abord  montrer  comment  on  peut  former  une  fonction 
entière  G|(c)  admettant  pour  racines  les  termes  de  la  suite  (i), 
el  celles-là  seulement. 

Le  produit  (i ^je^''=',  où  Qv(^)  désigne  un  polynôme,  est 

une  fonction  entière  qui  ne  s'annule  (|ue  pour>3  =  a„.  Nous  pren- 
drons pour  Qv(^)  "n  |)oljnome  de  degré  v  que  l'on  détermine  de 
la  manière  suivante;  nous   pouvons  écrire  le  produit  précédent 

Qvl:.i+-l.o(ç(  1——  ) 

e  ^     ""  , 

et  en  remplaçant  Logf  i —)  par  son  développement  en  série 

enlirre,  le  développement  de  l'exposant  commencera  par  un  terme 
de  degré  v  -h  i ,  pourvu  que  l'on  prenne 

Le  nombre  entier  v  est  encore  indéterminé.  Nous  allons  montrer 
qu'on  peut  choisir  ce  nombre  v  en  fonction  de  n  de  façon  que  le 
produit  infini 


\ 


soit  absolument  et  uniformément  convergent  dans  tout  cercle  G 
de  rajon  R,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  aussi  grand  que 
soit  R.  Le  nombre  R  étant  fixé,  soit  a  un  nombre  positif  inférieur 
à  un.  Mettons  à  part  dans  le  produit  (a)  les  facteurs  correspondant 

aux  racines  a//  dont  le  module  ne  dépasse  pas  —  •  S'il  y  a  <7  racines 

satisfaisant  à  cette  condition,  le  produit  des  q  facteurs 

7 


F,(z)=JJ(  1——  le«^(^) 


rt/i 


représente  évidemment  une  fonction  entière  de  c-;  considérons  le 
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produit  des  facteurs  à  partir  du  (  7  -1-  i)*  "* 

-+-«0 


F.(.)=n('-i)^'""- 


Lorsque  z  reste  à  Tintrrieur  du  cercle  de  rayon  R,  on  a  [sj^R, 

et  comme  l'on  a  \a,t\  >>  —  »  lorsque  n  >  </,  il  s'ensuit  que  l'on  a 

aussi  |3l<<a|a,^|.  Un  facteur  de  ce  produit  peut  donc  s'écrire, 
d'a|)rès  la  façon  dont  on  a  pris  Qv(5), 


si  l'on  désigne  ce  facteur  par  i  -h  £/,^.  on  a 


Un=e     v-Kl 


Tout  revient  à  démontrer  qu'en  choisissant  convenablement  le 
nombre  v  la  série  dont  le  terme  général  est  U//=  \un\  est  unifor- 
mément convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R  (n**  284).  D'une 
façon  générale,  m  étant  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire, 

on  a 

I  «"*  —  1 1  <  ei'"i  —  I  ; 

on  a  donc,  a  fortiori, 


Ua  <  e''--» 


"1.1        V       V-h 


-Hî 


n. 


V-t-3 


tt. 


••••)_. 


ou,  en  observant  que  [^|  <<  a]6r„|,  lorsque  |:;|  est  <<  R, 


U„  <  e^-^-'  i^" 


V  M       1 


1-a, 


I. 


Mais,  X  étant  un  nombre  réel  et  positif,  e^ —  i  est  inférieur  à  ^re-*^; 
par  suite,  on  a  encore 


U«< 


V  H-1 


-    v^  I        , 
«/*  I        i  —  a 


1 


V  -t-  ! 


;;     V+1    el-^ 


a 


/» 


I  —  a 


Pour  que  la  série  dont  le  terme  général  est  U„  soit  uniformé- 
ment convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R,  il  suffira  qu'il  en  soit 

•  S'il  existe 


de  môme  de  la  série  dont  le  terme  général  est 


a 


n 


un  nombre  entier/?  tel  que  la  série  ^  —     s^'**  convergente,  il 
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suffira  de  prendre  v  =/?  —  i .  S'il  n'exîsle  pas  de  nombre  entier /> 

jouissant  de  celte  propriété  (*),  il  suffira  de  prendre  v  r= /i  —  i. 

"  i/i 
En  effet,  la  série  dont  le  terme  «énéral  est   —  i    est  uniformément 

convergente  dans  le  cercle  de  ravon  R,  car  ses  termes  sont  plus 

petits  que  ceux  de  la  série  ^  —     >  et  la  racine  /i^'"'*'  du  terme 

i^énéral  de  cette  dernière  série,  ou    —  »  tend  vers  zéro  lorsque  n 

(1,1 

auj^menle  indéfiniment  (-). 

On  peut  donc  toujours  choisir  le  nombre  entier  v  de  façon  que 
le  j)roduit  infini  F2(5)  soit  absolument  et  uniforménient  conver- 
gent dans  le  cercle  de  rayon  R;  ce  produit  peut  élre  remplacé  par 
la  somme  d'une  série  uniformément  convergenle  (n°  28i)  dont 
tous  les  termes  sont  liolomor|)hes.  Ce  produit  F2(:î)  est  donc 
lui-même  une  fonction  holomorplie  dans  ce  cercle  (n"  298).  En 
multipliant  E2(2)  P»»*  le  produit  F,  (5)  qui  ne  contient  qu'un 
nombre  fini  de  facteurs  liolomorphes,  on  voit  que  le  produit 
infini 


-»-• 


(3) 


G,(^)  =  JJ 


I  -  -  -    e^ 


/i  =  l 


est  lui-même  absolument  et  uniformément  convergent  à  l'inté- 
rieur du  cercle  C  de  rayon  R,  et  représente  une  fonction  holo- 
morphe  dans  ce  cercle.  Comme  le  rayon  R  peut  être  pris  arbitrai- 
rement et  que  v  ne  dépend  pas  de  ce  rayon,  ce  produit  est  une 
fonction  entière  G|(-:;)  qui  admet  pour  racines  les  différents 
termes  de  la  suite  (i),  et  celles-là  seulement. 

Si    la   fonction    entière   G(:;)   adinot   en   onlic   le    point    :;  =^  o 


(')   Soit  par  exemple  a„  =  log«(«  1:  a  ).   La  série  dont  le  terme  général  est 
{\o%n)~f  est  divergente,  quel  que  soit  le  nombre  positif  /?,  car  la  somme  des 

in  —  i)  premiers  termes  est  supérieure  a  ~. -»  expression  qui  augmente  in- 

'   *^  ^  (log/i)^ 

définiment  avec  n. 

(-)  M.  Borel  a  fait  remarquer  qu'il   suffit  de  prendre  pour  v  un   nombre  tel 


que  V  4-1  soit  plus  grand  que  log«.  En  effet,  la  série    >^ 


lojç»» 


est  convergente, 


n 


"«I.  A  pailir  d'une  valeur 


1      I     M* 
car  le  terme  général  peut  s  écrire  e  l"/il  =  n 

de  n  assez  grande,  — rf-  sera  supérieur  à  e-,  et  le  terme  général  inférieur  à  —^' 


iCjO  CIIAPJTRE   XV.    —    FONCTIONS    LNIFORMKS. 

G(  z) 
comme  zéro  d'ordre  /?,  le  qiiolienl  — ^~  —  est  une  fonclioii  ana- 

'^  »  zpGi(z) 

1^'lique  qui  n'admet  dans  (ont  le  plan  ni   pôle,  ni  zéro.  C'est  donc 

une  (onction  entière  de  la  forme  <?"f-'^  ©  (^)  éla'^l  "n  poljnome 

ou   une  fonction   entière,  et   nous  avons  pour  la   fonclion   G{z) 

l'expression  suivante 


+-  « 


(4)  G(^) -=  e^t-'^/'TTn-  --le«-«='. 


n  =  î 


La  fonction  entière  g{z)  peut  à  son  tour  être  remplacée  d'une 
infinité  de  manières  par  la  somme  d'une  série  uniformément  con- 
vergente de  polynômes 

^{^)  =  gi(^)-\-  s'f(^)-^"-'^  srn(^)-^"^ 
el  la  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 


G(.)=^pJj;(.-^)eQ->-...-: 


n  =  1 


les  facteurs  d(î  ce  produit,  dont  chacun  ne  s'annule  que  pour  une 
valeur  de  :;,  sont  appelés  yac^^;//*^  primo  ires. 

Le  produit  (4)  étant  absolument  conver<»ent,  on  peut  ranger  les 
facteurs  primaires  dans  un  ordre  arbitraire,  ou  les  associer  entre 
eux  à  volonté.  Dans  ce  produit,  les  polynômes  Qv(3)  ne  dé- 
pendent que  di'S  racines  elles-mêmes  une  fois  qu'on  a  choisi  la 
loi  qui  fait  connaître  le  nombre  v  en  fonction  de  n.  Mais  le  fac- 
teur exponentiel  eô^'^^  ne  peut  être  déterminé  si  l'on  connaît  seu- 
lement les  racines  de  la  fonction  G  (g).  Prenons  par  exemple  la 

fonction  sinTîG,  qui  admet  pour  racines  simples  tous  les  nombres 

'I      I  ♦ 
entiers,  positifs  ou  négatifs.  Dans  ce  cas,  la  série  ^    —     est  con- 

vergenle^  on  peut  donc  prendre  v=  î,  et  la  fonction 


G(5)  =  5jJ 


9e 

Z 

-  le" 
11 


—  00 


où  l'accent  placé  à  droite  de  II  indique  qu'on  ne  doit  pas  donner  à 
l'indice  /lia  valeur  zéro  (*  ),  admet  les  mêmes  racines  que  sinir-s.  On 

(')  Quand  celte  exception  doit  être  observée  dans  une  formule,  nous  le  rappe- 
lons en  faisant  suivre  d'un  accent  '  la  caractéristique  du  produit  ou  de  la  somme. 
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a  donc  sin:c^  =  e^^^^G(z)^  mais  le  raisonnement  ne  nous  apprend 
rien  sur  le  facteur  e^^^K  Nous  démontrerons  plus  loin  que  ce  fac- 
teur se  réduit  à  ir. 

316.  Genre  d'une  fonction  entière.  —  Étant  donnée  une  suite 
indéfinie  quelconque  ai ,  ^2,  •  • . ,  a/,,  .  - . ,  où  \a,i\  augmente  indé- 
finiment avec  /t,  nous  venons  de  voir  comment  on  peut  former  une 
infinité  de  fonctions  entières  admettant  pour  zéros  tous  les  termes 
de  cette  suite,  et  n'en  admettant  pas  d^autres.  Lorsqu'il  existe  un 
nombre  entier/?  tel  que  la  série  S|a,i|~''soit  convergente,  on  peut 
prendre  tous  les  polynômes  Qv(2)  de  degré  p  —  i. 

Etant  donnée  une  fonction  entière  de  la  forme 


n  =  l 


OÙ  P{z)  est  un  polynôme  de  degré  p  —  i  au  plus,  le  nombre  p  —  i 

-f-«o 

est  dit  le  genre  de  cette  fonction.  Ainsi  la  fonction  |T (  i ,) 

est  de  genre  zéro;  la  fonction écrite  plus  haut  est  de  genre 

un.  L'étude  du  genre  d'une  fonction  entière  a  donné  lieu  depuis 
quelques  années  à  un  grand  nombre  de  travaux  ('). 

317.  Fonctions  uniformes  avec  un  nombre  fini  de  points  singu< 
liers.  —  Lorsqu'une  fonction  uniforme  F(z)  n'a  dans  tout  le  plan 
qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers,  ces  points  singuliers  sont 
nécessairement  des  points  singuliers  isolés;  ce  sont  des  pôles  ou 
des  points  essentiels  isolés.  Le  point  z  =  co  est  lui-même'un  point 
ordinaire  ou  un  point  singulier  isolé  (n"310).  Inversement,  5/ w/ie 
/onction  uni/orme  n^a  dans  tout  le  plan  (y  compris  le  point  à 
t'injini)  que  des  points  singuliers  isolés,  ces  points  singuliers 
sont  en  nombre  fini.  En  efTet,  le  point  à  l'infini  est  un  point 
ordinaire  pour  la  fonction  ou  un  point  singulier  isolé.  Dans  les 
deux  cas,  on  peut  décrire  un  cercle  C  de  rayon  assez  grand  pour 


(*)  Pour  les  renseignements  bibliographiques,  voir  l'Ouvrage  de  M.  E.  Borel  : 
Leçons  sur  les  fonctions  entières. 

G.,  II.  1 1 
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qu'à  l'exlérieur  de  ce  cercle  la  fonction  n^ait  pas  d'autre  point  sin- 
gulier que  le  point  à  Tinfinî  lui-même.  A  l'intérieur  du  cercle  C, 
la  fonction  ne  peut  avoir  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers; 
car,  si  elle  en  avait  une  infinité,  il  y  aurait  au  moins  un  point 
limite  (n^299),  et  ce  point  limite  ne  serait  pas  un  point  singulier 
isolé.  Ainsi  une  /onction  uni/orme  qui  n'a  que  des  pôles  en  a 
nécessairement  un  nombre  fini,  car  un  pôle  est  un  point  singu- 
lier isolé. 

Toute  fonction  uniforme  qui  est  régulière  pour  toute  valeur 
finie  de  z,  et  pour  5  =  oo,  se  réduit  à  une  constante.  —  En 
effet,  si  cette  fonction  ne  se  réduisait  pas  à  une  constante,  comme 
elle  est  régulière  pour  toute  valeur  finie  de  z,  ce  serait  un  po- 
lynôme ou  une  fonction  entière,  et  le  point  à  l'infini  serait  pour 
cette  fonction  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel. 

Cela  posé,  soit  F(5)  une  fonction  uniforme  admettant  n  points 
singuliers   distincts   «i,    a-^,    ...,    a,t    à   distance    finie,    et    soit 

Giiz )  1»  partie  principale  du  développement  de  F(>3)  dans 

le  domaine  du  point  a/;  G/  est  un  polvnome  ou  une  fonction 
entière.  Dans  les  deux  cas  cette  partie  principale  est  régulière 
pour  toute  valeur  de  z  (y  compris  z  =  00),  sauf  pour  z  =  ai.  Soil 
de  même  ï^{z)  la  partie  princi|)ale  du  développement  de  F{z) 
dans  le  domaine  du  point  à  l'infini;  P(^)  est  nul  si  le  point  à 
l'infini  est  un  point  ordinaire  de  F{z).  La  différence 


D.F(.)-p(.)-;2«'(r=b:.) 


est  évidemment  régulière  pour  toute  valeur  de  z,  y  compris  ^  =  oo  ; 
c'est  donc  une  constante  G,  et  nous  avons  l'égalité  (') 


n 


(5)  .  F(^)  =  ''<■'> +2<^'(rzr5;.) -G, 


1  =  1 


qui  montre  que  la  fonction  F(z)  est  complètement  déterminée, 

(')  On  arrive  encore  à  cette  formule  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  résidus 

'      I                 I      \ 
de  la  fonction  F{x)( ^  )»  -s,  5^  étant  considérés  comme  des  coq- 

stantes  et  x  comme  la  variable  {voir  n"  310). 
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à  une  constante  addîtive  près,  par  la  connaissance  des  parties 
principales  dans  le  domaine  de  chacun  des  points  singuliers. 
Ces  parties  principales,  ainsi  que  les  points  singuliers,  peuvent 
d'ailleurs  être  choisis  arbitrairement. 

Lorsque  tous  les  points  singuliers  sont  des  pôles,  les  parties 
principales  G/  sont  des  polynômes;  P{z)  est  aussi  un  polynôme, 
s'il  n'est  pas  nul,  et  le  second  membre  de  la  formule  (5)  se  réduit 
à  une  fraction  rationnelle.  Comme,  d'autre  part,  une  fonction 
uoifurme  qui  n'admet  que  des  pôles  comme  points  singuliers  en 
a  un  nombre  fini,  on  en  conclut  qu  une  fonction  uni/orme,  dont 
tous  les  points  singuliers  sont  des  pôles,  est  une  fraction 
rationnelle. 

318.  Fonctions  uniformes  avec  une  infinité  de  points  singu- 
liers. —  Si  une  fonction  uniforme  admet  une  infinité  de  points  sin- 
guliers dans  un  domaine  fini,  il  y  aura  au  moins  un  point  limite  à 
l'intérieur  ou    sur  la  frontière  de   ce  domaine.  Par  exemple  la 

fonction  admet  comme  pôles  toutes  les  racines  de  l'équa- 

sin- 

lion  sin(-  j  =  o,  c'est-à-dire  tous  les  points  z  =  -r— >  A*  élant  un 
nombre  entier  quelconque;  l'origine  est  un  point  limite.  La 
fonction ;^  admet  de  même  pour  points  singuliers  toutes 


sin 


.    I 
sin  - 


les  racines  de  l'équation  sin  f  -  j  =  -r-  '  parmi  lesquels  sont  tous  les 

points  :;  =  ■ -^  A'et  A*' étant  deux  nombres  entiers 

aA^TT  4-  arc  sin  (  -.—  j 

arbitraires.  Tous  les  points  — r?- sont  des  points  limites,  car  si, 

A'^  restant  fixe,  A  augmente  indéfiniment,  l'expression  précédente  a 

pour  limite  —rr"  H  serait  aisé  de  former  des  exemples  de  plus  en 

plus  compliqués  du  même  genre  en  multipliant  les  signes  sin.  Il 
existe  aussi,  comme  nous  le  verrons  un  peu  plus  loin,  des  fonc- 
tions admettant  pour  points  singuliers  tous  les  points  d'une  ligne. 
11  peut  se  faire  qu'une  fonction  uniforme  n'ait  qu'un  nombre  fini 
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de  points  singuliers  dans  tout  domaine  fini  du  plan,  quoiqu'elle 
en  ait  une  infinité  dans  tout  le  plan.  A  Textérieur  d'un  cercle  C^ 
aussi  grand  qu'en  soit  le  rajon,  il  y  a  toujours  une  infinité  de 
points  singuliers,  et  nous  dirons  que  le  point  à  l'infini  est  un 
point  limite.  Nous  allons  nous  occuper,  dans  les  Paragraphes 
suivants,  des  fonctions  uniformes  admettant  une  infinité  de  points 
singuliers  isolés,  ayant  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'infini. 

319.  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  —  S'il  n'y  a  qu'un  nombre 
fini  de  points  singuliers  dans  toule  portion  du  plan  à  distance 
finie,  on  peut,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  pour  les  zéros  d'une 
fonction  entière,  ranger  ces  points  singuliers  en  une  suite 


(6)  «1,     «j,     . . . ,     a 


m      •  ■  •  » 


de  façon  que  l'on  ait  |a„|5|««+i|>  et  il  est  clair  que  |a„|  croît 
indéfiniment  avec  n.  Nous  pouvons  supposer  de  plus  que  tous  les 
termes  de  cette  suite  sont  différents.  A  chaque  terme  a^  de  la 
suite    (6)  faisons   correspondre   un    pol^'nome  ou  une  fonction 

entière  en  »  G/( )>   pris  d'une  façon  tout  à  fait  arbi- 

traire.  Le  théorème  de  Mittag-Leffler  peut  s'énoncer  ainsi  : 

//  existe  une  fonction  analytique  uniforme,  qui  est  régu- 
lière pour  toute  valeur  finie  de  z  ne  faisant  pas  partie  de  la 
suite  (6),  et  dont  la  partie  principale,  dans  le  domaine  du 

point  z  =  ai^  est  G/  (  -^^—^ —  j  • 

Nous  allons  démontrer  pour  cela  qu'il  est  possible  d'associer  à 
chaque  fonction  G/ (-7^^ — j  un  polynôme  P<(3),  tel  que  la  série 

1  =  1 

définisse  une  fonction  analytique  jouissant  de  ces  propriétés. 

Si  le  point  z  =  o  fait  partie  de  la  suite  (6),  nous  prendrons  le 
polynôme  correspondant  égal  à  zéro.  A  chacun  des  autres  points  ût/ 
faisons  correspondre  un  nombre  positif  e/  tel  que  la  série  Se/  soit 
convergente;  désignons  en  outre  para  un  nombre  positif  inférieur 
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à  Tunîté.  Soient  Q  le  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  passant 
par  le  point  a/,  C^-  le  cercle  concentrique  au  précédent  et  de  rayon 

égal  à  a|a/|.  La  fonction  G/(— ^^^ — ]  étant  holomorphe  dans  le 

cercle  C/,  on  a,  pour  tout  point  intérieur  à  ce  cercle, 


a/0  H-  «/i  -5  -+-...  H-  ainZ'^  -h 


La  série  entière  qui  est  au  second  membre  est  uniformément  con- 
vergente dans  le  cercle  C/;  on  peut  donc  trouver  un  nombre 
entier  v  assez  grand  pour  que  Ton  ait,  à  l'intérieur  de  Q, 


(7) 


G/  ( )  —  «/o —  a/i  5  — . . . —  a/v-5 


<e/, 


et  le  nombre  v  étant  ainsi  déterminé,  nous  prendrons  pour  P|(^) 
le  polynôme  —  a/o  —  a/i  5  — ...  —  a/y^^. 

Cela  posé,  soit  C  un  cercle  de  rayon  R  ayant  pour  centre  le 

point  5  :=  o.  Mettons  à  part  dans  la  série  (6)  les  points  singu- 

R 
lîers  ai  dont  le  module  ne  dépasse  pas  —  •  S'il  y  en  a  ^,  nous 

poserons 
Quant  à  la  série 

-4-«o 

elle  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  le  cercle  G; 
car  on  a,  pour  lout  point  pris  dans  ce  cercle,  |2|<;  R  <  a|a/|,  si 
rindice  i  est  supérieur  à  q»  D'après  Tinégalilé  (7)  et  la  façon  dont 
on  a  pris  le  polynôme  1\(5),  le  module  du  terme  général  de  la 
seconde  série  est  inférieur  à  s/,  lorsque  z  est  intérieur  à  C.  La 
fonction  ^'i{z)  est  donc  une  fonction  holomorphe  dans  ce  cercle, 
et  il  est  clair  qu'en  lui  ajoutant  F,  (2),  la  somme 

aura  dans  le  cercle  C  les  mêmes  points  singuliers  que  F|  {z)  avec 
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les  mêmes  parties  principales.  Ces  points  singuliers  sont  précisé- 
ment les  termes  de  la  série  (6)  dont  le  module  est  inférieur  à  R, 

et  la  partie  principale  dans  le  domaine  du  point  ai  est  G/  ( )  • 

\  z  —  ai  J 

Comme  le  rayon  R  est  quelconque,  il  s'ensuit  que  la  fonction  F(5) 
satisfait  à  toutes  les  conditions  de  Fénoncé. 

Il  est  clair  qu'en  ajoutant  à  ¥{z)  un  polynôme  ou  une  fonc- 
tion entière  quelconque  G(5),  la  somme  F(5)-f-G(5)  admet  les 
mêmes  points  singuliers  que  F(^)  avec  les  mêmes  parties  princi- 
pales. Inversement,  on  a  ainsi  l'expression  générale  des  fonctions 
uniformes  possédant  les  points  singuliers  donnés  avec  les  parties 
principales  correspondantes,  car  la  différence  de  deux  pareilles 
fonctions,  étant  régulière  pour  loute  valeur  finie  de  5,  est  un 
polynôme  ou  une  fonction  entière.  La  fonction  G(5)  pouvant  à 
son  tour  être  représentée  par  la  somme  d'une  série  de  polynômes, 
la  fonction  F(:;) -j- G(:;)  peut  donc  elle-même  être  représentée 
par  la  somme  d'une  série  dont  chaque  terme  s'obtient  en  ajoutant 

à  la  partie  principale  Gi(- 1  un  polynôme  convenable. 

Si  toutes  les  parties  principales  G/ sont  des  polynômes,  la  fonc- 
tion est  niéromorphe  dans  toute  région  du  plan  à  distance  finie, 
et  inversement.  On  voit  donc  que  loute  fonction  méromorphe 
peut  être  représentée  par  la  somme  d'une  série  dont  chaque  terme 
est  une  fraction  rationnelle  ne  devenant  infinie  que  pour  une 
valeur  finie  de  la  variable.  Celle  représentation  est  analogue  à  la 
décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  éléments  simples. 
Toute  fonction  méromorphe  ^{z)  peut  aussi  se  représenter  par 
le  quotient  de  deux  fonctions  entières.  Supposons  en  effet  que  les 
pôles  de  ^{z)  soient  les  termes  de  la  suite  (6),  chacun  d'eu>i 
étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité.  Soit  G(5)  une  fonc- 
tion entière  admettant  ces  zéros;  le  produit  <^(s)G(5)  n'a  pins 
de  pôles.  C'est  donc  une  fonction  entière  G|  (5),  et  l'on  a  l'égalité 

320.  Étude  de  quelques  cas  particuliers.  —  La  démonstration 
précédente  du  théorème  général  ne  donne  pas  toujours  le  moyen 
le  plus  simple  de  former  une  fonction  uniforme  satisfaisant  aux 


jV-l 
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conditions  voulues.  Supposons  par  exemple  qu^il  s'agisse  de  con- 
slruire  une  fonction  ^(z)  admellant  pour  pôles  du  premier  ordre 
tous  les  points  de  la  suite  (6),  le  résidu  étant  égal  à  un  ;  nous  sup- 
poserons que  5  =  0  n'est  pas  un  pôle.  La  partie  principale  rela- 
tive au  pôle  ai  est >  et  l'on  peut  écrire 

I 1^ z_  ^    _  £v-i       I    /  -  y . 

z  ~  (li  ai        rt?       ***         a'<  z  —  ai\ai/    * 

si  nous  prenons 

Viiz)  = h  -^  ~i-...-4 

(ti       a] 

tout  revient  à  déterminer  le  nombre  entier  v  en  fonction  de  l'in- 
dice i  de  façon  que  la  série 

y     '    /  -  Y'  ^    ^     -"^      ' 

soit  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  cercle 
décrit  de  l'origine  pour  centre,  en  négligeant  un  nombre  suffisant 

de  termes  au  début.  11  suffit  encore  que  la  sériel/—)       soit 

elle-même    absolument    et    uniformément    convergente    dans    le 

même  domaine.  S*il  existe  un  nombre  p  tel  que  la  série  ^ [— | 

soit  convergente,  il  suffira  de  prendre  y  =^p  —  i .  S'il  n'existe  pas 
de  nombre  entier  jouissant  de  cette  propriété,  on  prendra  comme 
plus  haut  (n°  315)  v  =  /  —  1 ,  ou  v  4- 1  ;>  \ogi.  Le  nombre  v  étant 
choisi  convenablemeni,  la  fonction  méromorphe 

(9)  *(,)  =  yr__i_^±  +  4+...^f!;i] 

/  =  I 

admet  pour  pôles  du  premier  ordre  tous  les  points  de  la  suite  (6) 
avec  un  résidu  égal  à  l'unité. 

11  est  facile  d'en  déduire  une  nouvelle  démonstration  du  théo- 
rème de  M.  Weierslrass  sur  la  décomposition  d'une  fonction 
entière  en  facteurs  primaires.  En  effet,  on  peut  intégrer  terme  à 
terme  la  série  (9)  tout  le  long  d'un  chemin  quelconque  ne  passant 
par  aucun  des  pôles;  car,  si  ce  chemin  est  situé  dans  un  cercle  G 
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ayant  pour  cenire  l'origine,  la  série  (9)  peut  être  remplacée  par 
une  série  uniformément  convergente  dans  ce  cercle,  augmentée 
de  la  somme  d'un  nombre  fini  de  fonctions  méromorphes  [cela 
résulte  de  la  démonstration  même  de  la  formule  (9)].  Si  nous 
intégrons  en  prenant  le  point  z=^o  pour  limite  inférieure,  il  vient 

1  =  1 
et  par  suite 

/    "*!»      ^  -^-«  S        r*  r"' 

Il  est  facile  de  vérilicr  que  le  premier  membre  de  celte  formule  (10) 
est  une  fonction  entière  de  z.  Dans  le  voisinage  d'une  valeur  a 

de  z^  n'appartenant  pas  à  la  suite  (G),  l'intégrale   /    ^{z)dz  est 

holomorphe;  la  foiiction  c^  est  aussi  liolomorphe,  et  diffé- 

rente de  zéro  pour  z  ^=  a.  Dans  le  voisinage  du  point  a/,  on  a 

5  —  ai 

I    4>(z)dz  =  Lo-(^  —  ai)  -h  Q(j  —  a/), 

*■  0 


^*-^0  —  (  5  Ui 


)€^''-"i\ 


les  fonctions  P  et  Q  étant  liolomorplies.  On  voit  que  cette  fonc- 
lion  enlière  admet  pour  racines  les  termes  de  la  suite  (6),  et  la 
formule  (10)  est  identique  à  la  formule  (3)  établie  plus  haut. 

La  même  démonstration  s'appliquerait  encore  aux  fondions 
entières  aj^ant  des  racines  multiples.  Si  ai  est  une  racine  multiple 
d'ordre  r,  il  suffirait  de  supposer  que  ^{z)  admet  le  pôle  z  =  ai 
avec  un  résidu  égal  à  r. 

Cherchons  encore  à  former  une  fonction  méromorphe  admet- 
tant pour  pôles  du  second  ordre  tous  les  points  de  la  suite  (6),  la 

partie  principale  dans  le  domaine  du  point  ai  étant  (-;— ^ — )  • 

Nous  supposerons  que  -3  =  0  est  un  point  ordinaire,  et  que  la 
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I  |3 


série  51  ~     ^^^  convergente;  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  même 

de  la  série  7   —    •  En  limitant  le  développement  de rr  sui- 

^\ai\  ^^  {z  —  aiY 

vant  les  puissances  de  i;  à  son  premier  terme,  on  peut  écrire 


1 

1 
a? 

■ — 

'lUiZ 

laiZ  - 

-5» 

(-■ 

-«/)* 

ail 

et 

la  série 

^ 

rf>/  - 

^-vr 

I 

•1- 

-+-00 

9.  ai 

Z—Z"' 

/  f  1 

> 

r.   \i 

répondra  à  la  question,  pourvu  qu'elle  soit  uniformément  conver- 
gente dans  tout  cercle  C  décrit  de  l'origine  pour  centre,  en  négli- 
geant un  nombre  suffîsant  de  termes  au  début.  Or  si  l'on  ne  prend 
que  les  termes  de  la  série  provenant  des  pôles  a/,  pour  lesquels 

on  a  |a/|  >  —  *  R  étant  le  rayon  de  C  et  a  un  nombre  positif  infé- 
rieur à  un,  le  module  de  (  i )      reste  inférieur  à  une  certaine 

limite,  et  la  série  dont  le  terme  j^énéral  est  -^ r  est  absolu- 

^  af         al 

ment  et  uniformément  convergente  dans  le  cercle  G,  d'après  les 
hypothèses  faites  sur  les  pôles  a/. 

321.  Méthode  de  Cauchy.  —  Étant  donnée  une  fonction  méro- 
morphe  F(-s),  le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  permet  de  former 
wue  série  à  termes  rationnels  dont  la  somme  F,  {z)  admet  les 
mêmes  pôles  que  F(s)  avec  les  mêmes  parties  principales.  Mais  il 
reste  encore  à  trouver  la  fonction  entière  qui  est  égale  à  la  diffé- 
rence F(5)  —  F,  (s).  Longtemps  avant  les  travaux  de  M.  Weier- 
strass,  Cauchy  avait  déduit  de  la  théorie  des  résidus  une  méthode 
pour  décomposer  une  fonction  méromorphe  en  une  somme  d'une 
infinité  de  termes  rationnels,  moyennant  quelques  hypothèses 
d'un  caractère  très  général  sur  cette  fonction.  Il  est  du  reste  facile 
de  présenter  la  méthode  sous  une  forme  plus  générale. 

Soit  F(5)  une  fonction  méromorphe,  régulière  dans  le  domaine 
de  l'origine;  et  soient  C|,  C2,  - . .,  €«,  . . .,  une  suite  indéfinie 
de  contours  fermés,  entourant  le  point  ^  =  o,  ne  passant  par  aucun 


170  CHAPITRE   XV.    —   FONCTIONS  UNIFORMES. 

des  pôles,  et  tels  qu'à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  la 
distance  de  l'origine  à  un  point  quelconque  de  G/i  reste  supé- 
rieure a  tout  nombre  donne.  Il  est  clair  qu'un  pôle  quelconque 
de  F(5)  finira  par  rester  compris  à  l'intérieur  de  tous  les  contours 
successifs  C„,  C/i^i,  . . .,  pourvu  que  l'indice  n  soit  assez  grand. 


L'intégrale  définie 


où  X  est  un  point  quelconque  intérieur  à  C«,  et  différent  des 
pôles,  est  égale  à  F(^),  augmenté  de  la  somme  des  résidus  relatifs 
aux  dilTérents  pôles  de  F(z)  intérieurs  à  C/,.  Soit  a^  un  de  ces 

pôles;   la  partie  principale   correspondante  Gfcl-;^—^ — )  est  une 

fonction  rationnelle,  et  l'on  a,  dans  le  domaine  du  point  aA, 

F(z)=^      ^"\     +,      ^-^^-'      ,-t-...-h-^^-^Bo-4-B.(s-a^.)-i-.... 
^  (5  — «x)'"       i^  —  a^Y"-^  z  —  ak 

Dans  le  domaine  de  ce  point,  on  peut  écrire  aussi 

1 I ^  _ _  __i z  —  ak    ^  (z  —  ak)^  _ 

z  —  X  "       x  —  ak — (z  —  aii)  ~~       x  —  a^       {x — a^  )*        {x — a^)' 

et,  en  faisant  le  produit,  il  est  visible  que  le  résidu  de  — ^^ —  relatif 
au  pôle  ak  est  égal  à 


X  —  a/i  {x  —  a)t)"*~*        (  X  —  ftA-y" 

On  a  donc  la  relation 


\x  —  aA/ 


'       jLà        \x  —  a,J        'ITTf    /^,    z  — 


c„  '^-^ 


¥iz)dz 

X 


le  signe  \^  indiquant  une  sommation  étendue  à  tous  les  pôles  a^ 
intérieurs  au  contour  C^.  D'autre  part,  nous  pouvons  remplacer 


I 

1            X 

-  -h  —  -h.. 

z       z* 

XP                    1 

^-XP^"" 

fx\P-^^ 

zP-*-i         z X 

[z           ' 
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et  écrire  la  formule  précédente 


F(z)dz 


L'întétçrale  — ;  /     — - — -  est  égale  à  F(o),  augmenté  de  la 
somme'des  résidus  de  -  F(5)  relatifs  aux  pôles  de  F(5)  intérieurs 


•  .-.i 


¥{z)dz 


à  C/î.  D'une  manière  générale,  l'intégrale  définie  — .  f 

est  éfirale  à >  plus  la  somme  des  résidus  de  z~^F(Z') 

relatifs  aux  pôles  de  Fiz)  intérieurs  à  C/|.  Si  nous  représentons 
par  sj^*^  le  résidu  de  F(z)z^^  relatif  au  pôle  «a,  nous  pouvons 
écrire  la  formule  (i3) 


(i4) 


F(^)  =  F(o)H-  -  F'(o)--...H — ^^^  f;j; 

!irt  Jjj.  ^z  —  a^\z/ 


Pour  avoir  une  limite   supérieure  du   terme  complémentaire, 
écrivons  ce  terme 


_  xP^i    r    F(z)        dz 


supposons  que,  le  long  de  C«,  le  module  de  —^  reste  inférieure  M, 

et  le  module  de  z  supérieur  à  5.  Comme  le  nombre  n  doit  croître 
indéfiniment,  nous  pouvons  supposer  qu'on  Ta  pris  assez  grand 
pour  que  o  soit  supérieur  à  |a:|,  et,  le  long  de  C„,  on  aura 


<.    ' 


0  —  1^, 
Si  Sn  est  la  longueur  du  contour  C/i,  on  a  donc 

|R„,<!£l^M^S„ 


ITZ  ô(0  —  \x\) 
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On  pourra  affirmer  que  ce  terme  complémen taire  tend  vers  zéro 
lorsque  n  grandit  indéfiniment  si  Ton  peut  trouver  une  suite  de 
contours  fermés  C|,  C^,  . . .,  C,,,  ...  et  un  nombre  entier  po- 
sitif/? satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

I**  Le  module  de  ¥{z)z''P  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  M, 
le  long  de  tous  ces  contours. 

S 
2°  Le  rapport  -^  de  la  longueur  du  contour  C/i  à  la  distance 

minima  o  de  l'origine  à  un  point  de  ce  contour  reste  inférieur  à 
une  limite  L,  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Si  ces  conditions  sont  vérifiées,  |R;,|  est  inférieur  au  quotient 
d'un  nombre  fixe  par  un  nombre  S  —  \x\  qui  croît  indéfiniment 
avec  n.  Ce  reste  R„  tend  donc  vers  zéro,  et  nous  avons  à  la  limite 


La  fonction  F(x)  est  donc  développée  en  une  somme  d'une 
infinité  de  termes  rationnels.  L^ordre  dans  lequel  ils  se  succèdent 
est  déterminé  par  la  loi  de  succession  des  contours  C|,  Cj,  . . ., 
C,i,  ..•.  Si  la  série  obtenue  est  absolument  convergente,  on 
pourra  les  écrire  dans  un  ordre  arbitraire. 

Remarque.  —  Si  le  point  i;  =  o  était  un  pôle  pour  F (5),  avec 
la  partie  principale  G(-j»   il   suffirait  d'appliquer  la   méthode 

précédente  à  la  fonction  F(:?)  —  G(-)« 

322.  Développement  de  cot  x  et  de  sin  x.  —  Appliquons  cette 

méthode  à  la  fonction  F(:j)  =  cot:;  —  ->  qui  admet  pour  pôles 

du  premier  ordre  les  points  .s  = /ttt,  k  étant  un  nombre  entier 
quelconque  différent  de  zéro,  et  le  résidu  étant  égal  à  un.  Nous 
prendrons  pour  contour  C«  un  carré  tel  que  BCB'C  ajant  pour 
centre  Porigine  et  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour 
longueur  2 /m  h-  tt;  aucun  des  pôles  ne  se  trouve  sur  ce  contour, 
et  le  rapport  de  la  longueur  S/j  à  la  distance  minima  8  de  l'origine 
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è  un  point   du  contour  est  constante  et  égale  à  8.  Le  carré  du 
module  de  col(^  •+"^'0  ^st  égal  à 

e*^-+-  e-*y —  2  cos'ix 

Sur  les  côtés  BC  et  B'C,  on  a  cos2ar=  —  i,  et  le  module  est 


y 

B' 

B 

j> 

0 

n.n 

(n^Jrz 

C 

C 

inférieur  à  un.  Sur  les  côtés  BB'  et  CC,  le  carré  de  ce  module 
est  inférieur  à 

on  doit  remplacer  dans  celle  formule  2y  par  ±(in-h  i)?^,  et 
l'expression  obtenue  lend  vers  Tunilé  lorsque  n  augmente  indéfi- 
niment. Comme  le  module  de  -  le  long  de  Cn  tend  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  il  s^ensuit  que  le  module  de  la 
fonction  cot5 sur  le  contour  C;,  reste  moindre  qu'un  nombre 

fixe  M,  quel  que  soit  n.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  fonction 
la  formule  (  i6),  en  supposant/)  =  o.  On  a  ici 

„,    ^        ,.     /a:cos.r  —  sina^\ 

F(o)  =  lim     ; )  =  o, 

x  =  o\         ^sinj:  / 

• 

et  5Jf  qui  représente  le  résidu  de     coiz j  pour  le  pôle  /ciz  est 

ëcral  à  t-»  On  a  donc 


(i6) 


col 


37—  -  =  lim  V  ( 7 ^  T- 


—  n 


la  valeur  Xr  =  o  étant  exceptée  de  la  sommation.  La  série  obtenue 
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en  faisant  croître  n  indéfiniment  est  absolument  convergente,  car 
le  terme  général  peut  s'écrire 


X  —  ktz       hiz       A  71  (X  71 — x)       A*7:* 


(-f.) 


et  le  module  du  facteur reste  inférieure  une  cerlaine  limite, 

X 

pourvu  que  x  ne  soit  pas  un  multiple  de  t:.  Nous  avons  donc  en 
définitive 


—  «e 


En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  relation  le  long  d'uu 
chemin  partant  de  l'origine  et  ne  passant  par  aucun  des  pôles,  il 
vient 

/  (<=oix-i)^  =  Log(:^)=_2''«g('-jS;)-^;&' 

—  «e 

d*où  Ton  tire 


(i8)  sin^r  =  ^  1  I   ( 


^  A."  7t 

«0 


Le  facteur  e^^'^^  est  ici  égal  à  runité.  Si  dans  la  série  (17)  nous  associons 
les  deux  termes  qui  proviennent  des  valeurs  opposées  de  /:,  nous  obtenons 
la  formule 


I  v^  I 


1 

En  associant   de  même  les  deux  facteurs  du  produit  (18)  qui  corres- 
pondent à  des  >aleurs  opposées  de  k,  nous  avons  la  nouvelle  formule  (') 

(.8/  ^'"^=^n('-xS-0 

que  Ton  peut  encore  écrire,  en  remj)laçant  x  par  Tiar, 


1 

Remarques  diverses.  —  1"  Les  dernières  formules  mettent  facilement  en 

(')   Celle  décomposilion   de  sinx  en   produit  infini  est  due  à  Euler  qui  l'a 
obtenue  par  une  voie  élémentaire  {Introductio  in  Analysin  injinitorum). 
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évidence  la  périodicité  de  sin^,  qui  n'apparaît  pas  avec  le  développement 

en  série  entière.  Nous  voyons  en  effet  que est  la  limite  pour  n  inftni 

du  polynôme 

si  l'on  y  change  x  en  x  -\-  \,  on  voit  facilement  que  l'on  a 

/i  -4-  I  H-  J7 

o,i(ar-f-i)  =  — o„(:r)  — , 

•  '  n  —  X 

ce  qui  donne,  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  sin(rT  -4-  ?:)  =  —  sinTix, 
ou  sin^s  -i-  r)  =  —  sin>3,  et  par  suite  sin(5  -h  aTi)  =  sin  z. 
1°  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte,  sur  cet  exemple  particulier,  de  la 

nécessité  d'associer  à  chacun  des  facteurs  binômes  de  la  forme  i un 

facteur  exponentiel  convenable,  si  l'on  veut  obtenir  un  produit  absolu- 
ment convergent.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  x  réel  et  positif.  La 

série  ^—  étant  divergente,  le  produit 

augmente  indéfiniment  avec  /n,  tandis  que  le  produit 


Q„=(.-.;(.--^)...(.-f) 


tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Si  l'on  prend  m  =  n,  le  pro- 

SI  n  TC3? 

duitR^Q/tt  a  pour  limite ;  mais,  si  l'on  fait  croître  m  et  n  indépen- 

damment  l'un  de  l'autre,  la  limite  de  ce  produit  est  complètement  indé- 
terminée (n°  283).  Il  est  facile  de  le  vérifier,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a?, 
au  moyen  des  facteurs  primaires  de  M.  Weierstrass.  Remarquons  d'abord 
que  les  deux  produits  infinis 


X\    - 

l g/i 

n  I 


-t-  •  -H  • 


/!=.!  /I  =  l 


sont  l'un  et  l'autre  absolument  convergents,  et  leur  produit  Fi(a:)Fj(a7) 

est  égal  à  ^  • 

Cela  posé,  nous  pouvons  écrire  le  produit  PmQ,i  comme  il  suit  : 

V— 1  V=l 

Lorsque  les  deux  nombres  m  et  n  augmentent  indéfiniment,  le  produit 
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de  tous  les  facteurs  du  second  membre,  en  négligeant  le  dernier,  a  pour 

limite  Fi(j')Fj(iF)  =  ^«  Quant  au  dernier   facteur,   on  a  vu  que 

Texpression 

1  III 

n h. ..H I ... 

1  m  1  n 

a  pour  limite  logo),  en  désignant  par  co  la  limite  du  rapport  —  (I.  n*^49, 161). 

n 

m 

SI  n  T  or 
Le  produit  PmQ»*  donc  pour  limite  ^ ^  ^xiogu)  j  q^  vqJ^  comment  cette 

limite  dépend  de  la  loi  suivant  laquelle  les  deux  nombres  m  et  n  aug- 
mentent indéfiniment. 

3"*  On  peut  f^ire  des  remarques  tout  à  fait  analogues  sur  le  développe- 
ment de  cotâT.  Nous  montrerons  seulement  comment  on  peut  déduire  la 
périodicité  de  cette  fonction  de  la  série  (17).  Observons  d'abord  que  la 

série  dont  le  terme  général  est  -; -, =  —  -r—i >  où  Tin- 

^  A-it       (A-  —  i):r  A-(A:  —  i)7c 

dice  X:  prend  toutes  les  valeurs  entières  depuis  —  00  jusqu'à  +  oc,  sauf  A:  =0, 
X:  =  I,  est  absolument  convergente,  et  sa  somme  est »  comme  on  le 

voit  en  faisant  d'abord  varier  A:  de  2  à  -h  »,  puis  de  — là  — x.  Nous 
pouvons  donc  écrire  le  développement  de  cota? 

cota:  =  -  H î ^Z^\  "1 ^-  //.    '    X        > 


—  «e 


les  valeurs  X:  =  o,  X:  =  1  étant  exclues  de  la  sommation.  Cela  revient  à 
retrancher  de  chaque  terme  de  la  série  (17)  le  terme  correspondant  de  la 

série  convergente  formée  par  la  série   précédente  augmentée  de  -•  En 
changeant  a:  en  j;  -h  r,  il  vient 

X       ar-i-T:        tt       jkÊâ  \^x — (k  —  i)tz       (k  —  OttJ 

—  se 

ou  encore 

-f-« 


cot( 


:r-hT.)---i-2^  [^_(^._,^^-4-^^__^^^j 


—  00 


X: —  I  prenant  toutes  les  valeurs  entières  sauf  o.  Le  second  membre  est 
identique  à  cota^. 

II.  _  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES. 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

323.  Fonctions  périodiques.  Développements  en  séries.  —  Une 
fonction  analytique  uniforme  f{z)  est  dite  périodique  s'il  existe 
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un  nombre  w,  réel  ou  complexe,  lel  que  l'on  ail,  quel  que  soil  s, 
/(s -H  w)^/(;);  ce  nombre  w  esl  appelé  période.  Marquons 
danâ  le  plan  le  point  d'aniie  co,  el  sur  la  droite  indéfinie  passant 
par  l'origine  et  par  le  point  ti>,  portons  à  partir  de  l'origine,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre,  une  longueur  égale  à  |ci>|,  un  nombre 
quelconque  de  fois.  Nous  obtenons  ainsi  les  points  to,  2  w,  3  u,  . . . , 
ncu,  . .  . ,  et  les  points  —  w,  —  20),  . . .,  —  nu,  ....  Par  ces 
différents  points  et  par  l'origine   menons  des  parallèles  à  une 

Fig.  76. 


direclion  quelconque  différente  de  Ou;  le  plan  est  ainsi  décom- 
posé en  une  infinité  de  bandes  d'égale  largeur  (fig.  76). 

Si  par  un  point  quelconque  z  on  mène  une  parallèle  à  la  direc- 
tion Ou,  on  obtiendra  tous  tes  points  de  cette  droite  en  faisant 
varier  le  paramètre  réel  X  de  —  00  à  +  co  dans  l'expression  s  ■+-  Xw. 
En  particulier,  si  le  points  décrit  la  première  bande  AA'BB',  le 
point  homologue  3  +  u  décrira  la  bande  contigiic  BB'CC,  le 
point  s  +  2W  décrira  la  troisième  bande,  et  ainsi  de  suite.  Toutes 
les  valeurs  de  la  fonction  _/'(3)  dans  la  première  bande  se  repro- 
duiront périodiquement  dans  les  suivantes. 

Soient  LL'  et  MM'  deux  droites  indéfinies  parallèles  à  la  direc- 
tion 0<ii.  Posons  M^:c  "*  ,  et  cherchons  la  région  du  plan  des  k 
décrite  par  la  variable  u  lorsque  le  point  s  reste  dans  la  bande 
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indéfinie  comprise  entre  les  deux  parallèles  LU,  MM'.  Si  x-h^i 
esl  i'affixe  d'un  point  de  LL',  on  obtiendra  tous  les  autres  points 
de  celte  droite  en  posant-  5  =  a  -h  jâ /  4-  Xw,  et  faisant  varier  \  de 
—  30  à  4-  00.  Il  vient  alors 

—  (a-»-B*-h>.ci))         ^    .^    27:/ — !— 
u  =  e^  =  e^'^'*' e        ^    ; 

lorsque  \  varie  de  —  go  à  +00,  u  décrit  un  cercle  C|  ayant  pour 
centre  l'origine.  On  voit  de  même  que,  lorsque  z  décrit  la 
droite  MM',  u  reste  sur  un  cercle  G2  concentrique  au  premier; 
lorsque  le  point -3  décrit  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les  deux 
droites  Ll/,  MM',  le  point  u  décrit  la  couronne  comprise  entre  les 
deux  cercles  Ci,  C2.  Mais,  tandis  qu'à  une  valeur  de  z  ne  corres- 
pond qu'une  valeur  de  «,  à  une  valeur  de  u  correspondent  une 
infinité  de  valeurs  de  z  formant  une  progression  arithmétique  de 
raison  w,  illimitée  dans  les  deux  sens. 

Une  fonction  périodique /(s),  admettant  la  période  co,  et  holo- 
morphe  dans  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les  deux  droites  LL', 
MM',  est  égale  à  une  fonction  <f[u)  de  la  nouvelle  variable  «,  holo- 
morphe  dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  Ci  et  Cj. 
En  cfi^et,  à  une  valeur  de  u  correspondent  bien  une  infinité  de 
valeurs  de  z\  mais  ces  valeurs  de  z  donnent  toutes  la  même  valeur 
Aef[z)^  en  vertu  de  la  périodicité.  D'autre  part,  si  Uq  est  une  va- 
leur particulière  de  u,  et  ;;o  "ne  valeur  correspondante  de  z^  la 
valeur  de  z  qui  tend  vers  ^^o  est  une  fonction  holomorphe  de  u  dans 
le  domaine  de  u^]  il  en  est  donc  de  même  de  îp(w).  Nous  pouvons 
donc  appliquer  à  cette  fonction  cp(w)  le  théorème  de  Laurent; 
dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  C|,  C2,  celle 
fonction  est  égale  à  la  somme  d'une  série  de  la  forme  suivante  : 


-f-« 


?(")=    2    '^"'"'"' 


m  =  —  00 


en  revenant  à  la  variable  z^  on  en  conclut  que  la  fonction  pério- 
dique f{z)  est  égale,  à  l'intérieur  de  la  bande  considérée,  à  la 
somme  de  la  série 


(19)  f{^)=^^me 


o) 


—  OD 
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Si  la  fonction  périodique  f{^)  est  holomorphe  dans  tout  le  plan, 
ou  peut  supposer  que  les  deux  droites  LL',  MM',  qui  limitent  la 
bande,  s'éloignent  indéfiniment,  l'une  vei»s  le  haut,  l'autre  vers  le 
bas.  ToiLle  fonction  périodique  entière  est  donc  développable 
en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances,  positives  et  néga- 


rKiz 


tives,  de  e  ^  ,  et  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  z. 

324.  Impossibilité  d'une  fonction  uniforme  à  trois  périodes.  —  D'après 
un  théorème  célèbre  de  Jacobi,  une  fonction  uniforme  ne  peut  admettre 
plus  de  deux  périodes  distinctes.  Pour  le  montrer,  il  suffit  évidemment  de 
prouver  qu'une  fonction  uniforme  ne  peut  avoir  trois  périodes  distinctes. 
Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant: 

Soient  a,  6,  c  trois  quantités  quelconques,  réelles  ou  imaginaires,  et  m, 
n,  p  trois  nombres  entiers  arbitraires,  positifs  ou  négatifs,  dont  l*un  au 
moins  est  différent  de  zéro.  Si  l'on  attribue  aux  entiers  m,  n,  p  tous  les 
systèmes  de  valeurs  possibles,  sauf  m  —  n  —  p  =  Oy  la  limite  inférieure 
de  \ma  -+-  nb  -\- pc\  est  égale  à  zéro. 

Imaginons  l'ensemble  (E)  des  points  du  plan  dont  l'affixe  est  de  la 
forme  ma -^  nb -\- pc.  Si  deux  points  correspondant  à  deux  systèmes 
d'entiers  différents  coïncident,  l'on  a  par  exemple 

ma  -^  nb  -^- pc  =^  mia  -^  nyb  -h pic^ 

et  par  suite 

(m  —  //ii)a  H-f  n  —  n\)b  -\-  {p  — p^)c  —  o, 

l'un  au  moins  des  nombres  m  —  /?it>  f^  —  ^Xt  P  — P\.  n'étant  pas  nul.  Dans 
ce  cas  la  proposition  est  évidente.  Si  tous  les  points  de  l'ensemble  (  E)  sont 
distincts,  soit  9.8  la  limite  inférieure  de  |  ma -+- /i6 -h /?c |  ;  ce  nombre  28 
est  aussi  la  limite  inférieure  delà  distance  de  deux  points  quelconques  de 
l'ensemble  (E).  En  effet  la  distance  des  deux  points  d'affixes  ma  -h  nb  -^ pc 
et  mia  -h  nib  -^ piC  est  égale  à  \(m  —  mi)a  -h  ( n  —  ni)b  ~-  (p  — Pi)c\, 
Nous  allons  montrer  qu'on  est  conduit  à  une  conclusion  absurde  en  sup- 
posant 8  >  o. 

Soit  N  un  nombre  entier  positif;  donnons  à  chacun  des  nombres  entiers 
m,  n,  />,  l'une  des  valeurs  de  la  suite  —  N,  — (N  —  1)  . . .,  o,  . . .,  N  —  i,  N, 
et  associons  de  toutes  les  manières  possibles  ces  valeurs  de  m,  /i,  p.  Nous 
obtenons  ainsi  (2N  -i-  i)^  points  de  l'ensemble  (E),  et,  par  hypothèse,  ces 
points  sont  tous  distincts.  Supposons  |a|  ^  |^|  :=  |c|;  la  distance  de  l'un 
quelconque  de  ces  points  à  l'origine  est  au  plus  égale  à  3N|a].  Ces  points 
sont  donc  situés  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  3Nja|  ayant  pour 
centre  l'origine,  ou  sur  le  cercle  lui-même.  Si  de  chacun  de  ces  points 
comme  centre  on  décrit  une  circonférence  de  rayon  8,  tous  ces  cercles 
seront  intérieurs  au  cercle  Ci  décrit  de  l'origine  pour  centre  avec  un  rayon 
égal  à  3N|a| -h8,  et  seront  extérieurs  les  uns  aux  autres,  car  la  distance 
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des  centres  de  deux  d'entre  eux  ne  peut  être  plus  petite  que  2^.  La  somme 
des  aires  de  tous  ces  cercles  est  donc  inférieure  à  l'aire  du  cercle  Gj,  et 

Ton  a 

(3\|a|H-o)«>(aN-+-i)5a* 

ou 

3  N  I  a  I 


0 


(aN-hi)*  — I 


Le  second  membre  tend  vers  zéro  lorsque  N  croît  indéfiniment;  cette 
inégalité  ne  peut  donc  être  vérifiée,  quel  que  soit  N,  par  un  nombre  positif  0. 
Par  conséquent  la  limite  inférieure  de  {ma-^-  nb  -^ pc\  ne  peut  être  un 
nombre  positif;  cette  limite  est  donc  zéro,  et  le  lemme  est  établi. 

Nous  voyons  donc  que  lorsqu'il  n'existe  pas  de  systèmes  de  nombres 
entiers  m,  n,  />(sauf  m  =  n  —  p  =  o),  tels  que  l'on  ait  ma-^  nb  -^ pc  =  o, 
on  peut  toujours  trouver  pour  ces  nombres  entiers  des  valeurs  telles  que 
\ma-i-  nb  -^ pc\  soit  plus  petit  qu'un  nombre  positif  arbitraire  e.  Dans 
ce  cas  une  fonction  uniforme  /{z)  ne  peut  admettre  à  la  fois  les  trois 
périodes  a,  bj  c.  En  effet  soit  Zq  un  point  ordinaire  àef{z);  du  point  Zq 
comme  centre  décrivons  un  cercle  de  rayon  e  assez  petit  pour  qu'à  l'inlé- 
rieur  l'équation  /{z)  =  /(zq)  n'ait  pas  d'autres  racines  que  z  =  5o(n®299). 
Si  a,  by  c  sont  des  périodes  de /(-s),  il  est  clair  que  ma -\- nb  ^:- pc  est 
aussi  une  période,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  /n,  n,  p,  et  l'on  a 

/(zo-h  ma  -h  nb  -^ pc)  =zf{Zo), 

Si  l'on  a  choisi  m,  /i,  p  de  façon  que  ]ma  ■+■  nb  -hpc\  soit  <  e,  l'équa- 
tion /(z)  =f(zo)  aurait  donc  une  racine  Z|,  différente  de  Zq,  et  telle  que 
\Zi  —  Zo\  soit  <  £,  ce  qui  est  impossible. 

Lorsqu'il  existe  entre  a,  6,  c  une  relation  de  la  forme 

(20)  ma-h  nb -hpc  =  Oj 

sans  que  les  nombres  m,  n,  p  soient  tou5  nuls,  une  fonction  uniforme  /(z) 
peut  admettre  les  périodes  a,  ùj  c,  mais  ces  périodes  se  réduisent  à  deux 
ou  à  une  seule.  Nous  pouvons  supposer  que  les  trois  nombres  entiers  m, 
n,  p  sont  premiers  entre  eux  dan^  leur  ensemble.  Soit  D  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  nombres  m,  n;  m  =  Dm',  n  =  Dn'.  Les  deux 
nombres  m'j  n'  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux  autres 
nombres  entiers  m*,  n"  tels  que  m'n" —  m" n' =  i.  Posons 

m'a  -h  n'b  =  a\        m'a  -^  n'b  =  b\ 

on  aura  inversement  a  =  n'a' —  n'b',  b  =  m'b' —  m'a';  si  a  et  6  sont  des 
périodes  de /(-s),  il  en  est  de  même  de  a'  et  de  6',  et  réciproquement. 
On  peut  donc  remplacer  le  système  des  deux  périodes  aetb  par  le  système 
des  deux  périodes  a'  et  b',  La  relation  (20)  devient  Da'-^pc  =  o;  D  eip 
étant  premiers  entre  eux,  prenons  deux  autres  nombres  entiers  D'  eip' 
tels  que  Dp' — D'/?  =  i,  et  posons  D'a'-hp'c  =  c\  On  tire  des  relations 
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précédentes  a  •=.  —  pc\  c  =  De',  et  l'on  voit  que  les  trois  périodes  a,  6,  c 
sont  des  combinaisons  des  deux  périodes  b'  et  c'. 

Remarque,  —  On  déduit  comme  corollaire  du  lemroe  précédent  que, 
si  a  et  ^  sont  deux  quantités  réelles  et  m,  n  deux  nombres  entiers  arbi- 
traires(dontrun  au  moins  n'est  pas  nul),  la  limite  inférieure  de  \mi  -4-  n^\ 
est  égale  à  zéro.  Car  si  l'on  pose  a  —  a,  6  =  p,  c  —  i^  le  module  de 
ma-j-/ip-f-/>i  ne  peut  être  inférieur  à  un  nombre  e  <C  i  que  si  l'on  a 
/>  =  o,  \ni7,  -f-  /ipl  <  £.  Il  en  résullre  qu'une  fonction  uniformey(.s)  ne  peut 

admettre  deux  périodes  réelles  distinctes  a  et  p.  Si  le  rapport  -  est  incom- 
mensurable, on  pourra  trouver  deux  nombres  m  et  /i  tels  que  \ma  -f-  np| 
soit  <  4,  et  le  raisonnement  s'achèvera  comme  tout  à  l'heure.  Si  le  rap- 

port  -  est  commensurable  et  éjjal  à  une  fraction  irréductible  — >  choisissons 

deux  nombres  m  et  n'  tels  que  niri  —  m'/i  =  1,  et  posons  m'a —  /l'P  =  y. 
Le  nombre  y  est  aussi  une  période,  et  des  deux  relations  ma  —  71^  =  0, 
m'a  —  n'^  —^^  on  tire  a  —  —  /ly,  p  =  —  /«y»  de  sorte  que  a  et  p  sont  des 
multiples  de  la  période  unique  •^.  D'une  façon  plus  générale,  une  fonction 
uniforme  f{z)  ne  peut  admettre  deux  périodes  distinctes  a  et  6  dont  le 
rapport  soit  réel,   car  la  fonction  /{az)  admettrait  les  deux  périodes 

réelles  i  et  —  • 
a 

32o.  Fonctions  doublement  périodiques.  —  Une  fonction  dou- 
blement périodique  est  une  fonction  uniforme  admettant  deux 
périodes,  dont  le  rapport  est  imaginaire.  Pour  nous  conformer 
aux  notations  de  M.  Weierslrass,  nous  désignerons  la  variable 
indépendante  par  w,  les  deux  périodes  par  2(0  et  2(u',  et  nous  sup- 
poserons que  le  coefficient  de   i  dans  —  est  positif.  Marquons 

dans  le  plan  les  points  2(o,  4w,6co,  ...  et  les  points  2w',  4^'> 
6co',  ...  ;  par  les  points  2/7U0  menons  des  parallèles  à  la  direc- 
tion 0(o'  et  par  les  points  2m'co'des  parallèles  à  la  direction  Ow. 
Nous  décomposons  ainsi  le  plan  en  un  réseau  de  parallélogrammes 
égaux  {Jig'  77).  Soit/(w)  une  fonction  uniforme  admettant  les 
deux  périodes  20),  2(0';  des  deux  relations  y(^/ -H  2 (o)  =  y(w), 
f{ii^'Hù')-^f[u)  on  déduit  aussitôty(w-|- 2/?ico-|-2m'a)')=y(t^), 
de  sorte  que  2a?i(o  -h  2m'(o'  est  aussi  une  période,  quels  que  soient 
les  nombres  entiers  m  et  m'\  nous  la  représenterons  par  aiv. 

Les  points-périodes  sont  précisément  les  sommets  du  réseau  de 
parallélogrammes  précédents.   Lorsque  le  point  u  décrit  le  pa- 
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rallùliigramme  OAliC,  ayant  pour  sommels  les  points  n,  aw, 
aoi  4-  2111',  2(»',  le  point  «  +  211'  décril  le  parallélogramme  ajaiit 
pour  sommets  les  points  aie,  air+ atj,  2  n'-l-2  w-1-2  w',  2U'+aw', 
et  lu  foncùon /i^if)  reprend  la  même  valeur  nni  points  homologues 
des  deux  parallélogrammes.  Tout  pai-allélogrnmme  ayant  pour 
sommets  quatre  points  u^,  Ho+2w,  Ho+mw',  «o+awH-au' 
s'appelle  un  parallAlogiamnie  des  périodes;  on  considère  en 
général  le  parallélogramme  OABC,  mais  on  pourrait  remplacer 

Fig.  77. 


l'origine  par  un  point  quelconque  du  plan.  La  période  aw-t-  2 m' 
sera  désignée,  pour  abréger,  par  aw";  le  centre  du  parallélo- 
gramme OABC  est  le  point  ut",  tandis  que  les  points  tu  et  w'  sont 
les  milieux  des  côu's  OA  et  OC. 

Toute  fonction  entière  doublement  périodique  est  une  con- 
stante- En  effet  soil/{u)  une  fonction  doublement  périodique;  si 
elle  est  entière,  elle  est  liolomorplie  dans  le  parallélogramme  OABC 
et  le  module  de /(h)  reste  toujours  inférieur  dans  ce  parallélo- 
gramme à  un  nombie  fixe  M.  Mais  la  valeur  <]e/{ii)  en  un  point 
quelconque  du  plan  est  égale,  d'après  la  double  périodicité,  à  la 
valeur  de/(u)  en  nu  point  du  parallélogramme  OABC.  Le  modnie 
de  celle  fonction  reste  donc  inférieur  à  un  nombre  fixe  M;  c'est 
une  constante,  d'après  le  théorème  de  Liouville. 
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326.  Fonctions  elliptiques.  Propriétés  générales.  —  Il  résulte 
du  théorème  précédent  qu'une  fonction  doublement  périodique 
admet  des  points  singuliers  à  distance  finie,  à  moins  de  se  réduire 
à  une  constante.  On  appelle  fonctions  elliptiques  les  fonctions 
méromorphes  doublement  périodiques.  Dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  une  fonction  elliptique  a  un  certain  nombre  de 
pôles;  on  appelle  ordre  de  la  fonclion  le  nombre  de  ces  pôles, 
chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité.  Remar- 
quons que  si  une  fonction  elliptique  f{ii)  a  un  pôle  Uq  sur  le 
côté  OC,  le  point  Uq-\-  7.îù  situé  sur  le  côté  opposé  AB est  aussi  un 
pôle;  mais,  en  évaluant  le  nombre  des  pôles  compris  dans  OABC, 
on  ne  doit  compter  qu\in  seul  de  ces  pôles.  De  même,  si  l'ori- 
gine esl  un  pôle,  tous  les  sommets  du  réseau  sont  aussi  des  pôles 
dey(u),  mais  on  ne  doit  en  compter  qu'un  dans  chaque  paral- 
lélogramme. Il  suffirait  par  exemple  de  déplacer  infiniment  peu  le 
sommet  du  réseau  qui  est  à  l'origine  pour  que  la  fonction  consi- 
dérée f{u)  n'ait  plus  aucun  pôle  sur  le  contour  du  parallélo- 
gramme. Quand  nous  aurons  à  intégrer  une  fonction  ellip- 
tique/"(//)  le  long  du  contour  du  parallélogramme  des  périodes, 
nous  supposerons  toujours  qu'on  a  déplacé,  s'il  est  nécessaire,  ce 
parallélogramme  de  façon  que  f{u)  n'ait  pas  de  pôles  sur  le 
contour.  L'application  des  théorèmes  généraux  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques  conduit  bien  aisément  à  des  propositions 
fondamentales  : 

1°  La  somme  des  résidus  d* une  fonction  elliptique,  relatifs 
aux  pôles  situés  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  est 
nulle. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  (\we  f(u)  n'ait  aucun  pôle  sur 
le  contour  OABGO.  La  somme  des  résidus  relatifs   aux   pôles 

situés  à  l'intérieur  du  contour  est  égale  à  ^ — -.  j  f(u)  du,  l'inté- 

grale  étant  prise  le  long  de  OABCO.  Cette  intégrale  est  nulle,  car 
la  somme  des  intégrales  prises  le  long  de  deux  côtés  opposés  est 
nulle.  On  a,  par  exemple, 

/    f{u)du-=  f(u)du,  f     /(u)dur^  f(u)du; 

*^iOA»  •-  0  «>  (bC)  •-  2W-(-2o>' 
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si  nous  remplaçons  dans  celle  dernière  inlégrale,  u  par  u  -t-  2o>'', 


on  a  encore 


C   f{u)du^^   f  f(u-^  2Ui')du^  f  f(u)du  =  —   i   f{n)du. 

On  verrait  de  même  que  la  somme  des  intégrales  le  long  de  AB 
et  de  CO  est  nulle.  Du  reste,  la  propriété  est  presque  évidente 
sur  la  figure  {Jig>  78);  considérons  en  effet  deux  éléments  corres- 


pondants des  deux  intégrales  le  long  de  OA  et  le  long  de  BC.  Aux 
points  m  et  m!  la  valeur  def{u)  est  la  même,  tandis  que  les  va- 
leurs de  du  sont  opposées.  Le  théorème  précédent  prouve  qu'une 
fonction  elliptique  /(u)  ne  peut  avoir  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  dans  un  parallélogramme  des  périodes.  Une  /onction  ellip- 
tique estjCLu  moins  du  second  ordre. 

2^  Le  nombre  des  zéros  d'une  fonction  elliptique  dans  un 
parât  lé  lo  gramme  des  périodes  est  égal  à  Vordre  de  cette 
fonction  (chacun  des  zéros  étant  compté  avec  son  degré  de 
multiplicité). 

So\lf{u)  une  fonction  elliptique;  le  quotient  ^ — ^  :^  ?('')  ^st 

aussi  une  fonction  elliptique,  et  la  somme  des  résidus  de  ©(m) 
dans  un  parallélogramme  est  égal  au  nombre  des  zéros  de  f(u) 
diminué  du  nombre  des  pôles  (n**  306).  En  appliquant  le  théo- 
rème précédent  à  la  fonction  o(u)^  on  en  conclut  la  proposition 
énoncée.  D\ine  façon  générale,  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion y*(  m)  =  C,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  est  égal  à  *♦ 
l'ordre  de  la  fonction,  car  f(u)  —  G  a  les  mêmes  pôles  quey*(w), 
quelle  que  soit  la  constante  C. 
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3**  La  différence  entre  la  somme  des  zéros  et  la  somme  des 
pôles  d' une  fonction  elliptique,  dans  un  parallélogramme  des 
périodes,  est  égale  à  une  période. 

Considérons  Tintéffrale  — ;  /  u  ^, — -  du  le  lonff  du  contour  du 

parallélogramme  OABC.  Celle  inlégrale  est  égale,  nous  l'avons 
vu  (n**  306),  à  la  somme  des  zéros  de/(u)  situés  à  l'intérieur  de 
ce  contour  diminuée  de  la  somme  des  pôles  de/{u)  dans  le  même 
contour.  Évaluons  la  somme  des  intégrales  provenant  des  deux 
côtes  opposés  OA  et  BC 

r*"     r(u).        r**^'       fin), 

I       u  ^. du  -h   I  u  ^^7 du  ; 

si  nous  changeons,  dans  la  dernière  intégrale,  w  en  a  -f-  2  0j',  celle 
somme  est  encore  égale  à 

/       u^ — du-^   I     (u-h'ioj')^ TT  du, 

on,  en  ajant  égard  à  la  périodicité  dey*(/^),  à 

—    /        2io'  ■^. du. 

L'intégrale    /       -=— du  est  égale  à  la  variation  de  Log[/(//)] 

lorsque  u  décril  le  côté  0A;/(^/)  revient  à  sa  valeur  initiale  et 
par  conséquent  la  variation  de  Log[y(//)]  est  égale  à  —  2/71211/, 
/Wa  étant  un  nombre  entier.  La  somme  des  intégrales  le  long  des 

côtés  opposés  OAet  BCest  donc  égale  à  — .  {^m-iTzitù^)  =  2/n2to'. 

On  verrait  de  même  que  la  somme  des  intégrales  le  long  de  AB  et 
de  CO  est  de  la  forme  a^iiw.  La  diflerence  considérée  est  donc 
égale  à  2/ni  to  -f-  2^2^'?  c'est-à-dire  à  une  période. 

La  proposition  s'appli(|ue  aussi  aux  racines  de  l'équation 
f{u)  =:  C,  comprises  dans  un  parallélogramme  de  périodes,  quelle 
que  soit  la  constante  C,  pour  la  même  raison  que  plus  haut. 

4**  Entre  deux  fonctions  elliptiques,  aux  mêmes  périodes,  il 
existe  une  relation  algébrique. 
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Soient  y(w), /i  (w)  deux  ronctions  elliptiques,  admettant  les 
mêmes  périodes,  aw,  2w'.  Dans  un  parallélogramme  des  périodes 
prenons  les  points  ai,  «2j  •  •  •  ^  «mq"»  sont  des  pôles  pour  Tune  ou 
l'autre  des  deux  fonclions/(«),/,  (f^)  ou  pour  les  deux  à  la  fois,  et 
soit  [JL|  Tordre  de  multiplicité  le  plus  élevé  du  pôle  ai  relativement 
à  ces  deux  fonctions  ;  nous  poserons  [jL|  4-  [Xj  -f-  •  •  •  -f-  p^m  =  N.  Soit 
d'autre  part  F(:r,  y)  un  polynôme  entier  de  degré  n  à  coefficients 
constants;  si  Ton  remplace  dans  ce  polynôme  x  qI  y  par /(m) 
ei /i(u)  respectivement,  le  résultat  est  une  nouvelle  fonction 
elliptique  ^(u)  dont  les  pôles  ne  peuvent  être  que  les  points  «i, 
(12,  . . . ,  Om,  et  ceux  qui  s'en  déduisent  par  l'addition  d'une  période. 
Pour  que  cette  fonction  ^(u)  se  réduise  à  une  constante,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  parties  principales  disparaissent,  dans  le 
domaine  de  chacun  des  points  «i,  «2?  •  •  ••  ^//««  Or  le  point  a/  est 
un  pôle  d'ordre  au  plus  égal  à  /1|jl/  pour  ^(w).  En  écrivant  que 
tous  les  coefficients  des  parties  principales  sont  nuls,  on  aura  donc 
en  tout  au  plus 

relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  coefficients  du  po- 
lynôme ¥(x^y),  le  terme  indépendant  de  x  et  de  y  n'y  figurant 

pas.  Ces  coefficients  sont  au  nombre  de ;  si  l'on  choisit  n 

assez  grand  pour  que  l'on  ait  /?(/?-+- 3)  >  2N/1,  ce  qui  est  pos- 
sible, puisque  /t(/ï-+-3) — -uN/i  croît  indéfiniment  avec  /i,  on 
aura  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes^  avec  un 
nombre  d'inconnues  supérieur  a  celui  des  équations.  4Zes  équa- 
tions admettent  toujours  un  système  de  solutions  non  toutes 
nulles;  si  F(x^y)  est  le  polynôme  ainsi  obtenu,  les  fonctions 
elliptiques /(w),y'i  (u)  satisfont  à  la  relation  algébrique 

F[/("),/i(")]  =  G, 
C  désignant  une  constante. 

Remarques.  —  Avant  de  quitter  ces  généralités,  faisons  encore 
quelques  remarques  dont  on  aura  besoin  par  la  suite. 

Une  fonction  uniforme /(w)  est  paire,  si  l'on  q/( —  u)=/(u)] 
elle  est  impaire  si  l'on  a  /( —  u)=  — /('')•  La  dérivée  d'une 
fonction  paire  est  une  fonction  impaire,  et  la  dérivée  d'une  fonc- 
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lion  impaire  est  une  fonction  paire.  D^inc  façon  générale,  les 
dérivées  d'ordre  pair  d'une  fonction  paire  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  paires,  et  les  dérivées  d'ordre  impair  des  fonctions 
impaires.  Au  contraire,  les  dérivées  d'ordre  pair  d'une  fonction 
impaire  sont  des  fonctions  impaires,  et  les  dérivées  d'ordre 
impair  sont  des  fonctions  paires. 

Soity*(//)  une  fonction  elliptique  impaire;  si  iv  est  une  demi- 
période,  on  doit  avoir  à  la  foisy((r)  =  — /( —  tr),  ei/(iv)  =/{ —  (v), 
puisque  iv  =  —  tr  h-  2n'.  Il  faut  donc  i\i\e /(iv)  soit  nul  ou  infini, 
c'est-à-dire  que  iv  soit  un  zéro  ou  un  pôle  de  /(u).  L'ordre  de 
multiplicité  de  ce  zéro  ou  de  ce  pôle  est  forcément  impair;  si  iv 
était  un  zéro  d'ordre  pair  9.n  de /"(//),  la  dérivée /^^"^(m),  qui 
est  impaire,  serait  holomorplie  et  diflTérenle  de  zéro  pour  u  =  w. 
Si  iv  était  un  pôle  d'ordre  pair  de /(u),  ce  serait  un  zéro  d'ordre 

pair  de  -=-, —  •  En  résumé,  toute  demi-période  est  un  zéro  ou  un 

pôle  d^  ordre  impair  d^  une  fonction  elliptique  impaire. 

Si  une  fonction  elliptique  paire  y(//)  admet  une  demi-période  w 
pour  pôle  ou  pour  zéro,  Vordre  de  multiplicité  de  ce  pôle  ou 
de  ce  zéro  est  un  nombre  pair.  En  effet,  si  par  exemple  (v  était 
un  zéro  d'ordre  impair  a/i-h  i,  ce  serait  v\n  zéro  d'ordre  pair  de 
la  dérivée  /'(^^)  qui  est  une  fonction  impaire,  et  de  môme  pour 
les  pôles.  Comme  le  double  d'une  période  est  aussi  une  période, 
tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  demi-périodes  s'applique 
aussi  aux  périodes  elles-mêmes. 

327.  La  fonction  pu.  —  Nous  avons  déjà  remarqué  que  toule 
fonction  elliptique  a  au  moins  deux  pôles  simples,  ou  un  pôle 
double,  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  la  notation 
de  Jacobi,  on  prend  pour  éléments  simples  des  fonctions  ayant 
deux  pôles  simples;  dans  la  notation  de  Weierslrass,  on  prend  au 
contraire  pour  élément  sim[)le  une  fonction  elliptique  ayant  un 
seul  pôle  double  dans  un  parallélogramme.  Comme  le  résidu  doit 
être  nul,   la  partie  principale,  dans  le  domaine  du   pôle  a,  doit 

être  de  la  forme  , -r»  Pour  achever  de  préciser  le  problème,  il 

(w  —  a)*  »  ^  ' 

suffit  de  prendre  A  =  i ,  et  de  supposer  que  les  pôles  de  la  fonction 
sont  l'origine  w  =  o  et  tous  les  points-périodes  2  (v  =  2  m  w  -f-  2  m'(i>'. 
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Nous  sommes  donc  conduits  à  résoudre  d'abord  le  problème  sui- 
vant : 

Former  une  fonction  elliptique,  admettant  comme  pôles  du 
second  ordre  tous  les  points  2a' =  2moj  4- 2m'a)',  où  m  et  m! 
sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  et  n^ admettant  pas 
d'autres  pôles,  de  telle  façon  que  la  partie  principale,  dans  le 

domaine  du  point  2  «',  soit  , . 

^  '  (u  —  'iwf 

Avant  d'appliquer  à  ce  problème  la  méthode  générale  du  n**320, 
nous  démontrerons  d'abord  cpie  la  série  double 


/n  eu  -i-  /yi'cu'  IH- 


OÙ  m  et  m'  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  — ao  à  -4- 00 
(la  combinaison  m  =  m' =  o  étant  exceplée)  est  convergente, 
pourvu  que  l'exposant  [jl  soit  un  nombre  positif  supérieur  à  2. 
Considérons  le  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois  points  u  =  o, 
u  =  mtù,  u  =  niiù  -\-  m'iù' ;  les  trois  côtés  du  triangle  sont  respec- 
tivemenl  |/;iOL)j,  [//i'oj'|,  |/?ito  -f-  m'toM.  Nous  avons  donc  la  relation 

ma)  -T-  m'to'|2=  /?i*|to|2-f-  m'^\{o'\^-h  2m/?t'|«>u)'l  cos8, 


9  étant  l'angle  des  deux  directions  Oa>,  0(o'(o  <<  0  <[  ti).  Soit 
pour  abréger  |(.)|--=(7,  |(o'|  =  ft,  et  supposons  aSb,  La  relation 
précédenle  peut  encore  s'écrire 

!mco  H-  m' 0/12=  m^a^-t-  m'-b^àz  inim' ab  cosB, 


Tangle  6  étant  égal  9  à  si  6  i  -,  et  à  tt  —  8,  si  0  >  ^  ;  cet  angle  6 

ne  peut  être  nul  puisque  les  trois  points  O,  w,  w'  ne  sont  pas  en 
ligne  droite,  et  Ton  a  o  5  cosB  <<  1 .  On  a  donc  aussi 

|/nw  -I-  /?i'w'|2=  (i  — cose)(m*«î-4-  m'^b"-)  -{-cose(madz  m'b)^, 
et  par  suite 

Il  suit  de  là  que  les  termes  de  la  série  (21)  sont  respectivement 
inférieurs  ou  égaux  à  ceux  de  la  série  ^  (  — ^ ,-  )   y  multipliés 
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par  un  facteur  conslaDt,  el  nous  savons  que  cette  dernière  série 

est  convergente  si  l'exposant  -  est  plus  grand  que  un  (I,  n*^  172). 

La  série  (21)  est  donc  convergente  si  Ton  fait  u  =  3,  ou  jx  =  4» 
D'après  un  résultat  démontré  plus  haut  (n°  320),  la  série 

G(a)=-.-h7    I —  •; — -  (w  = /nu)  H- m'oi') 

représente  une  fonction  méroinorphe  admettant  les  mômes  pôles 
avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction  elliptique 
cherchée.  Nous  allons  montrer  que  celte  fonction  <p(a)  admet  pré- 
cisément les  deux  périodes  20J  et  aw'.  Considérons  d'abord  la 
série 

y'r \ L_] 

OÙ  2iv  =  iniiù  -H  2m'w',  la  sommation  s'élendant  à  toutes  les  va- 
leurs entières  de  m  et  de  m',  sauf  m  =  m'=  o,  et  //^  =-^  —  1 ,  m'=  o. 
Cette  série  est  absolument  convergente,  car  c'est  la  série  ç(«)  où 
l'on  aurait  remplacé  u  par  — 20J,  après  avoir  supprimé  deux 
termes.  On  voit  aisément  que  la  somme  est  nulle,  en  la  considé- 
rant comme  une  série  double,  et  en  évaluant  séparément  chacune 
des  lignes  du  tableau.  En  retranchant  cette  série  de  '-^{u)-,  nous 
pouvons  donc  écrire  encore 

les  combinaisons  (m  =  m'=  o),  {rn  ==  —  \^m' -=^  o)  étant  toujours 
exclues  de  la  sommation.  Changeons  maintenant  u  en  u  —  2  0j; 
il  vient 

q(w  —  2a>)  =  — -  -f-  7       ; -L 

la  combinaison  m=^  —  i,  m' =  o  étant  seule  exclue  de  la  som- 
mation. Mais  le  second  membre  de  cette  égalité  est  identique 
à  f  (^/).  Cette  fonction  admet  donc  la  période  20J,  et  l'on  vérifie- 
rait de  même  qu'elle  admet  la  période  2(i>'.  C'est  la  fonction  que 
M.  Weierstrass  représente  par  la  notation  pu,  et  qui  est  ainsi 
définie  par  l'égalité 

(22)     pu=~--hy\- î _  _J_^  (w- =  ma)4-m'to'). 
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Si  Ton  fait  u  =  o  dans  la  différence  du r»  tous  les  termes  de 

la  somme  double  sont  nuls,  et  cette  différence  est  nulle  elle-même. 
La  fonction  pz^  jouit. donc  des  propriétés  suivantes  : 

I®  Elle  est  doublement  périodique,  et  admet  pour  pôles  tous 
les  points  iw^  et  ceux-là  seulement; 

2°  La  partie  principale,  dans  le  domaine  de  l'origine,  est    -; 
3*  La  différence  pu ^  est  nulle  pour  u  =  o. 

Ces  propriétés  caractérisent  la  fonction  pu.  En  effet,  toute 
fonction  /{u)  possédant  les  deux  premières  propriétés  ne  diffère 
de  pu  que  par  une  constante,  puisque  la  différence  est  une  fonc- 
tion doublement  périodique  n'ayant  aucun  pôle.  Si  la  fonction 

est  telle  en  outre  que  /(u) soit  nul  pour  u  =  o^/(u)  — pu 

est  nul  pour  w  r=r  o;  on  a  donc/(^/)  ~  pu, 

La  fonction  j)( —  u)  possède  évidemment  ces  trois  propriétés; 
on  a  donc  p( —  u)^=  pu  et  la  fonction  pu  est  paire,  ce  qu'on  voit 
aussi  facilement  sur  la  formule  ('^2). 

Considérons  la  période  dont  le  modulfe  est  le  plus  petit,  et  soit  0 
son  module.  Dans  le  cercle   Cg  de  rajon   5,  décrit  de  l'origine 

comme  centre,  la  différence  pu  — ■  —  est  holomorphe,  et  peut  être 

développée  suivant  les  puissances  positives  de  u.  Le  terme  général 
de  la  série  (22),  développée  suivant  les  puissances  de  a,  donne 


et   Ton   s'assure   aisément  que  cette  série  admet  pour  fonction 

majorante   — rr -7:  »    et    à    plus   forte    raison   l'expression 

I  —  1 — 


obtenue  en  remplaçant  1  —  • — :  |)ar  i ^s--  Gomme  la  série  7,  - — - 

est  convergente,  il  en  résulte  que  l'on  a  le  droit  d'ajouter  terme 
à  terme  les  séries  entières  obtenues  (n°  267).  Les  coefficients  des 
puissances  impaires  de  u  sont  nuls,  car  les  termes  provenant  des 
périodes  opposées  se  détruisent,  et  nous  pouvons  écrire  le  déve- 
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loppcment  de  pu 

(23)  pu  =   —^    -^  Cill'-h  C3  w'»-4-.  .  .-h  C\U^^-^ 


en  posant 


i''»='2r^'    ''^'^fÀ 


> 


(  cx=(,X-,)2,-^ 


•    •    •    • 


Tandis  que  la  formule  (22)  s'applique  dans  tout  le  plan,  le 
nouveau  développement  (aS)  n'est  valable  qu'à  l'intérieur  du 
cercle  Cs,  avant  pour  centre  l'orifçine  et  passant  par  le  point- 
période  le  plus  voisin. 

La  dérivée  p'west  elle-même  une  fonction  elliptique,  admettant 
pour  pôles  du  troisième  ordre  tous  les  points  2(t>;  elle  est  repré- 
sentée dans  tout  le  plan  par  le  développement  en  série 

(23)  p'„  =  _^_.,2 


(  a  —  '2  iv  )' 


D'une  façon  générale,  la  dérivée  d'ordre  /i,  p^"^  u^  est  une  fonc- 
tion elliptique  admettant  tous  les  points  u=^'2{v  pour  pôles 
d'ordre  /i  H-  2 

(26)  p'«^w  — (— i)« -'  H-(— i)«i.2...(/i-+-  r)  >    ; . 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  la  légitimité  de  ces 
développements,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté,  d'après  les  pro- 
priétés établies  plus  haut  (n°*  298  et  319). 

328.  Relation  algébrique  entre  pu  et  p^ u,  —  D'après  un 
théorème  général  (n°  326),  il  existe  une  relation  algébrique 
entre  pu  et  p^ u.  On  l'obtient  aisément  comme  il  suit.  Dans  le 
domaine  de  l'origine,  on  a,  d'après  la  formule  (^3), 

P   W  = ;   -h  2  Cj  M  -h  4  C3  W3  _4-  .  . 

U* 

(p  a)*  =  — —  16C3  -+-..., 

*^     ^        u^        u^ 

'  u^        a* 


19*  CHAPITRE  XV.  —  FONCTIONS   UNIFORMES. 

les  termes  non  écrits  étant  lous  nuls  pour  u  =  o.  La  diffé- 
rence p'^{u)  —  4p'^  admet  donc  l'origine  comme  pôle  du  second 
ordre,  et,  dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 

p*  (  a  )  —  4  p'  W  = —  28  Cj  -h . . . , 

les  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  u  =  o. 

La  fonction  elliptique  — aoc^pw — aScj  possède  donc  les 
mêmes  pôles  avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction 
elliptique  p'^  —  4p'»  et  leur  différence  est  nulle  pour  u  -—  o.  Ces 
deux  fonctions  elliptiques  sont  donc  identiques,  et  nous  avons  la 
relation  cherchée  que  nous  écrirons 

(27)  (p'w)-=4p'w  — ^îpii  — ^3. 

en  posant 

La  relation  (27)  est  fondamentale  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques;   les  quantités  g2  et  ^3  sont  appelées  les  invariants. 

Tous  les  coefficients  cx  du  développement  (23)  .sont  des  fonc- 
tions entières  des  invariants  g-i^^  gz  î  de  la  relation  (a-j)  on  déduit^ 
en  efl'et,  en  prenant  les  dérivées  et  divisant  par  2p'w, 

D'autre  part  on  a,  dans  le  domaine  de  l'origine, 

j/w  =    —   -H   2  Ci -h  I2C3a"-t-.  .  .-f-(2X  —  '2)('2X  — 3)  CX  W^^-V -|- .  .  .. 

(in  remplaçant  pu  ei pi' u  parleurs  développements  dans  la  rela- 
tion (28),  et  en  identifiant  les  deux  membres,  on  obtient  la  rela- 
tion de  récurrence 

V 

qui  permet  de  calculer  de  proche  en  proche  tous  les  coefO- 
cients  c\  au  moyen  de  C2  et  de  C3,  et  par  conséquent  de  g^  et 
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de  g^  ;  on  trouve  ainsi 

C4  =      .    ., — rr  >  Cj  —      .     . >  .... 

•Jl* .  i  .  d'  '^^ .  3  .  7 .  1 1 

Ce  calcul  met  en  évidence  ce  fait  algébrique  remarquable,  que 

toutes  les  sommes  \^ ^^  s'expriment  par  des  fonctions  entières 

des  deux  premières. 

Nous  connaissons  a  priori  les  racines  de  p'w.  Cette  fonction, 
étant  du  troisième  ordre,  admet  trois  racines  dans  un  parallélo- 
gramme. Comme  elle  est  impaire,  elle  admet  les  racines  w  =  w, 
w  =  o>',  w  =  o>"  =  (i>  -f-  w'  (n°  326.  Remarques),  D'après  la  rela- 
tion (27),  les  racines  de  l'équation  4j>'  —  g^P  —  ^3=0  sont  pré- 
cisément les  valeurs  de  pu  pour  u  =  (i>,  co',  tù" ,  On  représente  ces 
trois  racines  par  e^^  e^^  e^  : 

ei=pa),         ej  =  pa>',         ej  =  pu>'; 

ces  trois  racines  sont  différentes.  En  effet,  si  l'on  avait  par 
exemple  e^  =  e^,  l'équation  pu=^  e^  aurait  deux  racines  doubles  a> 
el  (o'  à  rintérieur  d'un  parallélogramme  des  périodes,  ce  qui  est 
impossible  puisque  pwestdu  second  ordre.  On  peut  encore  écrire 

4p»a  — ^,pa  — ^3  =  4(pw  — e,)(pM  — e,)(pw  —  «s) 

et,  entre  les  invariants  ^a»  gi  et  les  racines  e«,  ej,  ^3,  l'on  a  les 
relations 

e|H- ejH- «8=  o,         eiej-f-eîe3-He,ej= --,         ^1^1^»=^' 

4  4 

Le  discriminant  -^  {g\ —  27^3)  est  nécessairement  différent  de 
zéro. 

329.  La  fonction  C  <^.  —  Si  nous  intécrrons  la  fonction  pw -, 

suivant  un  chemin  quelconque  partant  de  l'origine  et  ne  passant 
par  aucun  pôle,  nous  avons  la  relation 

La  série  qui  est  au  second  membre  représente  une  fonction 
luéromorphe  admettant  tous  les  points  u  :=  2«',  sauf  </  =  o,  pour 
G.,  II.  i3 
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pôles  du  premier  ordre.  En  cliangeant  le  signe  et  en  ajoutant  la 
fraction  -»  nous  poserons 

(29)  ^^=  --^y\\ ' h  —  -I-  —^    ; 

la  relation  précédente  peut  s'écrire 

(30)  j    (pu— -^^jclu^  —  ^u-^- ^, 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 

(3i  )  H,' u  =  —  p u. 

On  voit  facilement,  sur  Tune  ou  l'autre  de  ces  formules,  que  la 
fonction  ^u  est  impaire.  Dans  le  domaine  de  l'origine,  on  a, 
d'après  le  développement  (23)  et  la  formule  (3o), 

M        3  5 

La  fonction  ^u  ne  peut  admettre  les  périodes  2(0  et  acj',  car 
elle  n'aurait  qu'un  pôle  du  premier  ordre  dans  un  parallélo- 
gramme de  périodes.  Mais,  les  deux  fonctions  Ç(w  h-  2(v)  et  ^u 
ayant  la  même  dérivée  —  p«,  ces  deux  fonctions  ne  diSerent  que 
par  une  constante;  la  fonction  ^u  augmente  donc  d'une  quantité 
constante  lorsque  l'argument  u  augmente  d'une  période.  Il  est 
facile  d*avoir  l'expression  de  cette  constante.  Ecrivons,  pour  plus 
de  clarté,  la  formule  (3o)  sous  la  forme 


X  (j>^-^)rf^  =  ;-!:«; 


en  changeant  u  en  u  -{-  210  et  en  retranchant  les  deux  formules, 
il  vient 

f  pvdv. 

Nous  poserons 

•2r^  =  —   I  pv  dVj         27/= —   /  pvdv; 

71  et  r/  sont  des  constantes,  indépendantes  de  la  limite  inférieure  a 
et  du  chemin  d'intégration.  Ce  dernier  point  est  évident  a  priori. 
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puisque  lous  les  résidus  de  j)i'  sont  nuls.  La  fonction  Çw  satisfait 
donc  aux  deux  relations 

;(a -h -210)  =  IJa  H- 2T,,         ^(  u -r-'tvj)  =  ^u -h  ir/. 

» 

Si  Ton  fait  dans  ces  formules  u  =  —  w,  ou  //  =  —  to',  on  trouve 

Entre  les  quatre  quantités  (i>,   w',  */;,  7/  il  existe  une  relation 
très   simple.   Pour   Tétablir,   il    suffit   d'évaluer   de  deux  façons 

rintégrale  l^uduj  prise  le  long  d'un  parallélogramme  de  som- 
mets ;/o)  «o-+-2(o,  Wo -i- 2 tu  +  2  oj',  W0-+-2(o'.  Nous  supposerons 
que  ^u  n'a  aucun  pôle  sur  le  contour  et  que  le  coefficient  de  i 

dans  —  est  positif,  de  façon  que  l'on  rencontre  les  sommets  dans 

l'ordre  où  ils  sont  écrits  quand  on  décrit  le  contour  de  ce  parallé- 
logramme dans  le  sens  direct.  Il  y  a  un  seul  pôle  de  ^u  k  l'inté- 
rieur de  ce  contour,  avec  un  résidu  égal  à  -f-  1;  l'intégrale  consi- 
dérée est  donc  égale  à  2Tzi.  D'autre  part,  la  somme  des  intégrales 
prises  le  long  du  côté  joignant  les  sommets  Woï  Wo-f-  210,  et  du 
côté  opposé  est  égale  (voir  n°  326,  p.  184)  à 


X. 


[^u  —  ^{u  -r-  iM')]du  —  — 4  wr/, 


et  l'on  voit  de  même  que  la  somme  des  intégrales  provenant  des 
deux  autres  côtés  est  égale  à  /^iù'r^.  On  a  donc  la  relation  annoncée 

(3-2)  w'r,  —  wr/=  ^  /. 


f  14-10) 


u 

le  long  d'un  chemin  quelconque  ne  passant  par  aucun  des  pôles. 
On  a 

de  sorte  que  F(a)  est  de  la  forme  F(a)  —  2r,w -h  K,  la  con- 
stante K  n'étant  déterminée  qu'à  un  multiple  de  HTzi  près,  car  on 
peut  toujours  modifier  le  chemin  d'intégration,  sans  changer  les 
extrémités,  de  façon  à  augmenter  l'intégrale  d'un  multiple  quel- 
conque de  27:/.  Pour  trouver  cette  constante  K,  calculons  l'in- 
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Ki> —  '\dv  le  long  d'un  chemin  très  voisin 

du  segment  de  droite  qui  joint  les  deux  poinls  w  et  —  (o.  Celle 
intégrale  est  nulle,  car  on  peut  remplacer  le  chemin  d^intégraliori 
par  le  chemin  rectiligne,  et  les  éléments  de  la  nouvelle  inlé- 
grale  se  détruisent  deux  à  deux.  Mais,  en  remplaçant  u  par  —  a> 
dans  la  formule  qui  donne  F(f/),  Ton  a 


/ 


H^ç  dv  =  —  '2  T,  (0  -H  K , 

—Cl) 


r^^  I 

et  l'intégrale    /        -  dv  est  égale  à  ±71/,  de  sorte  que  l'on  peut 


«-  —  (I) 


prendre  K  =  2Tj(o  ih  tî/;  en  ne  faisant  aucune  hypothèse  sur  le 
chemin  d'intégration,  on  a  donc,  d'une  façon  générale, 


M-HtCl) 


(33)  /  l^v  dç  ^  •zr,(u  -h  u})-i-{im-i-  i)t.£, 


m  étant  un  nombre  entier,  et  l'on  a  une  formule  analogue  pour 

n 


330.  La  fonction  (tu.  —  En  intégrant  la  fonction  ^u le 

long  d'un  chemin  quelconque  partant  de  l'origine  et  ne  passant 
par  aucun  pôle,  nous  avons 

et,  par  suite, 

(34)  ue^o     ^       "^      =,^£J 


La  fonction  entière  qui  est  au  second  membre  est  la  plus  simple 
des  fonctions  entières  qui  admettent  pour  racines  simples  toutes 
les  périodes  2w;  c'est  la  fonction  vu 


H  U 


t 


(35)  aw  =  wTT  (i^JL]e'-^    «♦^' 
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L'égalité  (34)  peut  s'écrire 

{34  bis)  fju  =  Me*^o 

et,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres,  il 
vient 

(36)  —  =  i-HÇ,,_i  =  Çm. 

au        u  u 

La  fonction  tw,  étant  une  fonction  entière,  ne  peut  être  double- 
ment périodique;  quant  l'argument  augmente  d'une  période,  elle 
est  multipliée  par  un  facteur  exponentiel  que  Ton  peut  déter- 
miner comme  il  suit.  On  tire  par  exemple  de  la  formule  (34  bis) 


ce  facteur  a  élé  calculé  plus  haut,  et  Ton  a 

(37)  a(a-+-2u))  =  e«^f«-»-«»>^+^*'»+ï^«'(iM  =  —  g«Tn^«+w'ff«. 
On  trouve  de  même  la  formule 

(38)  <j{u  -h  2to')  =  —  e^n^'^^^'^fju. 

Les  formules  (35)  ou  (34  bis)  mettent  en  évidence  l'une  et  l'autre 
que  i^u  est  une  fonction  impaire. 

Si  Ton  développe  celle  fonction  ^u  suivant  les  puissances  dew, 
le  développement  obtenu  sera  valable  dans  tout  le  plan.  Il  est 
facile  de  montrer  que  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
entières  de  g2  et  de  ^3.  Nous  avons  en  effet 

/(  C  « ]du  —  —  — ^/  u*  —   -7-4:   W'  —  .  .  . ;— — ;î W*'^  — .  .  . 
\^             U/                     3.4               5.6                           2X(-2X  —  I) 


et,  par  suite, 

(ju  =  ue    ^-^       «  * 


-.£i„4_£l„«. 


On  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  terme  en  «^,  et  qu'un  coefficient 
quelconque  est  une  fonction  entière  des  c\  et  par  suite  des  inva- 
variants  ^2  et  g^  ;  les  cinq  premiers  termes  sont  les  suivants  : 

^  ■^'  2». 3. 5      2». 3. 5. 7       2».3«.i.7      2'. 3». 5'. 7. Il 
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Les  trois  fondions  pu^  l^w,  tw  sont  les  éléments  essentiels  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Les  deux  premières  se  dédui- 
sent de  vu  au  moyen  des  deux  relations  sW=  — »  P''=  — ^'''« 


331.  Expressions  générales  des  fonctions  elliptiques.  —  Toute 
fonction  elliptique  /{u)  peut  s'exprimer,  soit  au  moyen  de  la 
seule  fonction  <tUj  soit  au  moyen  de  la  fonction  ^  ^  et  de  ses 
dérivées,  soit  au  moyen  des  deux  fonctions  pu  et  p'u.  Nous  expo- 
serons succinctement  les  trois  mélhodes. 

I®  Expression  de  f{u)  au  moyen  de  la  fonction  vu.  — 
Soient  ai ,  «2,  ,  .  ,^  a,i  les  zéros  de  la  fonction /(u)  dans  un  paral- 
lélogramme des  périodes,  et  6,,  62»  •  •  •  ?  ^/#  '^s  pôles  de/(u)  dans 
le  même  parallélogramme,  chacun  des  zéros  et  des  pôles  étant 
compté  autant  de  fois  que  Texige  son  degré  de  multiplicité.  Entre 
CCS  zéros  et  ces  pôles  on  a  la  relation 

(.|o)  ai-h«j-*-. .  .H-  a;»=  6|H-  ^j  H-. . .-+-  6rtH-  2Û, 

2Û  étant  une  période.  Cela  posé,  considérons  la  fonction 

©  (  M  )  —  -— 7 z . 

tj(u  —  ôi), ,  .liu  —  ù„  —  j.a) 

Cette  fonction  a  les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  zéros  que  la  fonc- 
tion /{u),  car  les  seuls  zéros  du  facteur  v(u  —  «/)  sont  u  =ai  et 
les  valeurs  de  u  qui  ne  diffèrent  de  ai  que  d'une  période.  D'autre 
part,  cette  fonction  o(u)  est  doublement  périodique,  car  si  l'on 
change  u  enw-f-2w,  par  exemple,  la  relation  (3^)  prouve  que 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  ^(u)  sont  multipliés  respec- 
tivement par  les  deux  facteurs 

et  ces  deux  facteurs  sont  égaux  d'après  la  relation  (io).  On  verrait 

de  même  que  Ton  a  '^(e/ -+- 2w')  =  <j)(w).  Le  quotient  ^^^^  est 

donc  une  fonction  doublement  périodique  de  u^  n'ayant  aucun 
infini,  c'est-à-dire  une  constante,  et  nous  pouvons  écrire 


7(  u  —  hi)fji  u  —  ùt) , . .  7(u  —  un  —  9-12) 
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Pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffira  de  donner  à  la  variable  u 
une  valeur  qui  ne  soit  ni  un  pôle,  ni  un  zéro. 

D^une  façon  plus  générale,  pour  exprimer  la  fonction  ellip- 
tique f{u)  au  moyen  de  la  fonction  o-w,  quand  on  connaît  ses 
pôles  et  ses  zéros,  il  suffira  de  choisir  n  zéros  (a',,  a^»  •  •  •>  ^/i) 
et  n  pôles  (6',,  i'^,  . .  .,  6)J,  de  façon  que  toute  racine  de  f{u) 
s*obtienne  en  ajoutant  une  période  à  l'une  des  quantités  a),  et  tout 
pôle  Ae  f{u)  en  ajoutant  une  période  à  Tune  des  quantités  6^,  et 
que  l'on  ait  en  outre  Sa^=S6)..  Ces  pôles  et  ces  zéros  peuvent 
étrr  situés  dans  le  plan  d'une  façon  quelconque,  pourvu  qu'ils 
vérifient  les  conditions  précédentes. 

2**  Expression  def{ii)  au  moyen  de  la  fonction  î^  et  de  ses  déri- 
vées. —  Considérons  k  pôles  «i,  a*,  .  .  . ,  «yt  de  la  fonction  y*(w), 
tels  que  tout  autre  pôle  s'obtienne  en  ajoutant  une  période  à  l'un 
de  ceux-là.  On  peut  prendre  par  exemple  les  pôles  situés  dans  un 
même  parallélogramme^  mais  cela  n'est  pas  nécessaire.  Soit 


la  partie  principale  de/(u)  dans  le  domaine  du  point  a^, 
I^  différence 

k 


j;(«.-i)(,£_a/)l 


est  une  fonction  holomorplie  dans  tout  le  plan;  c'est  de  plus 
une  fonction  doublement  périodique,  car  lorsque  l'on  change  u 

en  £/  +  2Ci>,  cette  fonction  est  augmentée  de  —  27iSA,'\  quantité 
qui  est  nulle,  puisque  SA^,"  représente  la  somme  des  résidus  dans 
un  parallélogramme.  Cette  différence  est  donc  une  constante  et 
l'on  a 

/(w)  =  G-4-y  [a v);(«i- a/) -A/' ;'("-«/)... 

-^(_  i)/i.-i 2. .^  ;(«.-ï)(m  -  a/)   . 
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La  formule  précédente  est  due  à  M.  Hermite.  Pour  pouvoir  l'ap- 
pliquer, il  faut  connaître  les  pôles  de  la  fonction  elliptique /(w) 
et  les  parties  principales  correspondantes.  De  même  que  la  for- 
mule (4i)  est  l'analogue  de  la  formule  qui  donne  Texpression 
d'une  fonction  rationnelle  par  un  quotient  de  deux  poljnomes 
décomposés  en  leurs  facteurs  linéaires,  la  formule  (4^)  est  l'ana- 
logue de  la  formule  de  décomposition  d'une  fraction  rationnelle 
en  éléments  simples.  C'est  ici  la  fonction  Ç(w  —  a)  qui  joue  le 
rôle  d'élément  simple. 

3"  Expression  de  f{u)  au  moyen  de  pu  et  de  p'{u).  —  Con- 
sidérons d'abord  une  fonction  elliptique  paire  y*(w).  Les  zéros  de 
cette  fonction,  qui  ne  sont  pas  des  périodes,  sont  deux  à  deux 
opposés;  nous  pouvons  donc  trouver  n  zéros  («i,  a2,  ...,  ci„) 
tels  que  tous  les  zéros  autres  que  les  périodes  soient  compris  dans 
les  formules 

On  prendra,  par  exemple,  le  parallélogramme  a^ant  pour  sommets 
les  points  o)  +  o)',  (o' —  w,  —  o>  —  w',  o)  —  o)',  et  les  zéros  situés 
dans  ce  parallélogramme  du  même  côté  d'une  droite  passant  par 
l'origine.  Si  un  zéro  a/  n'est  pas  une  demi-période,  on  fera  figurer 
ce  zéro  a/  dans  la  suite  ^i,  ^21  •  •  -,  ^/«  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité.  Si  le  zéro  ai  par  exemple 
est  une  demi-période,  ce  sera  un  zéro  d'ordre  pair  2/'  (n**  326, 
Remarques);  nous  ferons  figurer  ce  zéro  r  fois  seulement  dans  la 
suite  «1,  ^2,  . .    ,  rt„.  Cela  étant,  le  produit 

{  p u  —  pai){  p u  —  pat) . , .  (  p u  —  pan) 

admet  les  mêmes  zéros  quey(w),  au  même  degré  de  multiplicité, 
sauf  si  l'on  ^ /{o)  =  o.  On  formera  de  même  un  autre  produit 

(pu  —  pbi){pu  —  pbt).^.(pu  —  pb,n), 

admettant  pour  zéros  les  pôles  de  /(u)  au  même  degré  de  multi- 
plicité, en  faisant  abstraction  des  points  périodes.  Posons 

{pu  —  pai)(pu  —  pa2)...(pu  —  pan), 
^  (pu  —  pbi){pu  —  pôt)...{pu'-pô,„)* 

le  quotient  ^ —  est  une  fonction  elliptique  qui  a  une  valeur  finie 
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et  différente  de  zéro  pour  tonte  valeur  de  wqui  n'est  pas  une  pé- 
riode. Cette  fonction  elliptique  se  réduit  à  une  constante,  car  elle 
ne  pourrait  avoir  pour  pôles  que  les  périodes,  et,  s'il  en  était 
ainsi,  Tinverse  n^aurait  pas  de  pôles.  On  a  donc 

f(u)  =  C  0*^^~.P^«)(P'^-"P^ï^--(P"~P^^»^ . 
(pu  —  pbi){pu  —  pbf)  ...{pu  —  pb,n{ 

Si /i  (w)  est  une  fonction  elliptique  impaire,  '^ — est  une  fonc- 

tion  paire,  et  par  conséquent  ce  quotient  est  une  fonclion  ration- 
nelle de  pw.  Enfin  une  fonction  elliptique  quelconque  F(w)  est  la 
somme  d'une  fonction  paire  et  d'une  fonction  impaire 

„,    ,       F(w)-hFr— w.)       V(a)-Vi—u) 
F(m)  — 1 ; 

2  'X 

en  appliquant  les  résultats  précédents,  on  voit  que  toute  fonclion 
elliptique  peut  être  mise  sous  la  forme 

(43)  F(;0  =  R(pw)-Hp'aR,(pM), 

R  et  R|  étant  des  fonctions  rationnelles. 

332.  Formules  d'addition.  —  La  formule  d'addition  pour  la 
fonclion  sin  x  permet  d'exprimer  sin  (a  -f-  6)  au  moyen  des  valeurs 
de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée  pour  a:  =  a  el  :r  =  6.  Il  existe 
une  formule  analogue  pour  la  fonclion  p^<;  seulement  l'expression 
de  p(w  +  v)  au  moyen  de  pw,  pt^,  p'«,  pV  est  un  peu  plus  com- 
pliquée, à  cause  de  la  présence  d'un  dénominateur. 

Proposons-nous  d'abord  d'appliquer  la  formule  générale  (40' 
où  figure  la  fonclion  o-w,  à  la  fonclion  elliptique  pw  —  pi'.  On  voit 

immédiatement  que  -^ -r-^ est  une  tonction  elliptique 

admettant  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  pa  —  ^v.  On 
a  donc 

pu-^p,^  C —^ ; 

pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  de  multiplier  les  deux 
membres  par  o-^w,  et  de  faire  tendre  u  vers  zéro.  On  trouve  ainsi 
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la  relation  i  =  —  Co-^t?,  d'où  l'on  lire 

li u  -h  v)a(u V) 


(44)  pu  —  pv  ^  — 


j5  a  0"*  1^ 


Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres,  en  regar- 
dant i^  comme  une  constante  et  u  comme  la  variable  indépendante. 
Il  vient 

— =Ç(a-i-i')-hî;(M  — 1^)  — aja; 

pu  —  pv 

en  permutant  u  et  i^  dans  cette  formule,  elle  devient 

— ^ —  =  ;(tt-f-p)  — î("  — ^0  — '-*C*'; 

pu  —  pv 
enfin,  en  ajoutant  les  deux  formules,  on  obtient  la  relation 

(4^)  ii{u-hv)  —  r,u  —  riv=-  ^ , 

2     pu  —  pV 

qui  constitue  la  formule  d'addition  pour  la  fonction  ^u» 

Ea  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  w,  on  obtien- 
drait l'expression  de  p{u-\-v);  le  second  membre  renfermerait 

la  dérivée  seconde  p" a  qu'il  faudrait  remplacer  par  6 p^u  —  —  •  Le 

calcul  est  un  peu  long,  et  l'on  arrive  au  résultat  d'une  façon  plus 
élégante  en  démontrant  d'abord  la  formule 

(i6)  p(u-*-  V)  -^pu-h  pç  =  [T^(u-^v)  —  Çw  —  ^p]*. 

Considérons  toujours  u  comme  la  variable  indépendante;  les 
deux  membres  sont  des  fonctions  elliptiques  admettant  comme 
pôles  du  second  ordre  e/  =  o,  u  ==  —  i^,  et  toutes  les  valeurs  qui 
s'en  déduisent  par  l'addition  d'une  période.  Dans  le  domaine  de 
l'origine,  on  a 

;(a-T-v)  —  ;m  —  ;t'  =  Çi>-hwî;V-h...  — Cm  — ÎP 

u 
et,  par  suite, 

[Ti(u-^  v)  —  î;w— j;p]«=  —  _.2ÇV  —  -iaM-i- 

La  partie  principale  est  —  >  comme  pour  le  premier  membre.  Com- 
parons   de   même   Içs    parties    principales    dans  le  domaine  du 
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pôle  II  ^=  —  P.  En  posant  u=^  —  v  -\-  h,  nous  avons 

h 

La  partie  principale  dn  second  membre  de  la  formule  (4^),  dans 

le  domaine  du  point  //  =  —  p,  est  donc  , r>  comme  pour  le 

premier  membre.  La  différence  ne  peut  donc  êlre  qu'une  con- 
stante. Pour  évaluer  cette  constante,  comparons  par  exemple  les 
développements  dans  le  domaine  de  l'origine;  on  a,  dans  ce  do- 
maine, 

}){  a  -\-  V  )  -^  }Ml  -\-  ]^  V  —   — j  -h  2 p  P  -+-  Wp  r  -f- .  .  . . 

En  comparant  ce  développement  à  celui  de  [J^(^/  -k-  v) —  Çw  —  s^J^^i 
on  voit  que  Ja  différence  est  nulle  pour  w  =  o.  La  formule  (4^) 
est  donc  établie.  En  rapprochant  les  deux  formules  (45)  et  (4^), 
on  obtient  la  formule  d'addilion  pour  la  fonction  pw 

(47)  p(w-^-^')-^P"-^-p^' =  tI  ^^ —]  • 

333.  Intégration  des  fonctions  elliptiques.  —  La  formule  de 
décomposition  de  M.  Hermitese  prête  immédiatement  à  Tinlégra- 
lion  d'une  fonction  elliptique.  On  déduit  en  effet  de  la  formule  (42) 

\  //( '0  ^'w  =  G"  -^"2 1  a;''  Logf j(ff  —  a/)]  -  Ai,'  î(m—  a/)  -h. . . 

(48)  <  /=! 

f  -^  (-  ly^-i  j~^^^  2:^".-''("  -  «c)j. 

Nous  voyons  que  l'intégrale  d'une  fonction  elliptique  s'ejcprime  au 
moyen  des  mêmes  transcendantes  o-,  Ç,  p,  que  les  fonctions  elles- 
mêmes;  mais  la  fonction  ^u  peut  y  figurer  sous  le  signe  log.  Pour 
que  l'intégrale  d'une  fonction  elliptique  soit  elle-même  une  fonc- 
tion elliptique,  il  faut  d'abord  que  Tintégrale  ne  présente  pas  de 
points  critiques  logarithmiques,  c'est-à-dire  que  tous  les  ré- 
sidus A*{^  soient  nuls.  S'il  en  est  ainsi,  Tinlégrale  est  une  fonction 
méromorphe^  pour  qu'elle  soit  elliptique,  il  suffira   qu'elle  ne 
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change  pas  par  Taddition  d'une  përiode,  c'esl-à-dirc  que  l'on  ail 

aCio-iY)  Va^'^^o,         9.Ca>'-2T/VA^/  =  o, 
I  f 

d'où  l'on  lire  C  ^-^  o,  SA.,"  :=i  o.  Si  ces  conditions  sont  remplies, 
l'intégrale  se  trouve  mise  sous  la  forme  indiquée  par  le  théorème 
de  M.  Hermite. 

Lorsque  la  fonction  elliptique  qu*il  s'agit  d'intégrer  est  exprimée  au 
moyen  de  p  a  et  de  p'a,  il  est  souvent  avantageux  de  partir  de  celte  forme, 
au  lieu  d'employer  la  méthode  générale.  Soit  à  intégrer  la  fonction  ellip- 
tique Rfpw)  -f-  j3'mRi(|)m),  R  et  Ri  élanl  des  fondions  rationnelles.  Nous 

n'avons  pas  à  nous  occuper  de  l'intégrale  /  RjCpa)p'M  rfw,  que  le  change- 
ment de  variable  pa  =  /  ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle. 
Quant  à  l'intégrale  /  R(pa)^a,  on  pourrait,  par  des  opérations  ration- 
nelles, combinées  avec  des  intégrations  par  parties  convenablement  choi- 
sies, la  ramener  à  un  certain  nombre  d'intégrales  types,  mais  cela  revien- 
drait à  refaire  sous  une  autre  forme  des  calculs  qui  ont  été  déjà  effectués 
(Chapitre  V,  pages  255-259).  Si  nous  faisons  en  effet  le  changement  de 
variable  pu  =  t,  qui  donne  p'udu  =  dt^  ou 

dt  dt 

du  = 


l'intégrale   /  R(pa)^a  prend  la  forme 

Vi{t)dt 


f 


v/4^^-^î^  — ^3 


Nous  avons  vu  comment  celte  intégrale  se  décompose  en  une  fonclion 

rationnelle  de  t  et  du  radical  ^^t^ — ,^it  —  ^3,  en  une  somme  d'un  cer- 

/t"  dt 
»  et  enfin  en  un 

certain  nombre  d'intégrales  de  la  forme 


tain  nom! 


rQ(t)  dt 


^3 


P(/)  étant  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée  et  avec  4'^  —  ^i'  —  ^ii 
et  Q(0  un  polynôme  premier  avec  P(Oj  ^^  ^^  degré  moindre. 

En  revenant  à  la  variable  w,  on  voit  donc  que  l'intégrale   /  K{pu)du 

est  égale  à  une  fonclion  rationnelle  de  p  m  et  de  p'w,  augmentée  d'un  cer- 
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lain  nombre  d'intégrales  telles  que   /  (pu)^du,  et  d'autres  intégrales  de 


la  forme 


Q(pu)du 


(49)  f^^^^ 


)    ' 


et  cette  réduction  peut  être  eiïectuée  par  des  opérations  rationnelles 
(multiplications  et  divisions  de  polynômes)  combinées  avec  certaines  in- 
tégrations par  parties. 

On  obtient  aisément  une  formule  de  récurrence  pour  le  calcul  des  inté- 
grales l«=  I  {pu)'*du.  Dans  la  relation 

d 

remplaçons  p'*u  et  p''u  par  Ji^y^u  —  gtpu  —  g^  et  Cj)'m gi  respecti- 

vement;  il  vient,  en  ordonnant  par  rapport  à  pu, 

■^[{puy-^pu] 

=  (4/i-+-2)(pw)'*-^-»  — /n— ^  l^,(pa)«-i^(/i-i)^3(^a)«-*, 

et  Ton  en  tire,  en  intégrant  les  xleux  membres, 

(5o)  (puY-^p'u—{^n-\-^)\n^\—in—  M^,l„_i  — (/<  —  i)^3l«_,. 

En  faisant  successivement  dans  cette  formule  /i  =  i,  u.  3,  . . .,  on  calcu- 
lera de  proche  en  proche  toutes  les  intégrales  I„  au  nio\eii  des  deux  pre- 
mières lo  =  a,  Il  =  —  Ç  w. 

Pour  pousser  plus  loin  la  réduction  des  intégrales  de  la  forme  (49)i  il 
faudra  connaître  les  racines  du  polynôme  P(^).  Si  l'on  connaît  ces  racines, 
on  ramènera  le  calcula  celui  d'un  certain  nombre  d'intégrales  de  la  forme 

/// 

y 


r      du 
J  pu-  p 


pv  étant  diiïérent  de  «t,  ej,  ej,  puisque  le  polynôme  P(/)  est  premier  avec 
f\l*—  g%t  —  gs.  La  valeur  de  v  n'est  donc  pas  une  demi-période,  et  p'v 
n'est  pas  nul.  La  formule 

—  n'p 

i =  r(M-|.(;)_ç(a  — p)  -aîji' 

pu  —  pv 

établie  plus  haut  (n^  33Î)  nous  donne  alors 

<5i)    / —  =  ^^  [Los^iu-t-v)—  Log5(a~  i»)—  xul^v]  -f-G. 

J  pn  —  pv       pV'-^  °  •• 
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334.  La  fonction  6.  —  Les  séries  par  lesquelles  nous  avons  défini  les 
fonctions  pUy  2[a,  9 a  se  prêtent  difficilement  aux  calculs  numériques, 
y  compris  le  développement  en  série  entière  de  7Uj  qui  est  valable  dans 
tout  le  plan.  Les  fondateurs  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
Abel  et  Jacobi,  avaient  introduit  une  autre  transcendante  remarquable, 
déjà  rencontrée  par  Fourier  dans  ses  travaux  sur  la  théorie  de  la  chaleur, 
et  que  l'on  peut  développer  en  une  série  très  rapidement  convergente; 
c*est  la  fonction  0.  Nous  allons  établir  brièvement  les  principales  pro- 
priétés de  cette  fonction,  et  montrer  comment  on  peut  en  déduire  aisé- 
ment la  fonction  ua  de  M.  Weierslrass. 

Soit  X  une  quantité  imaginaire  r  -h  si,  où  le  coefficient  s  de  i  est  positif; 
y  désignant  une  variable  complexe,  la  fonction  0(r)  est  définie  par  le 
(lévclopperaent  en  série 

(52)  6(p)  =  ■!■  V  (—  iy*q  •"'^^^  e<««-»-ïJ^'*',         q  =  e^'-^, 

—  «0 

que  l'on  peut  regarder  comme  une  série  de  Laurent,  où  l'on  aurait  rem- 
placé z  par  e^^*'.  Cette  série  est  absolument  convergente,  car  le  module  Un 
du  terme  général  a  pour  expression 

— ~j(/H-     )  — iîn-»-l)Tp 

si  V  =  a -T-  pi;  l^U,*  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  par 

valeurs  positives,  et  il  en  est  de  même  de  /U_«.  La  fonction  6(y)  est  donc 
une  fonction  transcendante  entière  de  la  variable  v.  C'est  une  fonction 
impaire;  en  effet,  si  nous  réunissons  les  termes  de  la  série  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  n  et  — n  —  i  de  l'indice  (en  faisant  varier  n  de  o 
à  -^  x),  le  développement  (52)  est  remplacé  par  le  suivant 


-»-• 


(53)  6(i>)  =  2  V(— O'^grl""*"»/  sin(2/i-i-i)7ry, 

0 

qui  montre  que  l'on  a 

e(— y)  =  —  ô(y),      6(0)  =  o. 

Lorsque  v  augmente  de  l'unité,  le  terme  général  de  la  série  (5^)  est 
multiplié  par  e^*"-t»^^^= — i.  On  a  donc  6(v-f-i)  =  — 0(y).  Lorsqu'on 
change  v  en  y -h  x,  on  ne  voit  pas  immédiatement  de  relation  simple 
entre  les  deux  séries.  Mais  nous  pouvons  écrire 

0(P-+-T)=    -T  >  (—  I)"gr\       «^  gdAH-Dîl/i'; 

—  «0 

changeons  dans  cette  série  n  en  n  —  i,  le  terme  général  de  la  nouvelle 

série 

1  »* 
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est  égal  au  lerme  général  de  la  première  série  (52),  multiplié  par  —  q-^  e-*^'*'. 
La  fonction  ^(v)  satisfait  donc  aux  deux  relations 

<54)  e(t>-4-i)  =  — 6(P),        b{v-\-^)  =  — ^-»e->i^'>e(t^); 

ces  relations  montrent  que  la  fonction  6(i^)  admet  pour  zéros  tous  les 
points  /W|-i-/7ijx,  m\  et  mj  étant  des  nombres  entiers  arbitraires,  positifs 
ou  négatifs,  puisque  l'origine  est  une  racine. 

Ce  sont  là  les  seules  racines  de  l'équation  6(p)  =  o.  Considérons  en 
effet  un  parallélogramme  ayant  pour  sommets  les  quatre  points  Pq*  ^0+ i, 
foH-  ^-^-'^,Vq-^'z,  le  premier  sommet  Vq  étant  pris  de  telle  façon  qu'aucune 
des  racines  de  ^{v)  ne  soit  sur  le  contour.  Nous  allons  montrer  que  l'équa- 
tion 6|(>)  =  o  a  une  seule  racine  dans  ce  parallélogramme.  Il  suffit  pour 

7-7 —  dv  prise  le  lone  du  contour  dans  le 

sens  direct;  d'après  l'hypothèse  faite  sur  t,  on  rencontre  les  sommets  dans 
l'ordre  où  ils  sont  écrits. 
Des  relations  (54)  on  déduit 

6(i>-i-i)  ~"  O^p;'         ^{v-\-z}  ~~  ^{v) 
La  première  de  ces  relations  montre  qu'aux  points  correspondants  n  {fig>  79) 
et  n!  des  deux  côtés  AD,  BC,  la  fonction  — —  reprend  la  même  valeur. 
Comme  ces  deux  côtés  sont  décrits  dans  des  sens  opposés,  la  somme  des 


Bfvo^tj 


(Vo) 


intégrales  correspondantes  est  nulle.  Au  contraire,  si  nous  prenons  deux 

points  correspondants  m,  m!  sur  les  côtés  AB,  DG,  la  valeur  de  v         au 

point  m!  est  égale  à  la  valeur  de  la  même  fonction  au  point  m,  diminuée 
de  airt.  La  somme  des  intégrales  provenant  de  ces  deux  côtés  est  donc 

égale  à    /     — iizidv,  c'est-à-dire  à  27rt.  Comme  il  y  a  évidemment  dans 

*/,CD) 

le  parallélogramme  ABCD  un  point  et  un  seul  dont  l'affixe  est  de  la 
forme  /Wj-t-mîT,  il  s'ensuit  que  la  fonction  ^{v)  n'a  pas  d'autres  zéros 
que  ceux-là. 

En  résumé,  la  fonction  0(p)  est  une  fonction  entière  impaire,  admettant 
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pour  zéros  simples  tous  les  points  mi+msx,  et  ceux-là  seulement,  et 
vérifiant  les  relations  (54)*  Soient  maintenant  2a>,  2(0' deux  périodes  telles 

que  le  coefficient  de  i  dans  —  soit  positif.  Remplaçons  dans  6((>)  la 
variable  v  par  —  et  t  par  — ,  et  soit  9(m)  la  fonction 

(55)  <p(«)  =  e(Jij); 

<p(a)  est  une  fonction  entière  impaire,  admettant  pour  zéros  du  premier 
ordre  toutes  les  périodes  iw  =  2mto -i- am'o)',  et  les  relations  (54)  sont 
remplacées  par  les  suivantes  : 

,  — Tîi  { )       ,       . 

(56)  <p(a-+- 2w)  =  —  o(m),         'f  (a -1-20)  )  =  —  e       ^  *^    ' ^{^h 

Ces  propriétés  sont  très  voisines  des  propriétés  de  la  fonction  <ja.  Pour 
retrouver  aw,  il  suffit  de  multiplier  o m  par  un  facteur  exponentiel.  Posons 
en  effet 

7)  étant  la  fonction  de  w  et  de  to'  définie  comme  on  l'a  vu  plus  haut  (n«  329); 
4^(m)  est  encore  une  fonction  entière  impaire  admettant  les  mêmes  zéros 
que  <f(w).  La  première  des  relations  (56)  devient 

2  tl)         —  (//-J-ÏCiï)»  ,  , . 

(58)         4/(1/ -+-2w)  =  --  ^77 —  e'*^  o{u)  =  —  e^S'^^^^^i^u), 

/         T  /  6  (o)  '  T  \    / 


Nous  avons  ensuite 


2(1)         —  l«4-!Ci)')«     —  —  (/H-<t>') 


«Km -+-20)')  =  —  ^n — 7  e'^  e    ^  »(«/), 

0  ^o) 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  •f^ui' — r/o)  =  — « 

(59)  4/(a-i-20)')  =  --e*^'««-^'^^Ka). 

Les  relations  (58)  et  (59)  sont  identiques  aux  relations  établies  plus 

haut  pour  la  fonction  «la.  Le  quotient admet  donc  les  deux  périodes 

'^  ^  au 

2  0)  et  2  0)',  puisque  les  deux  termes  de  ce  rapport  sont  multipliés  par  un 
même  facteur  lorsque  i/ augmente  d'une  période.  Les  deux  fonctions  ayant 
les  mêmes  zéros,  ce  rapport  est  constant;  d'ailleurs  le  coefficient  de  u  dans 
les  deux  développements  est  égal  à  un.  On  a  donc  au  =  ^(u),  ou 

(60)  ''^=K^—^^^'^     ^(—     ' 

8  (o)  V'-iW/ 

et    la   fonction   au  est  ramenée  à  la   fonction  6,   comme  nous  Pavions 
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annoncé.  Lorsque  l'on  donne  à  l'argument  v  des  valeurs  réelles,  le  module 
de  q  élant  inférieur  à  Tunité,  la  série  (  53  )  est  très  rapidement  convergente. 
Nous  ne  développerons  pas  davantage  ces  indications,  qui  suffisent  pour 
faire  prévoir  le  rôle  fondamental  de  la  fonction  0  dans  les  applications  des 
fonctions  elliptiques. 

m.  —  INVERSION.  —  COURBES  DU  PREMIER  GENRE. 

335.  Relations  entre  les  périodes  et  les  invariants.  —    A  tout 

système  de  deux  nombres  complexes  co,  o)',  dont  le  rapport  — 

n'est  pas  réel,  correspond  une  fonction  elliptique  j)w,  complète- 
ment déterminée,  admettant  les  deux  périodes  2o>,  aw',  et  régu- 
lière pour  toutes  les  valeurs  de  u  qui  ne  sont  pas  de  la  forme 
2/w(i) -h  2m'w',  toutes  les  périodes  étant  des  pôles  du  second 
ordre.  Les  fonctions  ^u  etTW,  qui  se  déduisent  de  pu  par  une  ou 
deux,  intégrations,  sont  également  déterminées  par  le  système  des 
périodes  (210,  210').  Quand  il  y  a  lieu  de  mettre  ces  périodes  en 
évidence,  on  peut  employer  la  notation  p(a|(o,  w'),  Ç(w|(i),  o)'), 
<7(w|(o,  to')  pour  désigner  les  trois  fonctions  fondamentales. 

Mais  il  esta  remarquer  que  l'on  peut  remplacer  le  système  (o),  to') 
par  une  infinité  d'autres  systèmes  (Û,  ù')  sans  changer  la  fonc- 
tion pu.  Soient  en  effet  m,  m',  /i,  /?'  quatre  nombres  entiers, 
positifs  ou  négatifs,  tels  que  l'on  ait  mn' — m'n=:±  i.  Si  nous 
posons  Q  =  mtù  -h  nto' ^  û'=  m'w -|- /l'o)',  nous  aurons  inverse- 
ment (0  =  ±:(/î'iî  — /lû'),  ^^)'=  ±{mù' — m'Û),  et  il  est  clair 
que  toutes  les  périodes  de  la  fonction  elliptique  pu  sont  des  com- 
binaisons des  deux  périodes  au,  2Û',  tout  aussi  bien  que  des 
deux  périodes  aco,  2to'.  On  dit  que  les  deux  systèmes  de  pé- 
riodes(2a),  2(t)')et(2Û,  2Û')sont  équivalents.  La  fonction p(m|Û,  û') 
admet  les  mêmes  périodes,  les  mômes  pôles  avec  les  mêmes  par- 
ties principales  que  la  fonction  p{u  |  o>,  eu'),  et  leur  différence  est 
nulle  pour  u  =  o.  Elles  sont  donc  identiques  :  ce  qui  résulte  aussi 
du  développement  (22),  car  l'ensemble  des  quantités  2  m  to -f- 2  m' eu' 
e>t  identique  à  l'ensemble  des  quantités  2  mû -h  2/7i'Û'.  Ona,  pour 
la  même  raison,  l^(w|û,  û';  =  J^(«|  w,  w'),  3'(//|Û,  û')  =  o-(a|o),  (o'). 

De  même,  les  trois  fonctions  pw,   Çw,   ^u  sont  entièrement 
déterminées  par  les  invariants  g^^  g^*  Nous  avons  vu  en  effet  que 
la  fonction  7U  est  représentée  par  un  développement  en  série 
G.,  II.  i4 
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eiilière  donl   tous    les   coefficients   sont   des  polynômes  entiers 

en  g2t  gi\  l'on  a  ensuite  J^//  =  — >  puis  pu=^  —  XJ u.  Pour  indi- 

quer  les  fonctions  qui  corres|)ondent  aux  invariants  ^2  et  ^1,  on 
emploie  la  notation  p(w;  g2,  gz),''^{u\  gi,  gz),  ^{u;  g^,  g^). 

Ici  se  présente  une  question  essentielle.  Tandis  qu'il  est  évident, 
d'après  le  mode  même  de  formation  de  pu,  qu'à  un  système  (eu,  w') 

correspond  une  fonction  elliptique  J3W,  pourvu  que  le  rapport  —  ne 

soit  pas  réel,  rien  ne  prouve  a  priori  qu'à  tout  système  de  va- 
leurs g2j  gz  pour  les  invariants  correspond  une  fonction  ellip- 
tique. Nous  savons  bien  que  l'expression  g\  —  27^3  doit  être 
dilTérente  de  zéro,  mais  il  n'est  pas  certain  que  cette  condition 
soit  suffisante.  Le  problème  qu'il  s'agit  de  traiter  revient  au  fond 
à  résoudre  les  équations  transcendantes  établies  plus  haut 

(Ci)     g,  =  ^^^-—-l—-r-—^,        ^.  = '4o  2;  ^,„,^  _'.,„,.„), 

par  rapport  aux  inconnues  o),  eu',  ou  tout  au  moins  à  reconnaître  si 
ces  équations  admettent,  lorsque  g\ —  "^^ gi  n'est  pas  nul,  un  sys- 

tème  de  solutions  tel  que —  ne  soit  pas  réel.  S'il  exisie  un  seul 

système  de  solutions,  il  en  existe  une  infinité  d'autres,  mais  l'étude 
directe  des  équations  précédentes  paraît  inabordable.  On  arrive  à 
la  solution  par  une  voie  détournée  en  étudiant  d'abord  le  pro- 
blême  de  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Remarque,  —  Soient  10,   to'  deux  nombres  complexes  tels  que  —  ne 

soit  pas  réel.  La  fonction  p(a|(u,  u>')  correspondante  satisfait  à  l'équa- 
tion difTérentielIe 


C^)'=^p'-^'^-*'" 


gt  6^  g^  étant  définies  par  les  équations  (61).  Four  u  =  a>,  pu)  est  égal  à 
l'une  des  racines  e^  de  l'équation  4p'~  ^sP^- ©a  =  o*  Lorsque  u  varie 
de  o  à  eu,  pu  décrit  une  ligne  L  allant  de  Tinfini  au  point  ei\  comme  on  a 

la  relation  du  =  —  on  en  conclut  que  la  demi-période  o* 

est  égale  à  Tintégrale  définie 

J«     V^4P'  — ^jP- 


^3 
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prise  suivant  la  ligne  L.  On  a  une  expression  analogue  pour  a>'.  que  l'on 
obtient  en  remplaçant  et  par  e^  dans  Tintégrale  précédente. 

Nous  avons  ainsi  les  deux  demi-périodes  u),  o)'  exprimées  au  moyen  des 
invariants  ^S)  ^s*  Pour  pouvoir  en  déduire  la  solution  du  problème  qui 
nous  occupe,  il  faudrait  établir  que  ce  nouveau  système  est  équivalent  au 
système  (6i),  c'est-à-dire  qu'il  définit  g't  et  ^j  comme  fonctions  uniformes 
de  (i>,  0)'. 

336.  La  fonction  nv^rse  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce.  —  Soit  li{z)  un  poljnome  du  troisième  ou  du  quatrième 
de^ré,  premier  a\ec  sa  dérivée.  Nous  écrirons  ce  polynôme 

R(3)  =  A(z  —  ai)(z  —  ai)(z  —  ai){z  —  ai,), 

«1,  aa,  «3,  a^  désignant  quatre  racines  différentes,  lorsque  ^{z) 
est  du  quatrième  degré;  si  K{z)  est  du  troisième  degré,  nous 
désignerons  les  trois  racines  par  a,,  «a,  «s  et  nous  poserons  en 
outre  «4  =  00,  en  convenant  de  remplacer  z  —  oo  par  l'unité  dans 
l'expression  de  R(^).  L'intégrale  elliptique  de  première  espèce 
est  de  la  forme 

l'origine  Zq  étant  supposée,  pour  fixer  les  idées,  différente  d'une 
des  racines  de  R(5)  et  à  distance  finie,  et  le  radical  ayant  une 
valeur  initiale  déterminée.  Lorsque  K(^)  est  du  quatrième  degré, 

le  radical  y/R(iî)  admet  quatre  points  critiques  a^,  «a-»  «^s?  «t?  <^t 
chacune  des  déterminations  de  \^'R(s)  admet  le  point  5  =  oo  pour 
pôle  du  second  ordre.  Lorsque  ^(z)  est  du  troisième  degré,  le 

radical  ^K{z)  n'a  plus  que  trois  points  critiques  «i,  «2,  «3,  à 
distance  finie;  mais,  si  la  variable  z  décrit  une  circonférence  ren- 
fermant les  points  a,,  «2,  «3,  les  deux  valeurs  du  radical  se  per- 
mutent entre  elles.  Le  poii»l  ^  =  00  est  donc  un  point  de  ramifica- 
tion pour  la  fonction  ^R(z), 

Rappelons  encore  les  propriétés  déjà  établies  pour  l'intégrale 

elliptique  u  (n**  313).  Si  u(z)  désigne  une  des  valeurs  de  cette 
intégrale  quand  on  va  du  point  Zq  au  point  z  suivant  un  chemin 
déterminé,  cette  intégrale  peut  acquérir  au  même  point  z  une 
infinité  de  déterminations  qui  sont  comprises  dans  les  formules 


^03)  u  =  u{z)-i'  imu)-h'îm'(f}',         u  =  i—  u{z ) -h  '2 mu>  -h  1  m' oj' , 
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Dans  ces  formules,  m  el  m!  sont  deux  nombres  entiers  tout  à  fait 
arbitraires,  2a>et  2  0)'deux  périodes  dont  le  rapport  n'est  pas  réel, 
et  I  une  constante  que  l'on  peut  prendre  égale,  par  exemple,  à 
l'intégrale  le  long  du  lacet  décrit  autour  du  point  a^. 

Soit  p{u\  (0,  iù')  la  fonction  elliptique  formée  avec  les  périodes 
20),  20)'  de  rintégrale  elliptique  (62).  Remplaçons  dans  cetle 
fonction   la  variable  u  par  l'intégrale  (62)  elle-même  diminuée 

de  -  9  et  soit  ^(z)  la  fonction  de  z  ainsi  obtenue 

(04)         *(.)  =  p|^£^'-^-;-|a.,co'j=p(a-l|a..<«'). 

Celte  fonction  ^{z)  est  une  fonction  uniforme  de  z.  En  effei, 
si  l'on  remplace  u  par  l'une  quelconque  des  déterminations  (63), 
on  trouve  toujours,  quels  que  soient  m,  m', 

c'est-à-dire  une  valeur  unique  pour  ^{z). 

Cherchons  quels  peuvent  être  les  points  singuliers  de  cetle 
fonction  ^{z).  Soit  d'abord  Zy  une  valeur  finie  de  z^  difierente 
d'un  point  de  ramification;  supposons  que  l'on  aille  du  point  z^^ 
au  point  Zx  par  un  chemin  déterminé.  On  arrive  en  ce  point  avec 
une  certaine  valeur  pour  le  radical,  et  une  valeur  U\  pour  l'inlë- 

crale.  Dans  le  domaine  du  point  5|,     .  est  une  fonction  holo- 

morphe  de  5,  el  l'on  a  un  développement  de  la  forme 

=  ao-h  «1(5  —  Si)-I-  aj(-5  —  ^,)*-f-...,         «0?^  o, 


on  en  tire 


(65)  M  =  ^^I^-  ao(-3  —  ;;i)  H (>5  —  ^,  )*-+-.. .. 

Si  Ux n'est  pas  égal  à  une  période,  la  fonction  plu —  -  \ 

est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  w,,  et,  par  suite,  ^{z) 
est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  ^,.  Si  W| est  une 

période,  le  point  U\  est  un  pôle  du  second  ordre  pour  plu 1 
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et,  par  siiîle,  2,  esl  ud  pôle  du  second  ordre  pour  ^{z)^  car,  dans 
le  domaine  du  point  //|,  on  aura 


P  étant  une  fonction  holomorphe. 

Supposons  en  second  lieu  que  z  tende  vers  un  point  critique  a/. 
Dans  le  domaine  du  point  a/,  on  a 


Pi  étant  holomorphe  pour  z  =  a/,  ou 

,- =    .  [«0-+-  «1(3  — rt/)4-ai(5  — a/)*H-...],        «o^o: 

on  en  tire,  en  intégrant  terme  à  terme, 

(C6)  w  =  a/-h  \/z  ~  a,    'lao-f-  r  oli(z  —  ai)  -4-. . .    . 

Si  Ui n'est  pas  une   période,  p(u — ^-1  est  une  fonction 

holomorphe  de  u  dans  le  domaine  du  point  Ui.  En  remplaçant 
dans  le  développement  de  cette  fonction  suivant  les  puissances  de 
u  —  w/,  la  différence  u  —  w/  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (66), 
les  puissances  fractionnaires  de  (>3  —  a/)  doivent  disparaître,  puisque 
nous  savons  que  le  premier  membre  est  une  fonction  uniforme 
de  z,  et  la  fonction  ^{z)  est  holomorphe  dans  le  domaine  du 

point  a/.  Ceci  montre,  remarquons-le  en  passant,  que  iii doit 

être  égal  à  une  demi-période.  On  voit  de  la  même  façon  que  si 

//,• —     est  égal  à  une  période,  le  point  a/  est  un  pôle  du  premier 

ordre  pour  ^(z). 

Étudions  enfin  la  fonction  ^(z)  pour  les  valeurs  infînies  de  z. 
Nous  avons  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  ^{z)  est  du  qua- 
trième degré  ou  du  troisième  degré.  Si  le  poljnome  R(-s)  est  du 
quatrième  degré,  à  Textérieur  d*un  cercle  C  décrit  de  l'origine 
pour  centre  et  renfermant  les  quatre  racines,  chacune  des  déter- 
minations de    ,  est  une  fonction  holomorphe  de  -•  On  a,  par 

\/H{z)  ^  z  '  ^ 
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exemple,  pour  Tune  d'elles, 

H iH r-f-...,         ao?=o. 


et  il  suffirait  de  changer  tous  les  signes  pour  avoir  le  développe- 
ment de  la  seconde  déterminalion.  Si  le  module  de  z  augmente 

indéfiniment,   le   radical     ,  ayant   la  valeur   que   l'on    vient 

d'écrire,  l'intégrale  u  tend  vers  une  valeur  finie  u^j  et  l'on  a, 
dans  le  domaine  du  point  à  l'infini, 

(67)  Il  =  U» 


z  -2  Z*  j  S» 

Si  ti^ —  -  n'est  pas  une  période,  la  fonction  p(u )  est  régu- 
lière pour  le  point  11^,  et  par  suite  le  point  ;;  ==  00  est  un  point 
ordinaire  pour  ^(3).  Si  u^ est  une  période,  le  point  u^  est 

un  pôle  du  second  ordre  pour  plu —  -).  et  comme  l'on  peut 
écrire,  dans  le  domaine  de  .3  =  qo, 

le  point  z  =  co  est  aussi  un  pôle  du  second  ordre  pour  la  fonc- 
tion ^(s). 

Si  R(^)  est  du  troisième  degré,  à  l'extérieur  d'un  cercle  a^^ant 
pour  centre  l'origine  et  renfermant  les  trois  points  critiques  ^i, 
^2y  ^s>  on  a  un  développement  de  la  forme 


v/R(5)       J\  -       ^' 

et,  par  suite, 

I      /  lOLi     J  \ 

(68)  M  =  ^^« 7^  (^^'^"^  ~3 ^••-  )• 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  le  point  à  l'infini 
est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  du  premier  ordre  pour  ^(3). 
En  définitive,  cette  fonction  ^{z)  n'admet  que  des  pôles  pour 
points  singuliers;  c'est  donc  une  fonction  rationnelle  de  5,  et 
l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  (62)  satisfait  à  une  rela- 
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lion  de  la  forme 

(69)  p(u—-)^^(z\ 

4>(5)  étant  une  fonction  rationnelle.  Nous  ne  connaissons  pas 
encore  le  degré  de  cette  fonclion;  nous  allons  montrer  qu'il  est 
é^l  à  urij  et  pour  cela  nous  allons  étudier  la  fonclion  inverse. 
En  d'autres  termes,  nous  allons  maintenant  considérer  u  comme 
la  variable  indépendante  et  rechercher  les  propriétés  de  la  limite 
supérieure  z  de  l'intégrale  (6îi),  considérée  comme  fonction  de 
cette  intégrale  ii.  Nous  diviserons  cette  étude,  qui  est  assez  déli- 
cate, en  plusieurs  parties  : 

I®  A  toute  valeur  Jinie  de  u  correspondent  m  valeurs  de  z, 
si  m  est  le  degré  de  la  fonction  rationnelle  ^  {z), 

Soiten  effet  U\  une  valeur  finiedew;  réqualion^(5)  =  p/ W| ) 

détermine,  pour  z^  m  valeurs,  en  général  distinctes  et  finies, 
quelqnes-unes  de  ces  racines  pouvant  venir  se  confondre  on 
devenir  infinies  pour  des  valeurs  particulières  de  W|.  Soit  z^  l'une 
de  ces  valeurs  de  5;  les  valeurs  de  l'intégrale  elliptique  u  qui 
correspondent  à  cette  valeur  de  z  satisfont  à  l'équation 

Nous  avons  donc  l'une  des  deux  relations 

dans  l'un  et  l'autre  cas,  nous  pouvons  faire  décrire  à  la  variable  z 
un  chemin  allant  de  z^  à  ^i  et  tel  que  la  valeur  de  l'intégrale  prise 
le  long  de  ce  chemin  soit  précisément  U\,  Si  la  fonction  ^{z)  est 
de  degré  m,  il  y  a  donc  m  valeurs  de  5,  pour  lesquelles  l'inté- 
grale (62)  prend  une  valeur  donnée  u, 

1^  Soit  Uy  une  valeur  finie  de  u  à  laquelle  correspond  une 
valeur  finie  z^  de  5;  la  valeur  de  z  qui  tend  vers  5|,  lorsque  u 
tend  vers  Ut^  est  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le  domaine 
du  point  U\. 

En  effet,  si  z^  est  différent  d'un  point  critique,  les  valeurs  de  w 
et  de  z  qui  tendent  respectivement  vers  u^  et  z^  sont  liées  par  la 
relation    (65)   établie    tout  à  l'heure,   où  le  coefficient  a©  n'est 


L 


21 6  CHAPITRE   XV.    —   FONCTIONS   L'MFOIIMES. 

pas  nul.  D'après  le  théorème  général  sur  les  fonctions  impli- 
cites (I,  n**  187),  on  en  déduit  inversement  pour  z  —  Zi  un  déve- 
loppement suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  u  —  ifi. 
Si,  pour  la  valeur  particulière  w/,  z  était  égal  à  la  valeur  cri- 
tique ai,  on  pourrait  de  même  considérer  le  second  membre  de  la 
formule  (66)  comme  un  développement  suivant  les  puissances  de 

\/z  —  «/•;  a©  n'étant  pas  nul,  on  en  tirera  inversement  pour  ^;5  —  «i, 
et  par  suite  pour  z  —  ai,  un  développement  suivant  les  puissances 
entières  de  u  —  «/. 

3®  Soit  u^  une  des  valeurs  que  prend  l'intégrale  a  lorsque  [^| 
augmente  indéfiniment;  le  point  u^  est  un  pâle  pour  la  valeur 
de  z  dont  le  module  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  la  valeur  de  l'intégrale  u  qui  tend  vers  u^  est  représentée, 
dans  le  domaine  du  point  à  l'infini,  par  Tun  ou  l'autre  des  déve- 
loppements (67)  ou  (68).  Dans  le  premier  cas  on  obtiendra  pour  - 

un  développement  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  w  —  u. 


«o» 


-  =  Hi(«  —  /'«)  -i-  ?5(m  —  «.«}'-T-. . .,         ?i  >^  o; 
z 

dans  le  second  cas  on  aura  un  développement  analogue  pour  -^» 

y  z 

et  par  suite 

—  (  ^f  —  a»  )- [  3 1  +  p .  (  fi  —  «»  )  4- . . .  ]  \ 

z 

Le  point  u^  est  donc  un  |)ôle  du  premier  ou  du  second  ordre 
pour  z  suivant  que  le  polynôme  R(3)  est  du  quatrième  ou  du  troi- 
sième degré. 

4°  Enfin  nous  allons  démontrer  qu'à  une  valeur  de  u  il  ne 
peut  correspondre  plus  d^une  valeur  de  z.  Supposons  en  effet 
qu'en  faisant  décrire  à  la  variable  z  deux  chemins  allant  du  point  5© 
à  deux  points  différents  -S|,  20,  les  deux  valeurs  de  l'intégrale 
prises  suivant  ces  deux  chemins  soient  égales.  On  pourrait  alors 
trouver  un    chemin   L  joignant  les  deux    points   5,,    Z2,  et   tel 

que  l'intégrale    /         ^      soit  nulle.   Si   nous  représentons  l'inté- 

giale  u  =X-t-/Y  par  le  point  de  coordonnées  (X,  Y)  dans  un 
système  d'axes  rectangulaires  OX,  OY,  nous  voyons  que  le  point  u 
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décrirait  une  courbe  fermée  F  lorsque  le  poînl  z  décrit  la  ligne 
non  fermée  L.  Or,  ceci  est  incompatible  avec  les  propriétés  qui 
viennent  d'être  établies,  comme  nous  allons  le  démontrer. 

A  chaque  valeur  de  w,  la  relation  plu )=  ^{z)  fait  cor- 
respondre un  nombre  fini  de  valeurs  de  5,  dont  chacune  varie 
d'une  manière  continue  avec  11  pourvu  que  le  chemin  décrit  par  la 
variable  u  ne  pisse  par  aucun  des  points  qui  correspondent  à  la 
valeur5^=oo(*).  D'après  ce  qui  a  été  admis,  lorsque  la  variable  u 
décrit  dans  son  plan  la  courbe  fermée  F,  en  partant  du  point  A(<^o) 
et  revenant  à  ce  point,  z  décrit  un  arc  de  courbe  continu  non  fermé 
allant  du  point  Zi  au  point  ^2*  Prenons  sur  la  courbe  F  deux 
|)oints  M  et  P  (/tg-  80),  et  soient  z\  z"  les  valeurs  avec  lesquelles 


^(iLoJ 


z 


on  arrive  en  ces  points  M  el  P  lors(pie,  la  valeur  iniliale  de 
étant  5|,  on  fait  décrire  à  a  les  chemins  AM  et  AMNP.  Soit 
encore  z\  la  valeur  avec  laquelle  on  arrive  au  point  P  lorsqu'on 
fait  décrire  à  u  Parc  AQP;  par  hypothèse  5"  et  z\  sont  différents. 
Joignons  les  deux  points  M  et  P  par  une  transversale  MP  inté- 
rieure au  contour  F,  et  imaginons  que  la  variable  u  décri\e 
Parc  A/nM  puis  lu  transversale  MP;  soit  z\  la  valeur  avec  laquelle 
on  arrive  au  poinl  P.  Cette  valeur  z\  sera  différente  de  z^  ou 
de  z\.  Si  elle  est  différente  de  z\^  les  deux  chemins  AmMP 
et  AQP  ne  conduisent  pas  à  la  même  valeur  de  z  au  poinl  P. 
Si  -5*  et  z\  sont  différents,  les  deux  chemins  AmMP  et  AmMNP 
ne  conduisent  pas  à  la  même  valeur  en  P;  donc  si  l'on  part  du 
point  M  avec  la  valeur  5'  pour  z  et  qu'on  aille  de  M  en  P  par  le 


(')  Noos  admettons  les  propriélés  qui  seront  établies  plus  tard  pour  les  fonc- 
tions implicites  (Cliap.  XVII). 
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chemin  MP  ou  par  le  chemin  MNP,  on  obtiendra  pour  z  des 
valeurs  différentes.  Dans  les  deux  cas  on  voit  que  Ton  peut  rem- 
placer le  contour  fermé  F  par  un  contour  fermé  plus  petit  Fj,  en 
partie  intérieur  à  F,  tel  que,  u  décrivant  ce  contour  fermé,  z 
décrive  un  arc  de  courbe  non  fermé.  En  répétant  la  même  opé- 
ration sur  le  contour  Fj,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  on 
obtiendrait  une  suite  illimitée  de  contours  fermés  F,  F,,  F2,  . . . 
possédant  la  même  propriété  que  le  premier  contour  F.  Comme 
on  peut  évidemment  s'arranger  de  façon  que  les  dimensions  de  ces 
contours  successifs  décroissent  indéfiniment,  on  en  conclut  que 
le  contour  Frt  tend  vers  un  point  limite  X.  D'après  la  façon  dont 
ce  point  est  défini,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  e  décrit  du 
point  X  pour  centre,  il  existerait  toujours  un  chemin  fermé  ne 
ramenant  pas  la  variable  ^  à  sa  valeur  initiale,  aussi  petit  que 
soit  €.  Or  cela  est  impossible  car  le  point  X  est  un  point  ordinaire 
ou  un  pôle  pour  les  différentes  valeurs  de  z]  dans  les  deux  cas, 
z  est  une  fonction  uniforme  de  u  dans  le  voisinage  du  point  X. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  une  contradiction  en  admettant 

*  prise  le  long  d'une  ligne  L  non  fermée, 

puisse  êlre  nulle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  admettant  qu'à 
une  valeur  de  u  correspondent  deux  valeurs  différentes  de  z. 

Nous  avons  remarqué  plus  haut  que  si  l'on  a,  pour  deux  valeurs 
différentes  de  5,  ^(5,)=  ^(52),   on  peut  trouver  un  chemin  L 

f     ,  soit  nulle.  Il  faut 

donc  que  la  fonction  rationnelle  ^{z)  ne  puisse  prendre  la  même 
valeur  pour  deux  valeurs  différentes  de  z,  c'est-à-dire  que  ^{z) 

soit  du  premier  degré,  ^(z)=  —^ — -7'  On  déduit  alors  de  la  rela- 
tion {69), 

b^dp(u-  ^J 


(70)  z  = 


rp 


(.-!)-. 


et  nous  arrivons  à  l'importante  proposition  que  voici  :  La  limite 
supérieure  z  d^ une  intéf^rale  elliptique  de  première  espèce, 
considérée  comme  fonction  de  cette  intégrale,  est  une  fonction 
elliptique  du  second  ordre. 
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Les  intégrales  elliptiques  avaient  été  étudiées  d'une  façon  appro- 
fondie parLegendre;  mais  c'est  en  renversant  le  problème  qu'Abel 
et  Jacobi  ont  été  conduits  à  la  découverte  des  fonctions  elliptiques. 

La  détermination  efleclive  de  la  fonction  elliptique  ^  =/(w) 
constitue  \e  problème  de  Cinversion,  De  la  relation  (62)  on  tire 

dz 


;7^  =  VH(.). 


et  par  suite  v^'H^)  =/ ('0*  Nous  vovons  que  le  radical  y/R(-s)  est 
lui-même  une  fonction  elliptique  de  u.  En  langage  géométrique, 
on  peut  résumer  tous  les  résultats  qui  précèdent  de  la  façon  sui- 
vante : 

Soit  R(^)  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
premier  avec  sa  dérivée;  les  coordonnées  d^un  point  quelconque 
de  la  courbe  C, 

(71)  v»=R(^), 

peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  de  ^intégrale 
de  première  espèce 

—  C'  —  —  r^  ^^ 

de  telle  façon  qu^à  un  point  (x^y)  de  cette  courbe  ne  corres- 
ponde  qu'une  valeur  de  w,  abstraction  faite  d'une  période 
quelconque. 

Pour  établir  la  dernière  partie  de  la  proposition,  il  suffit 
d'observer  que  toutes  les  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  une 
valeur  donnée  de  x  sont  comprises  dans  les  deux  formules 

Toutes  les  valeurs  de  u,  comprises  dans  la  première  formule,  pro- 
viennent d'un  nombre  pair  de  lacets  décrits  autour  des  points  cri- 
tiques, suivis  du  chemin  direct  allant  de  Xq  en  x,  et  corres- 
pondent à  une  même  valeur  du  radical  ^K{x).  Les  valeurs  de  w, 
comprises  dans  la  seconde  formule,  proviennent  d'un  nombre 
impair  de  lacets  décrits  autour  des  points  critiques,  suivis  du 
chemin  direct  allant  de  Xq  en  x;   la  valeur  correspondante  du 
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radical  y/H  (x)  est  opposée  à  la  première.  Si  l'on  se  donne  à  la  fois  x 
ci  yj  les  valeurs  correspondantes  sont  donc  comprises  dans  une 
seule  des  deux  formules. 

Il  résulte  des  calculs  qui  ont  été  faits  plus  haut  que  la  fonction 
elliptique  x=/{u)  a  un  pôle  double  dans  un  parallélogramme 
si  R(^)  est  du  3*  degré,  et  deux  pôles  simples  si  R{x)  est  du 
4*  degré;  y  :=f'(^u)  est  donc  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre 
suivant  le  degré  du  polynôme  l\{x). 

Remarque,  —  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait 
exprimé  les  coordonnées  {x^y)  d'un  point  de  la  courbe  v^  =  R(a  ) 
par  des  fondions  elliptiques  d'un  paramètre  r,  soit  xrT=(p(i?), 
y=:^^  (p).  L'intégrale  de  première  espèce  u  devient  alors 


)  y      J    ?i( 


—  C—  —  r?'^^')^*'. 


la  fonction  elliptique  '         ne  peut  avoir  de  pôle,  puisque  u  doit 

conserver  une  valeur  finie  pour  toute  valeur  finie  de  v\  elle  se 
réduit  donc  à  une  constante  A",  et  Ton  a  w  =  kv  -h  /.  La  constante  / 
dépend  évidemment  de  la  valeur  choisie  pour  limite  inférieure  de 
l'intégrale  w;  quant  au  coeflîcicnt  A:,  il  suffira  de  donner  à  v  une 
valeur  particulière  pour  le  déterminer. 

337.  Nouvelle  définition  de  pe/  au  moyen  des  invariants.  —  Il 
est  maintenant  bien  facile  de  répondre  à  la  question  posée  plus 
haut  (n°  335).  Etant  donnes  deux  nombres  ^j,  ^3  tels  que 
g'I —  270-3  ne  soit  pas  nul,  il  existe  toujours  une  fonction  ellip- 
tique pu  dont  g2  ^^  ffz  sont  les  invariants.  Le  polynôme 

/dz 

admet  deux  périodes  2(0,  aw'  dont  le  rapport  est  imaginaire. 
Soitp(w|co,  co')  la  fonction  elliptique  correspondante.  Nous  rem- 
placerons dans  cette  fonction  l'argument  u  par  l'intégrale 
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H  étant  une  constante  choisie  de  telle  façon  que  l'une  des  valeurs 
de  w,  pour  z  =  oc,  soit  égale  à  zéro.  On  prendra  par  exemple  une 
demi-droite  indéfinie  L  partant  de  Zq  et  l'on  prendra  pour  H  la 

valeur  de  l'intéorrale   /       ,  suivant  celte  demi-droite  L.  Mon- 

trons  d'abord  que  la  fonction  ainsi  obtenue  est  une  fonction  uni- 

Fig.  8i. 


forme  de  z.  Soit  z  un  point  quelconque  du  plan;  désignons  par  v 
et  (^  les  valeurs  de  l'intégrale 

prises,  avec  la  même  valeur  initiale  pour  y/R(5),  le  long  des  deux 
chemins  z^mz^  z^nz  qui,  par  leur  réunion,  forment  un  contour 
fermé  renfermant  les  trois  points  critiques  ^j,  ^2,  e^  du  radical. 
Considérons  le  contour  fermé  'zofnznzoTjMNTjZo  formé  par  le 
contour  ^0 ^^^^09 1^  segment -SqZ,  le  cercle  C  de  rajon  très  grand 

et  le  segment  TjZq,  La  fonction  -^=z  est  holomorphe  à  l'inté- 

VK(5) 

rieur  de  ce  contour,  et  nous  avons  la  relation 

J,.  /ïnTi  "^./^^  /RÎT)  "  j,.  /iH^ 
qui  devient,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  rayon  du  cercle  C, 

« 

t>H-  t^'  — aH  =  0. 
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Les  valeurs  de  u  provenaDt  <1o>  deux  chemins  Zomz^  z^nz  salif- 
ient donc  à  la  relation  //  -h  u'  =  o.  On  en  conclut  que  la  fonction 


(U,    (li 


est  une  fonction  uniforme  de  z.  Nous  avons  vu  que  c'est  une 
fonction  linéaire  de  la  forme j-  Pour  déterminer  a,  b,  c,  rf, 

CZ   -i-  d  7  7         7  7 

il  suffit  d'étudier  le  développement  de  cette   fonction   dans   le 
domaine  du  point  à  Tinfini.  On  a,  dans  ce  domaine, 


t 


»        -     '     /.        ^^         ^^  \    *-     '      .      /Tî 

/^)-,j\  4.'  4.»;  -:j".6.i  ■■■• 

la  valeur  de  Uj  qui  est  nulle  pour  z  infini,  est  donc  représentée 
par  le  développement 

i   /         ^i  \ 

On  eu  tire 


'20>5 


de  sorte  que  la  différence  pu  —  z  est  nulle  pour  z  =  oo.  Mais  la 

dilférence  — ^ — -.  — ^  .3  ne  peut  s'annuler  pour  5  infini  que  si  Ton 

a  c  =  o,  ^  =  o,  a=id^  et  la  fonction  p{u  [  o),  to')  se  réduit  à  -3, 
quand  on  y  remplace  u  par  l'intégrale  (72).  Cette  intégrale  peut 
encore  s'écrire,  en  prenant  pour  limite  inférieure  le  pointa  l'infini 
lui-même. 


(7-^)' 


"=/ 


=  •  dz 


el  celte  relallon  entraine  la  suivante  p«  =  2,  la  fonction  pu  éianl 

-7==*  En 


com- 


du 


parant  les  valeurs  de  -7-  déduites  dé  ces  relations,  on  a p'«  =  y/R  (^), 
ou,  en  élevant  au  carré. 

Les  nombres  g^^  g^  sont  donc  les  invariants  de  la  fonction 


111.   —   INVUhSlON.    —   COURBES   DU    PREMlEn   GENItE.  223 

elliptique  pu,  formée  avec  les  périodes  2 eu,  2(o'.  Par  là  se  trouve 
résolue  la  question  posée  plus  haut  (d"  335).  Si  gl  —  ^7^3  n'est 
pas  nul,  les  équations  (61)  sont  vérifiées  par  une  infinité  de  s^'s- 
tèmes  de  valeurs  de  eu,  tu'.  Si  Ci,  ^2,  e^  sont  les  trois  racines 
de  l\{z)=^z* — g2^  —  ^s  =  o»on  aura  un  système  de  solutions 
en  posant,  par  exemple, 


Je.       /«(^>  Je. 


dz 


^^iz) 


et  Ton  en  déduira  tous  les  autres  systèmes  de  solutions  comme  il 
a  été  expliqué. 

Dans  les  applications  de  l'analyse  où  interviennent  les  fonctions  ellip- 
tiques, la  fonction  pu  est  le  plus  souvent  défînie  par  ses  iovarianis.  Pour 
effectuer  les  calculs  numériques*  il  faut  pouvoir  calculer  un  système  de 
périodes,  connaissant  g%  et  ^3,  et  en  outre  savoir  trouver  une  racine  de 
Féquation  pa  =  A,  la  constante  A  étant  donnée.  Pour  les  détails  de  la 
méthode  à  suivre,  ainsi  que  pour  tout  ce  qui  concerne  l'usage  des  Tables, 
nous  ne  pouvons  que  renvoyer  aux  Ouvrages  spéciaux  (i). 

338.  Application  aux  cubiques  planes.  —  Lorsque  g'\  —  '^'^g\ 
iTest  pas  nul,  Péquation 

(75)  j^*=4a^'  — /Ç-i^  — ^3 

représente  une  cubique  sans  point  double.  On  satisfait  à  cette 
équation  en  posant  x  =  puy  y  ■=.p'u^  les  invariants  de  la  foiic- 
lion  pu  étant  précisément  g2  et  ^3.  A  tout  point  de  la  cubique 
correspond  une  seule  valeur  de  u  dans  un  parallélogramme  des 
périodes.  En  effet,  Téquation  pu=^  x  di  deux  racines  u^  et  u^  dans 
un  parallélogramme  des  périodes;  la  somme  U\-{-U2  est  une 
période,  et  les  deux  valeurs  p'W|,  p' u^  sont  opposées.  Elles  sont 
donc  égalés  respectivement  aux  deux  valeurs  de  vq"'  correspon* 
dent  à  une  même  valeur  de  x. 

D'une  façon  générale,  les  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique 


(')  La  formule  (Sg)  qui  donne  le  développement  en  série  entière  de  qu,  et 
celles  qu'on  en  déduit  par  dérivaliou,  permettent,  du  moins  théoriquement,  de 
calculer  9U,  ff'u,  o^ u,  et  par  suite  X^u  et  pu,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
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plane  sans  point  double  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre.  On  sait  en  effet  que  Ton  peut,  par 
une  transformation  iiomographique,  ramener  l'équation  d'une 
cubique  à  la  forme  (73),  mais  on  ne  peut  effectuer  cette  trans- 
formation que  si  l'on  connaît  un  point  d'inflexion  de  la  cubique, 
et  la  détermination  des  points  d'inflexion  dépend  de  la  résolution 
d'une  équation  du  neuvième  degré,  d'une  forme  spéciale.  Nous 
allons  montrer  que  l'on  peut  obtenir  la  représentation  paramé- 
trique d'une  cubique  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  para- 
mètre, sans  avoir  à  résoudre  aucune  équation,  pourvu  que  l'on 
connaisse  les  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  de  la  cubique  soit  de  la 
forme 

(76)  j2=  boX^-hSbiX^-^  "ib^x-hbi, 

ce  qui  exige  que  le  point  à  l'infini  soit  un  point  d'inflexion. 
On   ramène   cette   équalion    à   la   forme    précédente    en    posant 

y  =  j-  y^  ^  =  —  IT  ~^  h'  *^''  ^^  ^"'  nous  donne 

les  invariants  ^^î  ^3  ayant  les  valeurs 

\i(b^,-  b^bi)  ^bobibi-~>.b^--bib^ 

^'= lô '      ^'= të 

On  obtient  donc  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique  (7G) 

les  expressions 

^i  _^  4  4     , 

Considérons  maintenant  une  cubique  C3,  et  soient  (a,  P)  les 
coordonnées  d'un  point  de  cette  cubique.  La  tangente  à  la  cubique 
en  ce  point  (a,  ^3)  rencontre  la  cubique  en  un  second  point  (a',  ^') 
dont  les  coordonnées  s'obtiennent  rationnellement.  Si  ce  point 
(a',  P')  est  pris  pour  origine  des  coordonnées,  l'équation  de  la 
cubique  est  de  la  forme 

^/(•^^j^)  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré /(/=  i,  2,3). 
Coupons  par  la  sécante  yz=ztx;  x  est  déterminé  par  l'équation 
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du  second  degré 
d'où  Ton  tire 

R(/)  désignant  le  polynôme  «^C*?  ^)  —  4?3(*j  ^)  ?i(i>  ^)qiii  est  en 
général  du  quatrième  degré.  Les  racines  de  ce  polynôme  sont  pré- 
cisément les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  cubique  qui 
passent  par  l'origine.  Nous  connaissons  a  priori  une  racine  de 
ce  polynôme,  le  coefllcient  angulaire  ^o  de  la  droite  qui  joint  Tori- 

gîne  au  point  (a,  P),  En  posant  t=lo-h-p>i^  vient 


le  polynôme  y/R,(/')  n'étant  plus  que  du  troisième  degré.  Les 
coordonnées  (x^  y)  d'un  point  de  la  cubique  C3  s'expriment  donc 
rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre  ^'  et  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  R|(^')  du  troisième  degré.  Nous  venons  de  voir 

comment  on  peut  exprimer  /'ety/R|(^)  par  des  fonctions  ellip- 
tiques d'un  paramètre  w,  et  l'on  aura  ainsi  pour  x  et  y  des  fonc- 
tions elliptiques  de  u. 

D'après  la  façon  même  dont  on  a  opéré,  à  un  point  (x^y)  de  la 
cubique  correspondent  une  valeur  unique  de  t  et  une  valeur  bien 

déterminée  de  y^K(^),  par  suite  des  valeurs  bien  déterminées  de  t' 

et  de^Ki(^').  Or  à  tout  système  de  valeurs  de  /'et  de  y/R,(/')  ne  cor- 
respond, comme  on  l'a  fait  remarquer,  qu'une  valeur  de  u  dans  un 
parallélogramme  de  périodes.  Les  expressions  obtenues  j:  =zf(^u)^ 
y=/i(^u)  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  C3  sont  donc  telles 
c|tie  toutes  les  valeurs  de  u  qui  donnent  le  même  point  de  la  cubique 
s'obtiennent  en  ajoutant  une  période,  d'ailleurs  quelconque,  a 
Tune  d'elles. 

Cette  représentation  paramétrique  des  cubiques  planes  au  moyen  des 
fonctions  eliipliqucs  est  très  importante  (').  Nous  montrerons,  pour 
donner  un  exemple,  comment  elle  permet  de  déterminer  les  points  d'in- 

(')  GLEB4CII,  Ueber  diejenigen  Curçen  deren  Coordinalen  sich  als  elliptische 
Functionen  eines  Parameter  darstellen  lassen  {Journal  de  d'elle^  t.  64). 

G.|  II.  i5 
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flexion.  Soient  x=/{u)y  y=/i(u)  les  expressions  des  coordonnées; 
les  arguments  des  points  d*interseclion  de  la  cubique  avec  la  droite 
Aa:-4- B^ -h  C  =  o  sont  racines  de  Téquation  A/(w) -+- B/i(  i/)-i-C  =  o. 
Gomme  à  un  point  (r,  j^)  ne  correspond  qu'une  valeur  de  u  dans  un 
parallélogramme  des  périodes,  il  s'ensuit  que  la  fonction  elliptique 
A/(a) -h  B/i(a) -+- G  doit  être  du  troisième  ordre.  Les  pôles  de  cette 
fonction  sont  évidemment  indépendants  de  A,  B,  G;  si  i/ti  ^tt  ^t  sont 
trois  arguments  correspondant  respectivement  aux  trois  points  d'inter- 
section de  la  cubique  et  d'une  droite,  on  doit  donc  avoir  (n"  3^) 

K  étant  la  somme  des  pôles  dans  un  parallélogramme.  En  remplaçant, 
dans  y  et /i,  u  par  —  h-  w,  la  relation  peut  s'écrire  plus  simplement 

W|  "^  Uf-h  U3=  j>crioue. 

Inversement,  cette  condition  est  suffisante  pour  que  les  trois  points  Mi(f^i), 
Mj(//j),  MaCWs)  soient  en  ligne  droite.  En  effet,  soit  M^  le  troisième 
point  de  rencontre  de  la  droite  MiM]  avec  la  cubique,  et  ^^',  l'argument 
correspondant.  La  somme  Ui-\-  u^-h  a,  étant  égale  à  une  période,  Mj  et  u'^ 
ne  diffèrent  que  d'une  période,  et  par  suite  IVl^  coïncide  avec  Mj. 

Si  u  est  l'argument  d'un  point  d'inflexion,  la  tangente  en  ce  point  ren- 
contre la   courbe  en   3   points   confondus,   et   3i/   doit  être  égal  à  une 

•   j     rA     j   •.    1                •              2 m,  (o -h  i/;i, tu'  , 

période.  On  duit  donc  avoir  u  = >  et  il  suffit  évidemment 

de  donner  aux  entiers  /iii  et  mj  les  valeurs  o,  i,  2  pour  obtenir  tous  les 
points  d'inflexion;  il  y  a  donc  neuf  points  d'inflexion.  La  droite  qui  passe 

,,.    „             2/nito -f- 2/Wjcu'        2/n',  oj-h  2//?lco' 
par  les  deux  points  d  intlexion et = —   ren- 
contre la  cubique  en  un  troisième  point  dont  l'argument 

9  (  m i  -^  m'  ) (o  -H  •>.(  ni^-i-  m \  )  10' 

3 

est  encore  le  tiers  d'une  période,  c'est-à-dire  en  un  nouveau  point  d'in- 
flexion. Le  nombre  des  droites  qui  rencontrent  ainsi  la  cubique  en  3  points 

d'inflexion  est  é"al  à  — ^»  c'est-à-dire  à  douze, 

2.3 

Remarque.  —  Les  points  d'intersection  de  la  cubique  normale  (75)  avec 
la  droite  ^  =  m-c -+- n  sont  donnés  par  l'équation  }V u  —  mpu  —  /i  =  o, 
dont  le  premier  membre  admet  le  pôle  triple  m  =  o.  La  somme  des  argu- 
ments des  points  d'intersection  est  donc  égale  à  une  période.  Si  Ux  et  Uf 
son!  les  arguments  de  deux  de  ces  points,  on  peut  prendre  — Ui  —  Ut 
pour  argument  du  dernier  point  d'intersection,  et  les  abscisses  de  ces 
trois  points  sont  respectivement  pu^  pwi,  Pi^i-h  Mj). 
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On  peut  déduire  delà  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  d'addi- 
tion pour  pu.  En  elTet,  les  abscisses  des  points  d'intersection  sont  racines 
de  l'équation 

^x^  —  ^iX-'g3=  (mx-h  ny-; 
on  a  donc 


m« 


Xi-\-  Xt-T-  X3=  pUi-h  pUt-^-  p{Ui-h  Ui)=   —  • 

D'autre  part,  la  droite  passant  par  les  deux  points  Mi(ui),  Mt({£s),  on 
a  les  deux  relations  p' Ui  =  mpUi-\-  n,  p' Ui=  mpUf-h  n^  d'où  l'on  lire 

m  =   - — ^>    et    par  suite   nous  obtenons    la   relation   déjà  irou- 

pui  —  pui 

vée(n«332). 

1    /p'Ui  —  p'Ui\ 


\  i 


339.  Formules  générales  d'inversion.  —  Soit  R(^)  un  po- 
lynôme du  quatrième  degré,  premier  avec  sa  dérivée.  Considé- 
rons la  courbe  C^  représentée  par  Féquation 

(77)  J''=  ^{x)  =  aoX^-\-  ^aiX^-\-(jatX^-i-  ^a^x  -*-  a^; 

nous  nous  proposons  de  montrer  comment  on  peut  exprimer  les 
coordonnées  :r  et  j^  d'un  point  de  cette  courbe  par  des  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre.  Si  l'on  connaît  une  racine  a  de  l'équa- 
tion R(a:)  =  o,  on  a  déjà  vu,   à  propos  des  cubiques,  comment 

on  peut  opérer.  En  posant  x  =  a -\ — ?>  la  relation  (77)  devient 


.       p/       .        i\  K,(.7 


U,(x')  étant  un  polynôme  du  troisième  degré.  La  courbe  pro- 
posée C4  correspond  donc  point  par  point  à  la  courbe  C3  du  troi- 
sième ordre  qui  a  pour  équation  y'^  =  R,  (^'),  au  nio^^en  des  for- 

mules  X  =  a  -{ — f^  J'  "=  ^*  Or  on  peut  exprimer  ^'elj' au  moyen 

X  X 

d'un  paramètre  u  par  des  expressions  de  la  forme  x'  =  ctpa  -h  P, 
y=zoLp'u<f  en  choisissant  convenablement  a,  p,  et  les  invariants 
de  pu.  On  en  déduit  pour  :r  et^  les  formules  suivantes  : 

(78)  .r  ~  a -\ -9      y=z — - — z — ; 

dx 

on  en  lire  du  =■ >  de  sorte  que  le  paramètre  u  est  identique, 
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/dx 
'     ■ >  el  les  for- 

milles  (78)  résolvent  complètement  le  problème  de  l'inversion. 

Prenons  maintenant  le  cas  général  où  Ton  ne  connaît  aucune 
racine  de  l'équation  R(a:)  =  o.  Nous  allons  montrer  que  Von. 
peut,  sans  introduire  (Vautre  irrationalité  quUtne  racine 
carrée,  exprimer  rationnellement  x  et  y  au  moyen  d* une  fonc- 
tion elliptique  pu^  cV invariants  connus ^  et  de  sa  dérivée  p'u. 
Remplaçons  pour  un  moment  ;r  et  ^  par  t  et  v  respectivement, 
de  sorte  que  la  relalion  (77)  devient 

(77  bis)         v^—  n(^)  =  ao  t^-h  4ai^'-}-6a2/*H-  ia^t-ha^. 

Le  polvnome  R(^)  peut  se  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous 

la  forme  R(0  =^  [?2(^)]^— ?«  (^)?»(0^  ?«>  ?:ti  ?3  ^tant  des  po- 
lynômes d'un  degré  marqué  par  leur  indice.  Soient  en  effet  (a,  ^) 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  C4.  Prenons 
un  polynôme  'f2{t)  tel  que  fa  (se)  =  p,  ce  que  l'on  peut  faire  évi- 
demment d'une  infinité  de  manières;  l'équalion 

admettra  la  racine  /  :=^  a,  et  l'on  pourra  poser  'fi{t)  =  t  —  a.  Le 
polynôme  R(^)  étant  mis  sous  la  forme  précédente,  considérons 
la  cubique  auxiliaire  C3  représentée  par  l'équation 

(79)  r»o,(;r)^,^.o.(;^)^x?,(j)^o; 

si  nous  coupons  cette  cubique  par  la  sécante  j^==  tx^  les  abscisses 
des  deux  points  variables  d'intersection  sont  racines  de  l'équation 

et  ont  pour  expression 

X  =   — tl — . , 

v»  étant  déterminée  par  l'équation  (77  bis).  On  voit  qu'inversement 
/  et  v'  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au  mojen  des  coor- 
données x,y  d'un  point  de  C3  par  les  formules 

(80)  ^=^,     .•  =  x?,(^)^?,(2:). 
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Or  on  peut  exprimer  x  el  y  par  des  fonctions  elliptiques  d'un 
paramètre  u,  puisqu'on  connaît  un  point  de  la  cubique  C3,  qui 
est  Porigine.  Il  en  est  donc  de  même  de  t  et  de  p.  Le  procédé  peut 
évidemment  être  varié  de  bien  des  manières,  et  Ton  n'introduit 

que  l'irrationnelle  ^  =  y/R(a),  a  restant  arbitraire. 

Nous  allons  développer  le  calcul  en  supposant,  ce  que  l'on  peut 
toujours  faire,  qu'on  a  d'abord  fait  disparaître  le  coefficient  a^ 
de  t^  dans  R(^).  On  peut  alors  écrire 

et  poser 

La  cubique  auxiliaire  C3  a  pour  équation 

(81)  6aoai^^*-t-4«o«3^*J  ■+•  aoa^x^-^  2aoj''  —  x  =  o. 

Conformément  à  la  méthode  générale,  coupons  cette  cubique 
par  la  sécante^  =  tx;  l'équation  obtenue  peut  s'écrire 

(  -  )  —  'ÀUot^ (6aoaj^*-+-  4«o^s'  •+■  «0^4)  =  »• 

et  l'on  en  tire 


Inversement,  nous  pouvons  exprimer  /  et  y/aoR(^)  au  moyen 
de  ^  et  dey 

(82)  /=-^,         /aoK(0=   '  —«0  (— 1   • 

X  X  \  X I 

D'autre  part,  en  résolvant  l'équation  (81)  par  rapport  à  j^,  nous 
avons 

—  aaoCfsrr*-!-  /4«o^3^*  —  xi^a^a^x^ —  1  ){^a^a^x  -\-  -siao) 

Le  polynôme  sous  le  radical  admet  la  racine  ^  =  0;  en  appli- 
quant la  méthode  qui  a  été  expliquée,  on  pourra  donc  exprimer 
X  eXy  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre.  En  dévelop- 
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paDt  les  calculs,  on  arrive  aux  formules 

^83)       x=- '- ,        y=-, ^pL^,-Z^ 


laopu  —  aj  2(aopa -h  ai)('iaopa  —  ai) 

les  invariants  ^29  gz  àe  la  fonction  elliptique  pu  ayant  les  valeurs 
suivantes  : 

<7o<Tv-^3rt|                      anfinft^  —  a\  —  ao«î 
(84)  gt--  -1 y        ^3=  -i 

En  remplaçant  x  ely  par  les  valeurs  précédentes  dans  les  for- 
mules (82),  il  vient 


(85) 

}/i\{l)  =  y/a 


On  peut  écrire  ces  formules  sous  une  forme  un  peu  plus  simple 
en  observant  que  les  relations 

(86)  pp  =  -— ,        J>'«'=-' 

sont  compatibles  d'après  la  valeur  des  invariants  g^  et  g^.  D'autre 

1  I  /  p'  w  —  p'  «^  \  *  /  \ 

part,  on  peut  remplacer  -  [  - — —^ — 1    par p{u  -f-  ^)  -h  P^  -hp^- 

En  réunissant  ces  résultats,  et  en  remplaçant  l  et  V^R(0  P*"*  ^ 
et  y  respectivement,  nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Les  coordonnées  {x^y)  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  C4, 
représentée  par  V équation  (77)  (om  ai  =  o),  peuvent  s'exprimer 
au  moyen  d'un  paramètre  variable  u  par  les  formules 

(87)  ^^  .^  \,u-pv'      r  =  /«o[r"-p(w-t-i')], 

les  invariants  g^  et  ^3  ayant  les  xmleurs  données  par  les  rela- 
tions (84),  et  pv,  p'v  étant  déterminées  par  les  équations  coni^ 
patibles  (86). 
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De  la  formule  (45)  établie  plus  haut  (n°  332)  on  tire,  en  difTé- 
rentianl  les  deux  membres, 

idu\pu  —  pv  /       '  ' 

c'est-à-dire  -z-  = -^j  ou  du  =  ^^ao  — •  Le  paramètre  u  repré- 

senle  donc  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  y/ô^  /  ■     "   -y 
et  les  formules  (87)  résolvent  le  problème  de  Tinversion, 

340.   Courbes  du  premier  genre.  —  Une  courbe  plane  algé- 

brique  C„  de  degré  n  ne  peut  avoir  plus  de ; points 

doubles  sans  se  décomposer  en  plusieurs  courbes  distinctes.  Si  la 
courbe  C„  est  indécomposable  et  possède  d  points  doubles,  la 

diflerence  p  =    — "~       ■ d  est  appelée  le  genre  de  celte 

courbe.  Les  courbes  de  genre  zéro  sont  les  courbes  unicursales 
dont  les  coordonnées  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  ration- 
Delles  d'un  paramètre.  Les  courbes  les  plus  simples  après  celles-là 
sont  les  courbes  de  genre  un  ou  du  premier  genre;  une  courbe  C« 

1                .                            yi     (n  —  i)(n  —  9.)                 n(n--3)       .    . 
au  premier  genre  possède —  i  =  ^ points 

doubles. 

Les  coordonnées  d* un  point  d'une  courbe  du  premier  genre 
peuvent  s'exprimer  par  des  /onctions  elliptiques  d'un  para- 
mètre. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  les  courbes  adjointes 
d'ordre   n  —  2,   c'est-à-dire   les  courbes   C/i_a  qui  passent   par 

les  points  doubles  de  Cn.  Comme  il  faut   ^""^^^^ — !j 

points  pour  déterminer  une  courbe  d'ordre  n  —  2,  les  courbes  ad- 

jointes  C.rt_2  dépendent  encore  de  ^^ =  (/i  —  i) 

paramètres  arbitraires.  Si  l'on  assujettit  ces  courbes  à  passer  encore 
par  n  —  3  points  simples  pris  à  volonté  sur  C/i,  on  obtient  un  ré- 
seau de  courbes  adjointes,  qui  ont  en  commun  avec  C,,  'es  — ^!—-J- 
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points  doubles  de  C„  et  n  —  3  points  simples.  Soient  F(j:,  y)z=  o 
l'équation  de  Cn  et 

Féquation  de  ce  réseau  de  courbes  Cn-2j  ^*  el  [x  étant  deux  para- 
mètres arbitraires.  Une  courbe  quelconque  de  ce  réseau  ren- 
contre C/i  en  trois  points  variables  seulement,  car  chaque  point 
double  compte  pour  deux  points  communs,  et  Ton  a 

/i(n  —  3j-»-/i  —  3  =  /i(/i  —  -i)  —  3. 
Posons  maintenant 

(88)  ^'=4!^^      r'=#^; 

lorsque  le  point  (jr,  y)  décrit  la  courbe  C,i,  le  point  (^',J^')  décrit 
une  courbe  algébrique  C  dont  on  obtiendrait  Téquation  en  élimi- 
nant X  et  y  entre  les  équations  (88)  et  F(x,  y)  =  o.  Les  deux 
courbes  G  et  d  se  correspondent  point  par  point  par  une  trans- 
formation birationnelle,  c'est-à-dire  qu'inversement  les  coor- 
données {x^  y)  d'un  point  de  C«  s'expriment  rationnellement 
au  mojen  des  coordonnées  {x\  y')  du  point  correspondant  de  (J . 
Il  suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  qu'à  un  point  {x\y')  de  C 
il  ne  peut  correspondre  qu'un  point  de  d,  ou  que  les  équa- 
tions (88),  jointes  à  F(ar,  j')=o,  ne  peuvent  avoir  en  x  el  y 
qu'un  seul  système  de  solutions  variable  avec  x'  tly'. 

Supposons  en  effet  qu'à  un  point  de  C  correspondent  deux 
points  (a,  6),  (a',  V)  de  C/i,  ne  faisant  pas  partie  des  points  de 
base  du  réseau  de  courbes  C/1.2.  On  aurait 

fxia\b')  ^  Ma\  b')  ^  Ma\b') 
/,(a,  b)         Ma,b)         A(a,b)  ' 

et  toutes  les  courbes  du  réseau  qui  passent  par  le  point  (a,  b) 
passeraient  aussi  par  le  point  (a\  b').  Les  courbes  du  réseau  qui 
passent  par  ces  deux  points  dépendraient  encore  linéairement 
d'un  paramètre  variable,  et  rencontreraient  la  courbe  C;,  en  un 
seul  point  variable.  Les  coordonnées  de  ce  dernier  point  d'inter- 
section avec  C,i  seraient  donc  des  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
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mètre  variable,  et  la  courbe  0»  serait  unicursale;  ce  qui  est  im- 
possible puisqu'elle  n'a  que  — — ^^^-^  points  doubles. 

A  un  point  (^',  J^)  de  G  ne  correspond  par  conséquent  qu'un 
point  (^^y)  de  C^,  et  les  coordonnées  de  ce  point  sont,  d'après 
1(1  théorie  de  l'élimination,  des  fonctions  rationnelles  de  x',  y', 

Pour  avoir  le  degré  de  la  courbe  C,  cherchons  le  nombre  des 
points  communs  à  cette  courbe  et  à  une  droite  quelconque 
«  j:'-f-  by  -\-  c  =  o.  Cela  revient  à  chercher  le  nombre  des  points 
communs  à  la  courbe  C/,  et  à  la  courbe 

«/i(^»  y)  -»-  b/iix,  y)  -H  cfiix,  y)  =  o, 

puisqu'à  un  point  de  C  correspond  un  seul  point  de  C//  et  inver- 
sement. Or  il  n'y  a  que  trois  points  d'intersection  variables  avec  a, 
6,  c.  La  courbe  Q!  est  donc  du  3*  degré.  En  résumé,  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  C„  peuvent  s'exprimer  ration- 
Dcllement  au  moyen  des  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique 
plane,  et,  comme  les  coordonnées  d*un  point  d'une  cubique  sont 
des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre,  il  en  est  de  même  des 
coordonnées  d'un  point  de  d. 

Il  résulte  aussi  de  la  démonstration,  et  de  ce  qui  a  été  vu  plus 
haut  pour  les  cubiques,  que  Ton  peut  faire  cette  représentation 
de  telle  façon  qu'à  un  point  {x^y)  de  C«  ne  corresponde  qu'une 
valeur  de  u  dans  un  parallélogramme  des  périodes. 

Soient  X  =  ^{u)^  y  =  '}i(w)  les  formules  qui  donnent  x  eiy; 

toute  intégrale  abélienne  {V=  j  R(^,^)  dx  attachée  à  la  courbe  d 

(I,  n**  108)  se  ramène  par  ce  changement  de  variable  à  l'intégrale 
d'une  fonction  elliptique;  cette  intégrale  w  s'exprime  donc  elle- 
même  à  l'aide  des  transcendantes  p,  2^,  ^  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  L'introduction  de  ces  transcendantes  dans  l'Ana- 
lyse a  doublé  la  puissance  du  calcul  intégral. 

Exemple.  Quartiques  bicirculaires.  —  Une  courbe  du  4*  degré  ayant 
deux  points  doubles  est  du  premier  genre.  Lorsque  les  points  doubles 
sont  les  points  circulaires  à  l'infini,  la  courbe  C4  est  une  quartique  bi- 
circulaire.  Si  Ton  a  pris  pour  origine  un  point  de  celte  courbe,  on  peut 
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prendre  pour  courbes  adjointes  Cn^t  des  cercles  passant  par  Torigine 

pour  avoir  une  cubique  correspondant  point  par  point  à  la  quartique  C4, 
il  suffit,  d*après  la  méthode  générale,  de  poser  ar'=  ——^ — -^  y'  =  -j- y 


x' 


y 


On  a  inversement  x  =  —rr 7^>  Y  =  —rz^ — f7»  et  ces  formules  définissent 

une  inversion  par  rapport  au  cercle  de  rayon  un  décrit  de  Torigine  pour 
centre.  Pour  avoir  l'équation  de  la  cubique  C^,  il  suffira  de  remplacera? 
et  ^  par  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  de  C4.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'équation  de  la  quartique  Gv  soit  (ar*-t-j'*)' — aj'  =  o;  la 
cubique  Ci  aura  pour  équation  ay\y^-\- x'^)^\'=z  o. 

Remarque,  —  Lorsqu'une  courbe  plane  d»  admet  des  points  singuliers 
d'espèce  supérieure,  elle  est  du  premier  genre  pourvu  que  tous  ces  points 

singuliers  soient  équivalents  à  — ^ points  doubles  ordinaires.  Par 

exemple,  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  un  seul  point  double,  où 
deux  branches  de  courbe  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  sans  présenter 
aucune  singularité,  est  du  premier  genre;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  couper 
cette  quartique  par  un  réseau  de  coniques  tangentes  aux  deux  branches 
au  point  double  et  passant  par  un  autre  point  de  la  quartique.  La  courbe 
^*=  R(ar),  où  R(^)  est  un  polynôme  du  4"  degré  premier  avec  sa  dérivée, 
présente  une  singularité  de  cette  espèce  à  1  infini.  On  la  ramène  à  une 
cubique  par  une  transformation  birationnelle  en  posant 

x  —  x\        ^=y-h  y/ôiar'», 
ce  qui  permet  de  retrouver  facilement  les  formules  d'inversion  (87). 


EXERCICES. 

1.  Démontrer  qu'une  fonction  doublement  périodique  entière  est  une 
constante,  au  moyen  du  développement 

J^z)^2^kae  ^  . 

[La  condition/(5-i-(i)')=/(>5)  exige  que  l'on  ait  Art  =  o,  si  n  7^0-] 

2.  Si  a  n'est  pas  un  multiple  de  'ir,  on  a  la  formule 

sina  \        a/Ll.\        a  —  nizj 


KXERCICES.  ^35 

[On  change  z  en  z -h  a  dans  la  formule  qui  donne  le  développement 
de  col^,  puis  on  intégre  entre  les  limites  o  et  ^  ] 

3.  Déduire  de  la  formule  précédente  les  nouveaux  produits  infinis 
a  \         2aH-7r/l.xL         "^^ — (^^  —  *)'^J 


cosa 

sina  —  sin5 

sina 

cos^  —  cosa 

sina  \         olJ\        a-h7r/XX\         a-hu/iTi/V        {'^f^  —  i)"^  — 

—  00 


e'"^, 


I  —  cosa 


Transformer  ces  nouveaux  produits  en  produits  de  facteurs  primaires, 
ou  en  produits  ne  renfermant  plus  de  facteurs  exponentiels,  tels  que 


cos 


^  "  (' ~  inr)  (' ~  9^0  ■  *  ■  (' ~  (^"^i^) 


4.  Démontrer  les  formules 


tang^i;  =  2.z 


h- 


^  \    Tri  fxTrX  '  ^  •>  /*  -l_  I  I*  ir2 


971*  _,  {in  -\-l)*K 


4  4 


—  5» 


-X-  —  -  —2z\  -— ^ — '  ,    ^  -h...-h(— ly*-'  — —    ,— ;  -^  ••    • 

sin5        z  L.5»— ic*        ^2—471*  ^       ^        z^—n^r.*  J 

Établir  des  formules  analo£?ues  pour  — ; —  ? —  • 

®         ^         smz  —  sina     cos^  —  cosa 

5.  Établir  la  formule 

simr^  _    __£«        z^jz^—i)  _  z^z^—i)(z^-  \) 

TZZ   .    ~~  I  (».2)*  (l.'2.3)*  -!-••• 

^        ^  [l.'2.  ..(/i-t-i)]* 

6.  Décomposer  en  éléments  simples  les  fonctions  -y—»  -77—' 

7.  Lorsque  ^1=  o,  on  a 

p(aw;  o,  ^3)  =  ap(M;  o,  ^3),        p'(^u;  o,  ^3)  =  p'(w;  o,  ^3), 

a  étant  une  racine  cubique  de  Tunité.  En  déduire  la  décomposition  en 

éléments  simples  de  —, 7—  lorsque  >?'«=  o. 

*^  p' u  —  p  V         ^ 


a3G  CHAPITRE  XV.   —   FONCTIONS  UNIFORIIES. 

8.  Etant  données  les  intégrales 

I   . dJTy  I djr, 

J    (a-  — l) /j-:*— I  J    /l-4-X^ 

/dr  r  ax^-^b  , 

on  demande  d'exprimer  la  variable  ;r  et  Tune  quelconque  de  ces  intégrales 
au  moyen  des  transcendantes  p,  2^,  a. 

9.  Établir  la  formule  de  décomposition  de  M.  Hermite  (n**  331)  en  éga- 
lante zéro  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ¥{z){^{x  —  z) —  ^{tq  —  z)] 
dans  un  parallélogramme  de  périodes,  F(^)  étant  une  fonction  elliptique, 
et  X,  x^  étant  considérées  comme  des  constantes. 

10.  Déduire  de  la  formule  (6o)  la  relation  r  = ^,/     » 

ritoO  (o) 

[On  observe  que  la  série  fsu  ne  renferme  pas  de  terme  en  a'.] 

*il.  Exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  les  coor- 
données X  et  ^  de  Tune  des  courbes  suivantes  : 

y^—  \\{x  —a){x  —  b){x  —  c)Y,  ^3=  S.[(x  —  a){x  —  b)Yj 

y\—  A(ar  — rt)*(a:  —  by{x  —  c)-\  ^^=  A(j'  —  a)«(a?  —  by, 
r^-~  X{x  —  ay{x  —  bf, 

y^  T~.  \(x  —  af{x  —  b)^{x  —  o-,  y^=  k{x  —  ay(x  —  b)'*. 

j-6=  A  (a-  —  af{x  —  b)*^  y''^=  K{x  —  ay{x  —  b}*^ 

^'h-  (/a7*-h  mx  ^  '*)j^*^-  A  [(j*  —  a) (a b){a c)]*  =  o, 

Bx-+--^  j^)   =  o,        yh^  Xxr^'^x^ihx^^  ~  —\   =0, 

j^*-t- A^rj'-h^Bj-^-h  —  -jj- j    =  o,        j'3_H  A:r7*-h  J-M  Bx— ^-  -- j   =  o. 

/dx 
• 

[  Briot  et   Bouquet,   Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques, 

2*  édition,  p.  388-4 i^O 


CHAPITRE  XVf. 

LE  PROLONGEMENT  ANALYTIQUE. 


I.  —  DEFINITION  D'UNE  FONCTION  ANALYTIQUE  PAR  UN 

DE  SES  ÉLÉMENTS. 

3 il.  Première  idée  du  prolongement  analytique.  —  Soit/(w) 
une  fonction  holoniorplie  clans  une  porlîoii  connexe  A  du  plan, 
llmilée  par  une  ou  plusieurs  courbes,  fermées  ou  non;  nous  pre- 
nons toujours  le  mot  de  courbes  dans  le  sens  élémentaire  liabiliiel 
comme  nous  Pavons  fait  jusqu^ici. 

Si  Ton  connaît  la  valeur  de  la  foncliony(:;)  et  de  toutes  ses  déri- 
vées successives  en  un  point  déterminé  a  de  la  région  A,  on  peut 
en  déduire  la  valeur  de  celte  fonction  en  un  aulre  point  quel- 
conque b  de  la  même  région.  Pour  le  démontrer,  joignons  les 
deux  points  a  ci  b  par  un  chemin  L  situé  tout  entier  dans  la 
région  A,  par  exemple  par  une  ligne  polvgonale,  ou  par  une 
courbe  de  forme  quelconque.  Soit  o  la  limite  inférieure  de  la  dis- 
lance d'un  point  quelconque  du  chemin  L  à  un  point  quelconque 
du  contour  de  la  région  A,  de  telle  sorle  qu'un  cercle  de  rayon  o 
ayant  pour  centre  un  point  quelconque  de  L  soit  silué  lout  entier 
dans  cette  région.  Par  hypothèse,  nous  connaissons  la  valeur  de 
la  fonction  /{a)  et  de  ses  dérivées  successives /'(a  j, /"(a),  . .  ., 
pour  z  =  a.  Nous  pouvons  donc  écrire  la  série  entière  qui  repré- 
sente la  fonction /(:;)  dans  le  domaine  du  point  a, 

(«)      /(  =  )=/(«)- ^/'(a)-^...^^;^-^ /'"■(«)  +  .... 

Le  rayon  de  convergence  de  cette  série  est  au  moins  égal  à  o, 
mais  il  peut  être  plus  grand.  Si  le  point  b  est  situé  dans  le  cercle 
de  convergence  Go  de  la  série  précédente,  il  suffira  d'y  remplacera 
par  b  pour  avoir  /{b).  Supposons  que  le  point  b  soit  extérieur 
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à  Co,  et  soil  a,  le  poinl  où  le  chemin  L  sort  de  C©  (*)  {fig*  82). 
Sur  ce  chemin  prenons  à  rintérieur  de  Co  un  poinl  Zx  voisin  de  a, 

lel  que  la  distance  des  deux  points  Zx  et  ai  soit  inférieure  à  -  •  La 

série  (1)  et  celles  que  Ton  en  déduit  par  des  difl'érentiations  suc- 
cessives permettent  de  calculer  les  valeurs  de  la  fonction /(s) 
et  de  tontes  ses  dérivées  /(5|),  /'(^i),  ...,  /^"^(5|),  ..., 
pour  -3  =  5i.  Les  coefficients  de  la  série  qui  représente  la  fonc- 


Fig.  8a. 


tion/(5)  dans  le  domaine  du  point  z^  sont  donc  déterminés  si 
Ton  connaît  les  coefficients  de  la  première  série  (1),  et  Ton  a,  dans 
le  voisinage  du  point  ^,, 


-I    ^,/_    .     .  (5—5,)" 


(•2)   /(^)=/(-.)-i-  --— /'(^;)-i-...-7— -^,r/''"('''>^-- 

Le  raj^on  du  cercle  de  convergence  C|  de  cette  série  est  au  moins 
égal  à  8;  ce  cercle  renferme  donc  le  point  ai  à  l'intérieur  et,  par 
suite,  il  a  une  parlie  en  dehors  du  premier  cercle  Co-  Si  le  pointa 
est  dans  ce  nouveau  cercle  C|,  il  suffira  de  faire  z  =b  dans  la 
série  (2)  pour  avoir  la  valeur  de  f{b).  Supposons  que  le  pointa 
soit  encore  en  dehors  de  C|  et  soit  aj  le  point  où  le  chemin  Z\b 
sort  de  ce  cercle.  Prenons  sur  le  chemin  L  un  point  Z2  intérieur 


(')  La  valeur  de/(^)  au  point  b  ne  dépendant  pas  du  cbemin  L,  tant  que  ce 
chemin  ne  sort  pas  de  Taire  A,  on  peut  supposer,  comme  c'est  le  cas  de  li  figure, 
que  ce  chemin  ne  rencontre  qu'en  un  point  le  cercle  C^  et  en  deux  points  au  plus 

les  cercles  successifs  Cp  C, Cela  revient,  si  Ton  veut,  à  prendre  pour  «j  le 

dernier  point  de  rencontre  de  L  et  de  C^,  et  de  même  pour  les  autres. 
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à  Cl  et  lel  que  la  dîslance  des  deux  poinls  z^  el  a2  soil  inférieure 

à    •  La  série  (2)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  diflerenliations 

successives  permettront  de  calculer  les  valeurs  de  f{z)  et  de  ses 
dérivées  / (z^),  /'{Z2),  /"{z^)^  . .  . ,  au  point  z^.  Ou  piHu^ira  donc 
former  une  nouvelle  série 

1  1  •  ^  •  •  •  /c 

qui  représentera  la  fonction  f{z)  dans  un  nouveau  cercle  C,,  de 
rayon  supérieur  ou  égal  à  S.  Si  le  point  b  est  dans  ce  cercle  C2,  on 
remplacera  z  par  b  dans  Tégalité  précédente  (3);  sinon,  on  conti- 
nuera à  appliquer  le  même  |)rocédé.  Au  bout  d'un  nombre  fini 
d'opérations,  on  finira  pur  obtenir  un  cercle  renfermant  le  point  b  à 
l'intérieur;  dans  le  cas  de  la  figure,  6  esta  l'intérieur  de  Cs.Eu  eflet, 
on  peut  toujours  choisir  les  points  z^^  z^,  ^3,  .  • . ,  de  laçon  que  la 

distance  de  deux  points  consécutifs  soit  supérieure  à-;  soit  d'autre 

part  S  la  longueur  du  chemin  L.  La  longueur  de  Ja  ligne  polygo- 
nale aZiZ2  '  •  •  Zp_iZpb  est  toujours   inférieure  à  S;  on  a  donc 

/>  -H-|w^ — 6|<:;S.  Soit/?  un  nombre  entier  tel  que  (7^  -|-  i  )  S>S. 

L'inégalité  précédente  prouve  qu'après/?  opérations  au  plus  on 
tombera  sur  un  point  Zp  du  chemin  L  dont  la  distance  au  point  b 
sera  inférieure  à  5,  le  point  b  sera  à  Tintéricur  du  cercle  de  con- 
vergence Cp  de  la  série  entière  qui  représente  la  fonction  /{z) 
dans  le  domaine  du  point  Zpy  et  il  suffira  de  remplacer  z  par  b 
dans  cette  série  pour  avoir  /{b).  On  pourra  calculer  de  même 
toutes  les  dérivées  /  (6),/"(6),  .... 

Le  raisonnement  qui  précède  prouve  qu'il  est  possible,  du  moins 
théoriquement,  de  calculer  la  valeur  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  région  A,  et  de  toutes  ses  dérivées,  en  un  point  quel- 
conque de  cette  région,  pourvu  que  J'on  connaisse  Ju  suite  des 
vuleurs 

(4)  /(a),    fia),    /"(a),     ...,    /"^{a),     ..., 

de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  successives  en  un  point  déter- 
miné a  de  la  même  région.  Il  en  résuUe  que  toute  fonction  holo- 
morphe dans  l'aire  A  est  complètement  déterminée  dans  toute 
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celte  aire,  si  elle  est  connue  dans  une  région,  aussi  petite  qu^on  la 
suppose,  entourant  un  point  quelconque  a  pris  dans  A,  et  même 
si  elle  est  connue  tout  le  long  d'un  arc  de  courbe,  aussi  petit  qu'on 
le  suppose,  aboutissant  au  point  a.  Si,  en  effet,  la  fonction /(v) 
est  déterminée  tout  le  long  d'un  arc  de  courbe,  il  en  est  de  même 
de  la  dérivée /'(s),  car  la  valeur /'(-Sf)  en  un  point  quelconque  de 

cet  arc  est  égale  à  la  limite  du  rapport  "^—^ 7—^  lorsque  le 

point  Z2  se  rapproche  de  Z\  en  restant  sur  Turc  considéré;  Ja 
dérivée /'(5)  étant  connue,  on  en  déduira  de  niême/^(5),  puis 
f"{z)^  ....  Toutes  les  dérivées  successives  de  la  fonction  f{z) 
seront  donc  déterminées  pour  5  =  a.  Nous  dirons,  pour  abréger, 
que  la  connaissance  des  valeurs  numériques  de  tous  les  termes  de 
la  suite  (4)  détermine  un  élément  de  ia  fonction  f{z).  Le  résultat 
obtenu  peut  alors  s'énoncer  comme  il  suit  :  Une  fonction  holo- 
niorplie  dans  Vaire  A  est  complètement  déterminée  si  Von 
connaît  un  quelconque  de  ses  éléments.  On  peut  dire  encore  que 
deux  fondions  holomorphes  dans  la  même  région  ne  peuvent 
avoir  un  élément  commun  sans  être  identiques. 

Nous  avons  supposé,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agissait  d'une 
fonction  holomorphey(3),  mais  le  raisonnement  peut  être  étendu 
à  une  fonction  analytique  quelconque,  pourvu  que  le  chemin  L 
suivi  par  la  variable  pour  aller  de  a  en  6  ne  passe  par  aucun  point 
singulier  de  la  fonction.  Il  suffit  pour  cela,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  (n"291),  de  décomposer  ce  chemin  en  plusieurs  arcs, 
tels  que  chacun  d'eux  puisse  être  renfermé  dans  un  contour  fermé, 
à  l'intérieur  duquel  la  branche  considérée  de  la  fonction  y(>3)  soit 
holomorphe.  La  connaissance  de  Télément  initial  et  du  chemin 
décrit  par  la  variable  suffit,  du  moins  en  théorie,  pour  trouver 
l'élément  final,  c'est-à-dire  les  valeurs  numériques  de  tous  les 
termes  de  la  suite  analogue 

312.  Nouvelle  définition  des  fonctions  analytiques.  —  Les  fonc- 
tions analytiques  que  nous  avons  étudiées  jusqu'à  présent  étaient 
définies  par  des  expressions  permettant  de  les  calculer  pour  toute 
valeur  de  la  variable,  dans  le  champ  où  on  les  étudiait.  Nous 
concevons  maintenant,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  soit  possible 
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de  déHnir  une  fonction  analytique  pour  une  valeur  quelconque  de 
la  variable  dès  qu'on  connaît  un  seul  élément  de  la  fonction.  Mais, 
pour  exposer  la  théorie  à  ce  nouveau  point  de  vue  d'une  façon 
complète,  il  nous  faut  ajouter  à  la  définition  des  fonctions  ana- 
lytiques d'après  Caucliy  une  nouvelle  convention,  qu'il  nous  paraît 
utile  d'énoncer  d'une  façon  explicite. 

Soient  /i(z),  f^i^)  deux  fonctions  holomorphes  respective- 
ment dans  deux  aires  A|,  Â2,  ayant  une  partie  commune  et  une 
seule  A'  {Jig'  83). 

Si  dans  la  partie  commune  A'  on  b  /2{z)=/i(z)y  ce  qui  aura 
lieu  si  ces  deux  fonctions  ont  un  seul  élément  commun  dans  cette 

Fig.  83. 


région,  nous  regarderons /"i  (5)  et/2(^)  comme  formant  une  seule 
fonction  liolomorphe  F(;;)  définie  dans  la  région  A| -|- A2  par  les 
égalités  :  F(z)=/i{z)  dans  A|,  elF{z)=/2{z)  dans  Aj.  Nous 
dirons  aussi  quey2(^)  est  \e  prolongement  analytique  dans  la 
région  A^  —  A'  de  la  fonction  holomorpheyi  (-3),  qui  n'est  supposée 
définie  que  dans  la  région  A|.  Il  est  clair  que  le  prolongement  ana- 
lytique de/i  [z)  dans  la  région  de  A2  extérieure  à  A|  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière  (*). 

(^)  Pour  prouver  que  la  convention  précédente  est  distincte  de  la  définition 
des  fonctions  analytiques,  il  suffit  de  remarquer  qu'elle  entraîne  immédiatement 
la  conséquence  suivante  :  si  une  fonction  f{z)  est  liolomorphe  dans  une 
région  A,  toute  autre  fonction  /,(*),  qui  coïncide  avec  f{z)  dans  une  portion 
de  l'aire  A,  est  identique  à  f{z)  dans  A.  Or,  considérons  une  fonction  F(c) 
définie  de  la  manière  suivante  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  complexe  z  : 

F  (  s  )  =  si  n  s  ;        si        z  yt  -1        F 1  --  J  =1  o. 

Quelque  bizarre  que  paraisse  cette  convention,  elle  n'a  rien  de  contradictoire 
avec  la  définition  antérieure  des  fonctions  analytiques.  La  fonction  ainsi  définie 

F{z)  serait  holomorphe  pour  toute  valeur  de  z,  sauf  pour  ;;=:-,  qui  serait  un 
G.    11.  16 
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Cela  posé,  considérons  une  suite  infinie  de  nombres  réels  ou 
imaginaires 

(6)  rtj,     «i,     aj,     ...,     a,i,     .-• 
assujettis  à  la  seule  condition  de  rendre  la  série 

(7)  cfo -h  «1  5 -+- «1 5* -h. .  .-h  a,i 5" "h. . . 

convergente  pour  quelque  valeur  de  z  différente  de  zéro.  (Nous 
prenons  z  =  o  pour  valeur  initiale  de  la  variable,  ce  qui  ne  res- 
treint pas  la  généralité.)  La  série  (7)  a  donc  par  hypothèse  un 
cercle  de  convergence  Co  dont  le  rajon  R  n'est  pas  nul.  Si  R  est 
infini,  cette  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  z,  et  repré- 
sente une  fonction  entière  de  la  variable.  Lorsque  le  ra^on  R  a 
une  valeur  finie,  différente  de  zéro,  la  somme  de  la  série  (7)  est 
une  fonction  holomorphe  /(z)  à  Tintérieur  du  cercle  Cq.  Mais 
comme  on  ne  connaît  que  la  suite  des  coefficients  (6).,  nous  ne 
savons  rien  a  priori  sur  la  nature  de  cette  fonction  en  dehors  du 
cercle  Co-  Nous  ne  savons  pas  s'il  est  possible  d'ajouter  au 
cercle  Co  une  région  voisine  formant  avec  le  cercle  une  aire  con- 
nexe A,  telle  qu'il  existe  une  fonction  holomorphe  dans  A,  coïn- 
cidant avec  y(^)  à  l'intérieur  de  Co.  La  méthode  du  paragraphe 
précédent  permet  de  reconnaître  s'il  en  est  ainsi.  Prenons  dans 
le  cercle  Co  un  point  a  différent  de  l'origine;  on  peut,  au  moyen 
de  la  série  (7)  et  des  séries  obtenues  en  dérivant  terme  à  terme, 
calculer  l'élément  de  la  fonction  /(z)  qui  correspond  an  |)oint  a, 


point  singulier  d'une  espèce  parliculière.  Mais  les  propriétés  de  cette  fonction 
F(2)  seraient  en  contradiction  avec  la  convention  que  nous  venons  d'adopter, 
puisque   les  deux   fonctions   F(2)   et  sin;:   seraient   identiques  pour  toutes  les 

valeurs  de  z,  sauf  pour  .3  =  ^y  qui   serait  un   point  singulier  pour  une  seule 

d'entre  elles. 

M.  Weierstrass,  en  Allemagne,  et  M.  Méray,  en  France,  ont  développé  la 
théorie  des  fondions  analytiques,  en  s'appuyant  uniquement  sur  les  propriétés 
des  séries  entières;  leurs  recherches  sont  d'ailleurs  complètement  indépendantes. 
La  théorie  de  M.  Méray  est  exposée  dans  son  grand  Ouvrage  I,efO/is  nouvelles  sur 
r  Analyse  infinitésimale.  Nous  montrons  dans  le  texte  comment  on  peut  déûnir 
de  proche  en  proche  une  fonction  analytique,  connaissant  un  de  ses  éléments, 
mais  en  supposant  toujours  connus  les  théorèmes  de  Cauchy  sur  les  fonctions 
holomorphes. 
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et,  par  suite,  former  la  série  entière 

(8)  /(a)+— /(a)  +  ...-H^-— L /(«)(«)  +  .... 

l  £  «  ^  •  •  •  il 

qui  représente  la  foncliony^^)  clans  le  domaine  du  point  a.  Cette 
série  est  certainement  convergente  dans  un  cercle  de  centre  a  et 
de  rayon  R  —  \a\  (n°  206),  mais  elle  peut  être  convergente  dans 
un  cercle  plus  grand.  Supposons  d'abord  que  le  rajon  du  cercle 
de  convergence  de  la  série  (8)  soit  toujours  égal  à  R  —  [  a  |, 
quel  que  soit  le  point  a  pris  dans  le  cercle  Co-  Alors  il  n'existe 
aucun  mojen  de  prolonger  analytiquement  la  fonction  /{z)  en 
dehors  du  cercle,  du  moins  si  Ton  n'emploie  que  des  séries 
entières.  Nous  pouvons  affirmer  qu'il  n'existe  pas  de  fonction 
holomorphe  F(:;)  définie  dans  une  région  A  du  plan  plus  grande 
que  le  cercle  C©  et  coïncidant  avec  /(s)  dans  Co;  car  la  méthode 
du  prolongement  analytique  permettrait,  comme  nous  l'avons  vu, 
de  déterminer  la  valeur  de  cette  fonction  en  un  point  extérieur  au 
cercle  Co-  On  dit  alors  que  la  portion  du  plan  extérieure  au 
cercle  C©  est  un  espace  lacunaire  pour  la  fonction  y(5).  Nous  en 
verrons  des  exemples  un  peu  plus  loin. 

Supposons  en  second  lieu  qu'en  choisissant  convenablement  le 
point  a  dans  le  cercle  Co,  le  cercle  de  convergence  C|  de  la 
série  (8)  ait  un  rayon  plus  grand  que  R  —  |  a  |.  Ce  cercle  C|  a  une 
partie  extérieure  à  Co  {/ig-  84)  et  la  somme  de  la  série  (8)  est  une 
fonction  holomorphe  f\{z)  dans  le  cercle  C|.  A  l'intérieur  du 
cercle  y  de  centre  a,  qui  est  tangent  intérieurement  au  cercle  C©, 
on  dL/^(z)=/{z)  (n®266);  donc  cette  égalité  subsiste  dans  toute 
la  région  commune  aux  deux  cercles  C©,  C|.  La  série  (8)  nous 
fait  connaître  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  /{z) 
dans  la  portion  du  cercle  C|  extérieure  au  cercle  Co.  Soit  a'  un 
nouveau  point  pris  dans  cette  région;  en  opérant  de  la  même 
façon,  nous  formerons  une  nouvelle  série  entière  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  z  —  a',  qui  sera  convergente  dans  un 
cercle  Ga*  Si  ce  cercle  Cj  n'est  pas  tout  entier  à  l'intérieur  de  C<, 
la  nouvelle  série  donnera  le  prolongement  dey(5)  dans  une  région 
plus  étendue,  et  ainsi  de  suite.  On  conçoit  donc  qu'il  est  possible 
d'étendre  ainsi  de  proche  en  proche  le  domaine  d'existence  de  la 
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fonction  f{z)j   qui   n^étail  définie   d^abord    qu'a   l'intérieur  du 
cercle  Co- 

Il  est  clair  qu'on  peut  faire  les  opérations  précédentes  d*une 
infinité  de  manières.  Pour  s'y  reconnaître,  il  faut  définir  avec 
précision  le   chemin   suivi   par  la   variable.    Nous   présenterons 

d'abord  quelques  remarques.  Soit  C',,  le  cercle  de  rayon  —  décrit 

de  l'origine  pour  centre;  a  étant  un  point  quelconque  de  Cp,  le 

Fig.  8i 


rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série  (8)  est  au  moins  égal 

à  — >  mais  peut  être  plus  grand.  Soit \-  r  la  limite  inférieure  de 

ce  rayon  lorsque  a  décrit  C^  ;  on  ne  peut  avoir  r  >  o.  Si,  en  efTel, 
/*  était  positif,  il  existerait  une  fonclion  F(:;)  holomorphe  dans  le 
cercle  de  rayon  R  H-  r,  ayant  pour  centre  l'origine  et  coïncidant 
avccy(5)  à  rinlérieurde  Co.  Pour  une  valeur  de  z  dont  le  module 
serait  compris  entre  R  el  R-f-  /',  F(^)  serait  égal  à  la  somme  de 
Tune  quelconque  des  séries  (8),  a  étant  un  point  de  C'^  tel  que 

Ton  ait  I  5  —  a\<, h  '•  D'après  le  lliéurènie  de  Gauchy,  F(v) 

serait  égal  à  la  somme  d'une  série  entière  convergente  dans  le 
cercle  de  rayon  R  -\-  /*,  et  celte  série  devrait  être  identique  à  la 
série  (7),  ce  qui  est  impossible. 

Il  faut  donc  que  la  liniile  inférieure  en  question  soit  égale  à  — • 
Je  dis  en  second  lieu  qu'il  existe  au  moins  un  point  a  du  cercle  C„, 
pour  lequel  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (8)  est  égal  à  — • 
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Soit,  en  effet,  Si,  £3,  . . .,  S/i,  • .  •  une  suite  de  nombres  positifs 
décroissants,  £„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment. 
Au  nombre  £/ on  peut  faire  correspondre  un  point  a/du  cercle  C[,, 
pour  lequel  le  rayon  de  convergence  de  la  série  correspondante  (8) 

est  inférieur  à h  s/.  Nous  obtenons  ainsi  une  suite  indéfinie  de 

2 

points  ai,  a^^  .. .,  a„^  , ..,  situés  sur  le  cercle  C^.  H  y  a  donc 
au  moins  un  point  limite  sur  ce  cercle;  soit  a  un  de  ces  points 
limites.  Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (8)  pour  ce  point  a 

R  R 

ne  peut  être  supérieur  à  —  •  Supposons-le  en  effet  égal  à  —  +  7^; 

puisqu^il  y  a  dans  le  cercle  de  rayon  -  décrit  du  point  a  pour 

centre  une  infinité  de  points  a/,  on  peut  en  trouver  un  pour 
lequel  le  rayon  de  convergence  correspondant  est  plus  petit  que 

R  Té 

h     •  Mais  ce  point  étant  à  une  distance  du  point  a  inférieure 

à  -S  ce  rayon  de  convergence  doit  être  au  moins  égal  à 

Jm 

—  -\-  ri  —  -  =  —  -H-» 
j.  l  1  1 

Il  faut  donc  que  l'on  ait  vj  =  o,  et  le  cercle  de  convergence  qui  a 
pour  centre  le  point  a  est  tangent  intérieurement  au  cercle  Co  au 
point  a  où  le  rayon  Oa  rencontre  ce  cercle.  Le  point  a  est  un 
point  singulier  de/(z)  sur  le  cercle  Co*  Dans  un  cercle  c,  ayant 
pour  centre  le  point  a,  aussi  petit  que  soit  le  rayon,  il  ne  peut 
exister  de  fonction  holomorphe  qui  soit  identique  ^/{z)  dans  la 
partie  commune  aux  deux  cercles  Co  et  c.  Il  est  clair  aussi  que  le 
cercle  de  convergence  de  la  série  (8)  ayant  pour  centre  un  point 
quelconque  du  rayon  Oa  est  tangent  intérieurement  au  point  a 
au  cercle  Cp. 

Considérons  maintenant  un  chemin  L  partant  de  l'origine  et 
aboutissant  à  un  point  quelconque  Z  en  dehors  du  cercle  Co,  et 
imaginons  un  mobile  décrivant  ce  chemin  en  marchant  toujours 
dans  le  même  sens  de  O  vers  Z.  Soit  ai  le  point  où  le  mobile  sort 
du  cercle;  si  ce  point  ai  était  un  point  singulier,  il  serait  impos- 
sible de  poursuivre  sur  le  chemin  L  au  delà  de  ce  point.  Nous 
supposerons  que  ce  n'est  pas  un  point  singulier;  on  peut  alors 
former  une  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  5  —  ai 
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et  convergente  dans  un  cercle. C<  de  centre  ai,  dont  la  somme 
coïncide  avecy(-3)  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  C© 
et  C|.  Pour  calculer  y(a|), /'(ai),  ...,  on  pourra  par  exemple 
employer  un  point  intermédiaire  sur  le  rayon  Oa|.  La  somme  de 
la  seconde  série  nous  fait  connaître  le  prolongement  analytique 
de  /(z)  le  long  du  chemin  L,  à  partir  de  ai,  tant  que  le  mobile 
décrivant  ne  sort  pas  du  cercle  C^.  En  particulier  si  tout  ce 
chemin  à  partir  de  ai  est  situé  à  Tinlérieur  de  C|,  cette  série 
donnera  la  valeur  de  la  fonction  au  point  Z.  Si  le  chemin  sort  du 
cercle  C|  au  point  aa,  on  formera  de  même  une  nouvelle  série 
entière  convergente  dans  un  cercle  C2  de  centre  a-j,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  admettrons  d'abord  qu'au  bout  d'un  nombre  fini 
d'opérations  on  arrive  à  un  cercle  C^  de  centre  a^,  renfermant 
toute  la  portion  du  chemin  L  qui  suit  a^,  et  en  particulier  le 
point  Z.  Il  suffira  de  remplacer  z  par  Z  dans  la  dernière  série 
employée  et  dans  celles  qu'on  en  tire  en  difl^érentiant  terme  à 
Icrme  pour  avoir  les  valeurs  de /(Z),  /*'(Z), /"(Z),  ...,  avec 
lesquelles  on  arrive  au  point  Z,  c'est-à-dire  l'élément  final  de  la 
fonclion. 

Il  est  clair  qu'on  arrive  en  un  point  quelconque  du  chemin  L 
avec  des  valeurs  bien  déterminées  pour  la  fonction  et  toutes 
ses  dérivées.  Remarquons  aussi  qu'on  pourrait  remplacer  les 
cercles  Co,  C|,  Ca,  ...,  C^  par  une  suite  de  cercles  définis  de 
la  même  façon  ayant  pour  centres  des  points  quelconques  >S|, 
^2,  . . . ,  5y  du  chemin  L  pourvu  que  le  cercle  de  centre  z/  ren- 
ferme la  portion  du  chemin  L  comprise  entre  s/  et  Zi^  |.  On  peut 
aussi  modifier  le  ckemiu  L,  en  conservant  les  mêmes  extrémités, 
sans  changer  la  valeur  finale  de /(z)^ /\z), /"(z),  ....  En  effet, 
les  cercles  Co,  C|,  .  . .,  C^  recouvrent  une  portion  du  plan  for- 
mant une  espèce  de  bande  dans  laquelle  est  situé  le  chemin  L; 
ou  peut  remplacer  le  cliemin  L  par  tout  autre  chemin  L'  allant 
de  z  =  o  au  point  Z,  et  situé  dans  cette  bande.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'on  soit  obligé  d'employer  trois  cercles  consé- 
cutifs Co,  C|,  C2  i/fg'  85).  Soit  U  un  nouveau  chemin  situé  dans 
la  bande  formée  par  ces  trois  cercles;  joignons  les  deux  points  m 
et  n.  Si  l'on  va  de  O  en  m  d'abord  par  le  chemin  Oai  m,  puis  par 
le  chemin  O/im,  il  est  clair  qu'on  arrive  en  m  avec  le  même 
élément,  puisqu'on  a  une  fonction  holomorphe  dans  la  région 
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formée  par  C©  et  C|.  De  même  si  l'on  va  de  m  en  Z  par  le 
chemin  masZ  ou  par  le  chemin  m/i Z,  on  arrive  dans  les  deux  cas 
au  poinl  Z  avec  le  même  élément.  Le  chemin  L  est  donc  équi- 
valent au  chemin  O/im/iZ,  c'esl-à-dire  au  chemin  L'.  La  méthode 


est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  cercles  successifs.  En 
particulier,  on  peut  toujours  remplacer  un  chemin  de  forme 
quelconque  par  une  ligne  brisée  (*). 

343.  Points  singuliers.  —  En  procédant  comme  il  vient  d'être 
expliqué,  il  peut  arriver  qu'on  ne  puisse  trouver  un  cercle  ren- 
fermant toute  la  partie  du  chemin  L  qui  reste  à  décrire,  aussi  loin 
que  l'on  poursuive  les  opérations.  Il  en  sera  ainsi  lorsque  le 
point  QLp  sera  un  poinl  singulier  sur  le  cercle  C;,_i,  car  on  sera 
arrêté  à  ce  moment-là.  Si  l'opération  peut  être  continuée  indéfi- 
niment, sans  qu'on  arrive  à  un  cercle  renfermant  toute  la  portion 
du  chemin  L  qui  reste  à  décrire,  les  points  a^_i,  a^,,  a^+i,  .. ., 
tendent  vers  un  point-limite  X  du  chemin  L,  qui  peut  être  soit  le 
poinl  Z  lui-même,  soit  un  point  compris  entre  o  et  Z.  Le  point  A 
est  encore  un  point  singulier  y  et  il  est  impossible  de  poursuivre 
le  prolongement  analytique  dey(^)  le  long  du  chemin  L  au  delà 
du  point  X.  Mais,  si  \  est  diflerent  de  Z,  cela  ne  prouve  pas  que 
le  point  Z  soit  lui-même  un  point  singulier,  et  qu'on  ne  puisse 


(')  Le  raisonnemeDt  exige  ud  peu  plus  d'atlention  lorsque  le  chemin  L  pré- 
senle  des  points  doubles,  parce  qu'alors  la  bande  formée  par  les  cercles  suc- 
cessifs C,y  Cp  Cjt  ...  peut  se  recouvrir  partiellement  elle-même.  Mais  il  n'y  a 
au  fond  aucune  difficulté  véritable. 
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aller  de  O  en  Z  par  nn  autre  chemin.  Prenons  par  exemple  les 

fondions  y/i  +  5  ouLog(i  -\-z);  on  ne  pourrait  aller  de  Fori* 
gine  au  point  z  =  —  2  le  long  de  l'axe  réel,  puisqu'on  ne  pour- 
rait franchir  le  point  singulier  z=  —  i.  Mais  si  l'on  fait  décrire 
à  la  variable  z  un  chemin  ne  passant  pas  par  ce  point,  iJ  est  clair 
c|u'on  arrivera  au  point  z  =  —  2  au  bout  d'un  nombre  fini  d'opéra- 
lions,  car  tous  les  cercles  successifs  passeront  par  le  point  z  =  —  1 . 
Remarquons  que  la  définition  précédente  des  points  singuliers 
dépend  du  chemin  suivi  par  la  variable;  un  point  X  peut  être  un 
point  singulier  pour  un  chemin  déterminé,  et  ne  pas  Tétre  pour  un 
autre  chemin,  si  la  fonction  admet  plusieurs  branches  distinctes. 
Lorsque  deux  chemins  L^  Lp  allant  de  l'origine  au  point  Z, 
conduisent  à  des  éléments  difl'érents  en  Z,  il  existe  au  moins  un 
point  singulier  à  l'intérieur  de  l'aire  qui  serait  balaj^ée  par  l'un  de 
ces  chemins,  L|  par  exemple,  si  on  le  déformait  d'une  manière 
continue  en  conservant  les  extrémités  de  façon  à  l'amener  à  coïn- 


cider avec  \j\.  Supposons,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  que  les 
deux  chemins  L|,  L'^  soient  des  lignes  brisées  d'un  même  nombre 
de  côlés  O^Tj  é|C|  . . .  /|Z  et  Oa\  b\  . , .  I\  Z  {Jig^  86).  Soient  «a, 
62?  <^2»  •  •  •  y  l-i  les  milieux  des  segments  a\  a',,  b^b\^  .  .  . ,  l\ty\  le 
chemin  L2  formé  par  la  ligne  brisée  Oa^b^»  >  •  UT^  ne  peut 
être  équivalent  à  la  fois  aux  deux  chemins  L|,  L'^,  lorsqu'il  ne  ren- 
ferme pas  de  point  singulier.  Si  ce  chemin  L2  renferme  un  point 
singulier,  le  théorème  est  établi.  Si  les  deux  chemins  L|  et  Lj 
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ne  sont  pas  équivalents,  on  en  déduira  un  nouveau  chemin  L3 
compris  entre  L|  et  L2  par  ie  même  procédé.  En  continuant  de 
la  sorte,  ou  bien  on  arrivera  à  un  chemin  Lp  renfermant  un  point 
singulier,  ou  bien  on  aura  une  suite  indéfinie  de  chemins  L|, 
L.»,  ....  Ces  chemins  tendront  vers  un  chemin  limite  A,  car  les 
points  ai,  ^2,  a^j  ...  tendront  vers  un  point  limite  compris 
enlre  Ot  et  a'j,  ...  et  de  même  pour  les  autres.  Ce  chemin- 
limite  A  doit  renfermer  nécessairement  un  point  singulier,  puisque 
l'on  peut  tracer,  de  part  et  d'autre  de  A,  deux  chemins  infîniment 
voisins  de  A  et  conduisant  à  des  éléments  différents  pour  la  fonc- 
tion au  point  Z.  Il  ne  pourrait  en  être  ainsi,  si  A  ne  renfermait  pas 
de  point  singulier,  puisque  les  chemins  infiniment  voisins  de  A 
doivent  être  équivalents  à  ce  chemin  lui-même. 

La  définition  précédente  des  points  singuliers  est  purement 
négative,  et  ne  nous  apprend  rien  sur  la  nature  de  la  fonction 
dans  le  voisinage.  Aucune  hypothèse  sur  ces  points  singuliers  ou 
sur  leur  distribution  dans  le  plan  ne  peut  être  écartée  a  priori,  à 
moins  d'impliquer  contradiction.  C'est  l'étude  seule  du  prolon- 
gement analjtique  qui  peut  nous  apprendre  les  différentes  circon- 
stances possibles. 

344.  Problème  général.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'une 
fonction  analeptique  est  virtuellement  déterminée  quand  on  en 
connaît  un  élément,  c'est-à-dire  quand  on  connaît  une  suite  de 
coefficients  ao,  ai,  as,  •  •  • ,  a/i,  . . .  tels  que  la  série 

ait  nn  rayon  de  convergence  différent  de  zéro.  Ces  coefficients 
étant  connus,  on  est  conduit  à  se  poser  le  problème  général  sui- 
vant :  trottiner  la  valeur  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  ^ 
du  plan  quand  on  fait  décrire  à  la  variable  un  chemin  déter- 
miné allant  du  point  a  au  point  p.  On  peut  aussi  se  proposer 
de  déterminer  a  priori  les  points  singuliers  de  la  fonction  ana- 
lytique; il  est  clair  d'ailleurs  que  les  deux  problèmes  sont  étroite- 
ment liés  l'un  à  l'autre.  La  méthode  même  du  prolongement  ana- 
lytique fournit  une  solution,  au  moins  théorique,  de  ces  deux 
problèmes;  mais  elle  n'est  praticable  que  dans  des  cas  très  par- 
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ticuliers.  Par  exein|)le,  comme  rien  n'indique  a  priori  le  nombre 
des  sëries  intermédiaires  qu'il  faudra  employer  pour  aller  du 
point  a  au  point  p,  et  qu'on  ne  peut  calculer  les  sommes  de  ces 
séries  qu'avec  une  certaine  approximation,  il  paraît  impossible  de 
se  rendre  compte  de  l'approximation  finale  que  l'on  obtiendra. 
Aussi  la  recherche  de  solutions  plus  simples,  au  moins  dans  des  cas 
particuliers,  était-elle  nécessaire.  Ce  n'est  cependant  que  depuis 
quelques  années  que  ce  problème  a  fait  Tobjet  de  travaux  suivis, 
qui  ont  déjà  conduit  à  d'importants  résultats  (*).  Si  ces  recherches 
sont  aussi  récentes,  ce  n'est  pas  uniquement  à  la  difficulté  de  la 
question,  quelque  considérable  qu'elle  soit,  qu'il  faut  l'attribuer. 
En  effet,  les  fonctions  qui  ont  été  étudiées  successivement  par 
les  géomètres  n'ont  pas  été  choisies  par  eux  d'une  façon  arbi- 
traire; Tétude  de  ces  fonctions  s'imposait  par  la  nature  même 
des  problèmes  qui  s'offraient  à  leurs  efforts.  Or,  à  part  un  petit 
nombre  de  transcendantes,  toutes  ces  fonctions,  après  les  fonc- 
tions explicites  élémentaires,  sont  définies  soit  comme  racines 
d'équations  non  susceptibles  d'une  résolution  formelle,  soit  comme 
intégrales  d'équations  différentielles  algébriques.  On  conçoit  donc 
que  l'élude  des  fonctions  implicites  et  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  a  dû  précéder  logiquement  l'étude 
du  problème  général  dont  ces  deux  problèmes  ne  sont  au  fond 
que  des  cas  très  particuliers. 

Il  est  facile  de  montrer  comment  l'étude  des  équations  différen- 
tielles algébriques  se  rattache  à  la  théorie  du  prolongement  ana- 
lytique. Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  séries  entières 
y{x)^  z(x)y  ordonnées  suivant  les  puissances  positives  de  x  et 
convergentes  dans  un  cercle  C  de  rayon  R  décrit  du  point  j:  =  o 
pour  centre.  Soit  d'autre  part  F(x,y,y^y'^  •••?JK^^^  ^?  2',  ...,  z^^^) 
un  polynôme  entier  en  x^y^y^  .  .  . ,  y^\  ^1  ^'j  •  •  •»  ^^^^»  Suppo- 
sons que  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  y  et  x;  par  les  séries  pré- 
cédentes, y,  y  y  .  .  •t  y^^^  par  les  dérivées  successives  de  la  série 
y{x)j  et  z',  s",    ...,  5^v)  par  les  dérivées  de   la   série  z(x),  le 


(')  Pour  tout  ce  qui  concerne  celte  question,  je  renverrai  le  lecteur  à  l'excel- 
lenl  Ouvrage  de  M.  Hadamard  :  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  ana- 
lytique (Naud,  1901).  On  y  trouvera  des  renseignements  bibliographiques  très 
complets. 
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résultat  est  encore  une  série  entière  convergente,  dans  le  cercle  C. 
Si  tou-s  les  coefficients  de  celte  série  sont  nuls,  les  fonctions  holo- 
morphes^(a;)  et  z(x)  satisfont,  dans  le  cercle  C,  à  la  relation 

Nous  allons  maintenant  établir  que  les  Jonctions  obtenues  par  le 
prolongement  analytique  des  séries  y  {x)  et  z{x)  satisfont  à  la 
même  relation  dans  tout  leur  domaine  d^ existence.  D'une  façon 
plus  précise,  si  Ton  fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  L  par- 
tant de  l'origine  et  sortant  du  cercle  C  pour  aboutir  à  un  point 
quelconque  a  du  plan,  et  si  Ton  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  des  deux  séries^(j:)  et  z(^x^  tout  le  long  de  ce  chemin 
sans  rencontrer  aucun  point  singulier,  les  séries  entières  Y(.r  —  a) 
et  Z(^  —  a)  avec  lesquelles  on  arrive  au  point  a  représentent  dans 
le  domaine  de  ce  point  deux  fonctions  liolomorphes  qui  vérifient 
la  relation  (9).  Soit,  en  effet,  X\  un  point  du  chemin  L  intérieur 
au  cercle  C  et  voisin  du  point  où  ce  chemin  L  sort  du  cercle  C;  du 
point  X\  comme  centre  on  peut  décrire  un  cercle  C|,  en  partie 
extérieur  au  cercle  C,  et  il  existe  deux  séries  entières ^^(x  —  xC)^ 
z{x  —  Xi)  convergentes  dans  le  cercle  C|  et  dont  les  sommes  sont 
identiques  aux  sommes  des  deux  séries y{x)  el  z{x)  dans  la  partie 
commune  aux  deux  cercles  C,  C|.  En  remplaçant  dans  F  les 
fondions  y  ei  z  par  ces  deux  séries,  le  résultat  obtenu  est  une 
série  entière  V{x  —  x^)  convergente  dans  le  cercle  C| .  Or,  dans  la 
partie  commune  aux  deux  cercles  C,  C| ,  on  a  P( j:  —  ^|  )  ==  o  ;  la 
série  P(a:  —  ^1  )  a  donc  tous  ses  coefficients  nuls,  et  les  deux  nou- 
velles séries  ^(:c  —  Xi)  et  z{x  —  X\)  satisfont  à  la  relation  (9) 
dans  le  cercle  C|.  En  continuant  de  la  sorte,  on  voit  que  cette 
relation  ne  cesse  jamais  d'être  vérifiée  par  les  prolongements  ana- 
lytiques des  deux  séries  y{x)  et  z{x)j  quel  que  soit  le  chemin 
suivi  par  la  variable;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

L'étude  d'une  fonction  définie  par  une  équation  différentielle 
n'est  donc  au  fond  qu'un  cas  particulier  du  problème  général  du 
prolongement  analytique.  Mais,  d'un  autre  côté,  il  est  aisé  de  com- 
prendre que  la  connaissance  d'une  relation  particulière  entre  une 
fonction  analytique  et  quelques-unes  de  ses  dérivées  puisse  dans 
certains  cas  faciliter  la  solution  du  problème.  Nous  aurons  à  revenir 
sur  ce  point  dans  l'étude  des  équations  différentiel  les. 
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L'étude  des  fonctions  modulaires  elliptiques  avait  fourni  à 
M.  Hermile  le  premier  exemple  d'une  fonction  analytique  définie 
dans  une  portion  du  plan  seulement.  Nous  allons  indiquer  une 
méthode  très  simple  pour  obtenir  des  fonctions  analytiques  admet- 
tant pour  espace  lacunaire  une  région  quelconque  du  plan,  moyen- 
nant certaines  hypothèses,  d'un  caractère  très  général,  sur  la 
courbe  qui  limite  cette  région. 

3io.  Lignes  singulières.  Espaces  lacunaires.  —  Nous  démon- 
trerons d'abord  une  proposition  préliminaire  (*). 

Soient  ezi ,  a^^  •  •  •  ?  ^/ii  •  •  •  6t  Ci ,  Co,  •  •  •  ^  c,t^  •  •  •  deux  séries, 
è  termes  quelconques,  dont  la  seconde  est  absolument  conver- 
gente et  a  tous  ses  termes  dilTéients  de  zéro;  soit  C  un  cercle  de 
centre  Zq  ne  contenant  à  son  intérieur  aucun  point  ai  et  passant 
par  un  seul  de  ces  points  :  la  série 


V  =  l 


représente  dans  le  cercle  G  une  fonction  hoiomorphe  qui  peut 
être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  5  —  ^o. 
Le  cercle  de  convergence  de  celle  série  est  précisément  le 
cercle  G. 

On  peut  évidemment  supposer  que  ^o=  <>?  car  si  l'on  change  z 
en  5oH-  s',  «v  est  remplacé  par  a^ —  5o,  et  Cy  ne  change  pas.  Nous 
supposerons  aussi  que  l'on  a  |ai|  =  R,  en  désignant  par  R  le 
rayon  du  cercle  C,  et  \oi\  >  R,  pour  />  i.  Dans  le  cercle  C,  le 

terme  général  — - —  peut  être  développé  en  série  entière,  et  cette 
série  admet,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  la  fonction  majo- 
rante ^-~ •  D'après  une  proposition  générale  démontrée  plus 


(',')  PoiNCARÉ,  Acta  Societatis  Fennicce,  t.  XIII,  1881;  Godrsat,  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  a»  série,  t.  XI,  p.  109  et  t.  XVII,  p.  247. 
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haut  (il**  267),  la  série  ^\cy\  étant  convergente,  la  fonction  F(z) 
peut  être  développée  en  série  entière  dans  le  cercle  C,  et  cette  série 
peut  être  obtenue  en  ajoutant  terme  à  terme  les  séries  entières  qui 
représentent  les  différents  termes.  On  a  donc,  dans  ce  cercle  C, 

(lo)'  F(3)=  Ao-H  Ai^H-  Ai««-h...-f- A«««4-...,        A„  =  ^-~Y» 

V  — 1 

Choisissons  un  nombre  entier  p  tel  que    \^    |cv|  soit  plus  petit 

y=p-t-ï 

que  -  |c,  |.  ce  qui  est  possible  puisque  Ci  n'est  pas  nul  et  que  la 

série  2[cv]  est  convergente.  Le  nombre  p  étant  choisi  de  cette 
façon,  nous  pouvons  écrire  F{z)  =  F,  (3)  4-  F2(z),  en  posant 


"■"'-2=7--    "•<='- „-7!h*  2 


V  =  î  V— /i-Hl 

F|(2)est  une  fonction  rationnelle  qui  n'a  que  des  pôles  extérieurs 
an  cercle  C,  elle  est  donc  développable  en  série  entière  dans  un 
cercle  C  de  lavon  R'>  R.  Quant  à  F^iz),  on  a 

(11)  Fi(z)  =  Bo-+-  B,3  -+-...-4-  n„z"-^,,., 

où 

On  peut  encore  écrire  ce  coefficient 


ais  on  a  par  hypothèse   —  <!  »,  et  le  module  de  la  somme 


■+■  <o 


2  -m"' 

V  - /JH-  I 

est,   d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  /?,  inférieur  à 
-  |C||.  Le  module  du  coefficient  B„esl  donc  compris  en Irejj^^:;^^  \ci\ 

et  rjrjrTi  l^iN^tle  module  du  terme  général  de  la  série  (i  i)estcom- 


pris  entre  '—^ 


z 
R 


%t^l^^' 
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— ô-  ^    ;  celte  série  est  donc  divergente  si 

l'on  a  l^l  >R.  En  ajoutant  à  la  série  F2(5),  convergente  dan?  le 
cercle  de  rayon  R,  une  série  F|(.s)  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  R'>  R,  il  est  clair  que  la  somme  F(5)  admet  le  cercle  C  de 
rayon  R  pour  cercle  de  convergence;  ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion énoncée. 

Cela  posé,  soit  L  une  courbe,  fermée  ou  non,  admellant  en  • 
chaque  point  un  rayon  de  courbure  déterminé.  La  série  S|cv|  étant 
absolument  convergente,  supposons  que  les  points  de  la  suite  ^i, 
«2,  . . . ,  €7/,  ...  soient  tous  sur  la  courbe  L,  et  y  soient  distribués 
de  telle  sorte  que,  sur  un  arc  fini  de  la  courbe  L,  il  y  ait  toujours 
une  infinité  de  points  de  cette  suite.  La  série 

(...)  ^^^)=ï.;:i 

V  =  l 

est  convergente  pour  tout  point  ^o  n'appartenant  pas  à  la  courbe  L 
et  représente  une  fonction  holoinorphe  dans  le  domaine  d»;  ce 
point;  il  suffirait  de  reprendre  la  première  partie  de  la  démonstra- 
tion précédente,  en  prenant  pour  le  cercle  Ciin  cercle  quelconque 
de  centre  ^o  et  ne  renfermant  aucun  point  a/.  Si  la  courbe  L  n'est 
pas  fermée  et  ne  présente  pas  de  point  double,  la  série  (  i  2)  repré- 
sente une  fonction  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan, 
sauf  pour  les  points  de  la  courbe  L.  Nous  ne  pouvons  en  conclure 
que  cette  courbe  L  est  une  ligne  singulière;  il  faut  encore  être 
assuré  que  le  prolongement  analytique  de  F  (s)  n'est  pas  possible 
à  travers  une  portion,  aussi  petite  qu'elle  soit,  de  L.  Il  suffit  de 
vérifier  pour  cela  que  le  cercle  de  convergence  de  la  série  entière 
qui  représente  F(^)  dans  le  domaine  d'un  point  (|uelcouque  .^o, 
non  situé  sur  L,  ne  peut  jamais  renfermer  un  arc  de  celte  ligne, 
quelque  petit  qu'il  suit.  Supposons  en  efTet  que  le  cercle  C  de 
centre  ^o  renferme  un  arc  aj3  de  la  ligne  L.  Sur  cet  arc  a^  prenons 
un  point  a/,  et  sur  la  normale  en  ai  à  cet  arc  prenons  un  point  z^ 
assez  voisin  du  point  ai  pour  que  le  cercle  C/  décrit  du  point  z' 
comme  centre  avec  \z' — a/[  pour  rayon  soit  tout  entier  à  Tinté- 
rieur  de  C  et  n'ait  pas  d'autre  point  commun  avec  l'arc  a,3  que  le 
pointa/  lui-même.  D'après  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré, 
le  cercle  C|  est  le  cercle  de  convergence  de  la  série  enlière  qui 
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représente  F(z)  dans  le  domaine  du  point  z'.  Mais  ceci  est  en 
contradiction  avec  les  propriétés  générales  des  séries  entières, 
car  ce  cercle  de  convergence  ne  peut  être  plus  petit  que  le  cercle 
de  centre  z^  qui  est  tangent  intérieurement  au  cercle  C  Si  la 
ligne  L  est  fermée,  la  série  (i^)  représente  deux  fondions  ana- 
lytiques distinctes,  dont  Tune  n'existe  que  dans  Taire  A  inté- 
rieure à  la  ligne  L  et  pour  laquelle  la  portion  du  plan  extérieure 
à  celte  ligne  est  un  espace  lacunaire;  Tautre  fonction,  au  con- 
traire, n'existe  qu'à  l'extérieur  de  la  ligne  L  et  admet  la  région 
intérieure  pour  espace  lacunaire.  On  dit  aussi  que  la  ligne  L  est 
une  coupure  essentielle  pour  chacune  de  ces  fonctions. 

Étant  données  plusieurs  lignes,  fermées  ou  non,  L,,  L2,  ..., 
L^,  on  pourra  former  de  cette  façon  des  séries  de  la  forme  (  i'^) 
admettant  ces  lignes  pour  coupures  essentielles;  la  somme  de  ces 
séries  admettra  toutes  ces  lignes  pour  coupures  essentielles. 

346.  Exemples.  —  Soient  AB  un  segment  de  droite  et  a,  3  les  affixes 
des  extrémités  A,  B.  Tous  les  points  y  = -y  ou  m  et  n  sont  deux 

nombres  entiers  positifs  variant  de  i  à  -f-  oc,  sont  situés  sur  le  segment  AB, 
et  sur  une  portion  finie  de  ce  segment  il  y  a  toujours  une  infinité  de  points 
de  cette  espèce,  puisque  le  point  y  divise  le  segment  AB  dans  le  rap- 
port —  •  Soit  d'autre  pari  C„|,«  le  terme  général  d'une  srrie  à  deux 
indices  absolument  convergente.  La  série  à  deux  indices 


2 


m  a  -f-  Il  'j 


ni  -r-  n 


représente  une  fonction  analytique  admettant  le  segment  AB  pour  cou- 
pure essentielle.  On  peut,  en  effet,  transformer  cette  série  en  une  série  à 
un  seul  indice  d'une  infinité  de  manières.  Il  est  clair  qu'en  ajoutant  plu- 
sieurs séries  de  cette  espèce  on  pourra  former  une  fonction  analyli(|ue 
admettant  pour  espace  lacunaire  un  polygone  quelconque. 

Voici  un  autre  exemple  où  la  ligne  L  est  une  circonférence.  Soient  a  un 
nombre  positif  incommensurable,  v  un  nombre  entier  positif.  Posons 


a  r=  e**'^^,         av  =  a'  =  e-'^'^^ ; 


tous  les  points  a^  sont  distincts  et  situés  sur  lê  cercle  G  de  rayon  un 
ayant  pour  centre  l'origine.  De  plus,  nous  saNOiis  qu'on  peut  trouver  deux 
nombres  entiers  m  et  n  tels  que  la  différence  9.7r(na—  m)  soit  moindre 
en  valeur  absolue  qu'un  nombre  s,  aussi  petit  qu'on  le  suppose. 
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Il  existe  donc  des  puissances  de  a  dont  l'argument  est  aussi  voisin  de 
zéro  qu'on  le  veut  et,  par  suite,  sur  un  arc  fini  de  la  circonférence,  il  y 

aura  toujours  une  infinité  de  points  ay.  Posons  ensuite  Cv=  — ^;  la  série 

v  =  i  ay 

représente,  d'après  le  théorème  général,  une  fonction  holomorphe  dans  le 
cercle  C,  qui  admet  comme  espace  lacunaire  toute  la  portion  du  plan 
extérieure  à  ce  cercle.  En  développant  chaque  terme  suivant  les  puis- 
sances de  «,  on  trouve  pour  le  développement  de  F(z)  la  série  entière 

(i3)  F(;5)  =  n — -+--4^ h 


2a  —  1        2  a* — I  aa" — i 

11   est   facile  de  vérifier  directement   que  la  fonction   représentée  par 
celte  série  entière  ne  peut  pas  être  prolongée  analytiquement  au  delà  du 

cercle  C.  Si  nous  lui  ajoutons  en  effet  la  série >  il  vient 


V(z)  -t =  an-^i hi  )-+-.  ..-+-5«( h  I  )-!-...  =  aF( 


az). 


ou 


F(a5)=  -F(5)-4-  '       ' 


a  al  —  z 


En  changeant  dans  cette  relation  z  en  az,  puis  en  a^z,  ...,  on  trouve 
la  relation  générale 

(11)  F(a«5)=  -l.F(;î)-f-  '  '  ' 


•2'*      ^    ^        -l'^i  —  z)        •>.«-»(!  — a*)  a(i— €*"-*c.) 

qui  montre  que  la  différence  'X'^¥{a"z)  —  F(-5)  est  une  fonction  ration- 

tionnclie  <p(^)  admettant  les  n  pôles  du  premier  ordre  i,  ->  •••>     ^_^- 

La  formule (i4)  a  été  établie  en  supposant  que  l'on  a  |^|  <  i,  et  |a|  =  i. 
Si  l'argument  de  a  est  commensurable  avec  ir,  la  formule  (i4)  montre 
que  F(^)  est  une  fonction  rationnelle;  il  suffirait  de  prendre  pour  n  un 
nombre  entier  tel  que  a«=ï.  Si  l'argument  de  a  est  incommensurable 
avec  -ï:,  il  est  impossible  que  la  fonction  F{z)  soit  holomorphe  sur  un 
arc  fini  AB  de  la  circonférence,  aussi  petit  qu'on  le  suppose.  En  effet, 
soient  a-P  et  a"-P  deux  points  situés  sur  l'arc  AB  (  n  >  />).  Les  nombres  n 
el  p  étant  ainsi  choisis,  imaginons  que  l'on  fasse  tendre  z  vers  a-/',  a" -5 
tendra  vers  a^-Pj  el  les  deux  fonctions  ¥{z)  et  F{a"z)  devraient  tendre 
vers  des  limites  finies.  Or,  la  relation  (i4)  montre  que  ceci  est  impossible, 
puisque  la  fonction  <^{z)  admet  le  pôle  a-P. 
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Une  méthode  analogue  s'applique,  comme  l'a  démontré  M.  Hadamard, 
à  la  série  considérée  par  M.  VVeierstrass 

(i5)  f(z)  =  'S:b"z''% 

où  a  est  un  entier  positif,  et  b  une  constante  de  module  inférieur  à  un. 
Cette  série  est  convergente  pourvu  que  |^|  ne  dépasse  pas  Tunité,  et  diver- 
gente si  \z\  >  I.  Le  cercle  G  de  rayon  un  est  donc  le  cercle  de  conver- 
gence. La  circonférence  est  une  coupure  essentielle  de  la  fonction  F{z). 
Supposons  en  effet  que  sur  un  arc  fîni  a^  de  la  circonférence  il  n*y  ait 
aucun  point  singulier  de  cette  fonction.  Si   l'on  remplace  dans  F(^)  la 

variable  z  par  ze  *^^  ^  k  et  h  étant  deux  entiers  positifs,  et  c  un  diviseur 
de  a,  tous  les  termes  de  la  série  (i5)  ne  changent  pas  à  partir  du  terme 

de  rang  A,  et  la  différence  F(^)  —  F\ze^''  )  est  un  polynôme.  La  fonc- 
tion F(z)  n'aurait  donc  pas  non  plus  de  point  singulier  sur  l'arc  a)t^;t<iue 

*\     H*   TV" 

Ton  déduit  de  l'arc  a^  par  une  rotation  d'un  angle  — ^  autour  de  l'origine. 

Prenons  h  assez  grand  pour  que  —r  soit  inférieur  à  l'arc  a^;  en  faisant  suc- 

cessivement  A:  =  i,  2,  . . .,  c^*,  il  est  clair  que  les  arcs  ai  pi,  «j^î,  . . .  recou- 
vriraient complètement  la  circonférence.  La  fonction  ¥(z)  n'aurait  donc 
aucun  point  singulier  sur  la  circonférence,  ce  qui  est  absurde  (n"342). 

Cet  exemple  offre  une  particularité  intéressante;  la  série  (i5)  est  abso- 
lument et  uniformément  convergente  le  long  du  cercle  C.  Elle  représente 
donc  sur  ce  cercle  une  fonction  continue  de  Targunicnt  0  (*). 


(*)  M.  Freedholm  u  déiuonlré  de  même  que  la  somme  de  la  série  ^  g"^"*, 

0 
où  a  est  une  quantité  positive  inférieure  à  Tunilé,  ne  peut  être  proloogée  au  delà 

du  cercle  de  convergence  {Comptes  rendus,  24  mars  1890).  Cet  exemple  conduit 

à  une  conséquence  qui  mérite  d'être  signalée.  Sur  le  cercle  de  rayon  i,la  série 

est  convergente  et  la  somme 

F(e)  =  £a»[cos(w'e)-Htsin(/i2e)] 

est  une  fonction  continue  de  Targument  6,  qui  admet  une  infinité  de  dérivées. 
Cependant  cette  fonction  F  (6)  ne  peut  être  développée  par  la  formule  de  Taylor 
dans  aucun  intervalle,  aussi  petit  qu^il  soit.  Supposons  en  effei  que,  dans  l'inter- 
valle (Oj—  a,  6j-h  a),  on  ait 

F(e)  =  A.-f-A,(e  — ejH-...+ A„(e  — 60)"+.... 

La  série  qui  est  au  second  membre  représente  une  fonction  holomorphe  de  la 
variable  complexe  0  dans  le  cercle  c  de  rayon  a  décrit  du  point  6,  pour  centre. 
A  ce  cercle  c  la  relation  z  =  e*^*  fait  correspondre,  dans  le  pian  de  la  variable  Zj 
une  aire  fermée  A  renfermant  Tare  y  du  cercle  de  rayon  i  allant  du  point  d  'ar- 
gument Of  —  a  au  point  d'argument  6«  +  a.  Il  existerait  donc  dans  cette  aire  A 
une  fonction  holomorphe  de  z  coïncidant  avec  la  somme  de  la  série  Za"^"'  le 
long  de  y;  ce  qui  est  «impossible,  puisqu'on  ne  peut  prolonger  la  somme  de  cette 
série  au  delà  du  cercle. 

G.,  IL  17 
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3i7.  Sing^arités  des  expressions  anal3rtiques.  —  Toute  expres- 
sion analytique,  telle  qu'une  série  dont  les  différents  tenues  sont 
des  fonctions  d'une  variable  5,  ou  une  intégrale  définie  dans 
laquelle  cette  variable  figure  comme  paramètre,  représente,  moyen- 
nant certaines  conditions,  une  fonction  holomorphe  dans  le  voi- 
sinage de  chacune  des  valeurs  de  .5  pour  lesquelles  elle  a  un  sens. 
Si  l'ensemble  de  ces  valeurs  de  z  recouvre  complètement  une 
région  connexe  du  plan  A,  l'expression  considérée  représente  une 
fonction  bolomorphe  dans  cette  région  A.  Mais  si  l'ensemble  de 
ces  valeurs  de  z  forme  deux  ou  plusieurs  régions  distinctes  sépa- 
rées,  il  peut  se  faire  que  l'expression  analytique  considérée  repré- 
sente dans  ces  différentes  régions  des  fonctions  complètement 
distinctes.  Nous  en  avons  déjà  rencontré  un  exemple  au  n"  297. 
Nous  avons  vu,  en  effet,  comment  on  peut  former  une  série  à 
termes  rationnels,  convergente  dans  les  deux  triangles  curvi- 
lignes PQRj  P'Q'R'  ijig'  68),  dont  la  somme  est  égale  à  une 
fonction  bolomorphe /(5)  dans  le  triangle  PQR  et  à  zéro  dans  le 
triangle  P'Q'R'.  En  ajoutant  deux  séries  analogues,  on  obtiendra 
une  série  à  termes  rationnels  dont  la  somme  sera  égale  à  /(z) 
dans  le  triangle  PQR,  et  à  une  autre  fonction  holomorplie  cp(5), 
absolument  quelconque,  dans  le  triangle  P'Q'R'.  Ces  deux  fonc- 
tions/(s)  et  o{z)  étant  arbitraires,  il  est  clair  que  la  somme  de 
la  série  dans  le  triangle  P'Q'R'  n'aura  en  général  aucun  rapport 
avec  le  prolongement  analytique  de  la  somme  de  cette  série  dans 
le  triangle  PQR. 

Voici  encore  un  exemple  très  simple,  analogue  à  un  exemple 

signalé  par  Schroder  et  par  M.  Tannerj.  L'expression -,  011  n 

est  un  entier  positif  qui  augmente  indéfiniment,  a  pour  limite  -j-  i 
si  |s|  <C  I,  et  —  I,  si  l^l  >•  I  ;  si  l^l  =  1,  cette  expression  n'a  pas 
de  limite,  sauf  pour  z  =  i.  Or  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série 

o/x  I— ^  /l  —  5*  I  —  -\  /l—  3«  I— 2/1-1  \ 

^  \-{-Z  \  l  H-  3*  \-\-ZJ  \I-|-5«  l-h^"-V 

est  égale  à  l'expression  précédente.  Cette  série  est  donc  conver- 
gente pourvu  que  |  z\  soit  différent  de  l'unité;  elle  représente  -h  1 
à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rayon  un  qui  a  pour  centre  Torigine, 
et  —  là  l'extérieur  de  ce  cercle.  Cela  posé,  soienty(^),  ^(-s)  deux 
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fonctions  analytiques  quelconques,  par  exemple  deux  fonctions 
entières;  l'expression 

^(Z)=l[f(z)-^0{z)]-r-'-S{z)\/(z)-0(z)] 

est  égale  ^  f{z)  à  rinlérieur  de  C,  et  à  f  (-3)  à  l'extérieur  de  C.  La 
circonférence  elle-même  est  pour  cette  expression  une  coupure^ 
mais  d'une  nature  bien  différente  des  coupures  essentielles  dont 
nous  venons  de  parler.  La  fonction  qui  est  égale  à  ^(2)  à  l'inté- 
rieur de  C  peut  être  prolongée  analjtiquement  en  dehors  du 
cercle,  et  de  même  la  fonction  qui  est  égale  à  ^(2)  à  l'extérieur 
de  C  peul  être  prolongée  analjtiquement  à  l'intérieur. 

Des  singularités  analogues  se  présentent  pour  les  fonctions 
représentées  par  des  intégrales  définies.  L'exemple  le  plus  simple 
est  fourni  par  l'intégrale  de  Caucliy  ;  si /(:;)  est  une  fonction 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  Y  et  sur  ce  contour 

lui-même,  l'intégrale — .  j     _^  —  représente  y(^)  si  le  pointa: 

est  à  l'intérieur  de  F.  La  même  intégrale  est  nulle  si  le  point  x  est 
à  l'extérieur  du  contour  F,  car  la  fonction        "     est  alors  liolo- 

'  z  —  X 

morplie  à  l'intérieur  du  contour.  La  ligne  F  est  encore  une  cou- 
pure non  essentielle  pour  l'intégrale  définie.  De  même  l'intégrale 

définie    /      cot(         '    \dz  admet  comme  coupure  l'axe  réel;  elle 

est  égale  à  -f-  271  «ou  à  —  2  7îf,  suivant  que  le  points*  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  cette  coupure  (n"  303). 

348.  Formule  de  M.  Hermite.  —  On  peut  rattacher  au  même 
ordre  d'idées  un  résultat  intéressant  dû  à  M.  Hermite  (*).  Soient 
F(/,^),  G(/,  3)  deux  fonctions  holomorphes  des  deux  variables /et:;, 
par  exemple  deux  polynômes,  ou  deux  séries  entières  convergentes 
pour  toutes  les  valeurs  de  ces  deux  variables.  L'intégrale  définie 

(.6)  *(.,=_^    ^Ut, 

prise  suivant  le  segment  de  droite  qui  unit  les  deux  points  a  et  p, 
représente,  ainsi  que  nous  le  démontrerons  plus  loin  (n**  353),  une 
fonction  holomorphe  de  z^  sauf  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont 

(')  Hermite,  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions  {Journal  de 
Crelle,  t.  91  ). 
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racines  de  l'équation  G(^,  z)  =  o^  t  étant  l'affixe  d'un  point  pris 
sur  le  segment  a^.  Cette  équation  détermine  ainsi  un  nombre  Gni 
ou  infini  de  courbes  pour  lesquelles  l'intégrale  ^{z)  cesse  d'avoir 
un  sens.  Soit  AB  une  de  ces  courbes,  ne  présentant  pas  de  point 
double;  nous  supposerons,  pour  nous  placer  dans  un  cas  bien 
précis,  que  lorsque  t  décrit  le  segment  a^,  une  des  racines  de 
l'équation  G(/,  5)  =  o  décrit  Tare  AB,  et  que  toutes  les  autres 
racines  de  la  même  équation,  s'il  en  existe,  restent  en  dehors 
d'un  contour  fermé  convenablement  choisi  entourant  l'arc  AB, 
de  telle  façon  que  le  segment  a^  et  l'arc  AB  se  correspondent 
point  par  point.  L'intégrale  (16)  n'a  aucun  sens  lorsque  z  vient 
sur  Tare  AB;  nous  nous  proposons  de  calculer  la  différence  des 
valeurs  de  la  fonction  ^(s)  en  deux  points  N,  N'  infiniment  voi- 
sins d'un  point  M  de  la  ligne  AB,  pris  de  part  et  d'autre  de  celte 
ligne.  Soient  s?  Ç  +  e»  ^î  -h  s' les  affixes  des  trois  points  M,  N,  Y 
respectivement.  Aces  trois  poinls  la  relation  G(^,  ^)  =  ofait 
correspondre  dans  le  plan  de  la  variable  /  le  point  m  sur  a3  et  les 
deux  points  infiniment  voisins  /t,  n'  pris  de  part  et  d'autre  de  a^; 
soient  0,  6  4-71,  ô-+-7i'  les  valeurs  correspondantes  de  /.  Prenons 
dans  le  voisinage  du  segment  a^  un  point  y  assez  rapproché  pour 
qu'à  l'intérieur  du  triangle  a^Y(yîg.  87)  l'équation  G(^,  Ç-f-s)  =  o 


s) 


de 


n'ait  pas  d'autre  racine  que  /  =  0  4-  7).  La  fonction  ^  '  r  -h  e ) 
la  variable  t  n'a  donc  qu'un  seul  pôle  84-7^  à  l'intérieur  du 
triangle  a^y,  et,  d'après  les  hypothèses  qui  ont  été  faites,  ce  pôle 
est  un  pôle  simple.  En  appliquant  le  théorème  de  Cauchy,  ou  a 
donc  la  relation 


('7) 


r°^F(f,;-^e)  F(eH-r.,j:-fE) 

'^1     G(f,  ï-^e)^^-''''Gi(0-4.,i,J:H-c) 
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Les  deux  intégrales  /    ,    /     sont  de  la  même  forme  que  ^{^)l 

elles  représentent  respectivement  deux  fonctions  ^1(5),  ^2(5) 
qui  sont  holomorphes  tant  que  la  variable  n'est  pas  située  sur 
certaines  coupures.  Soient  AC  et  BG  les  coupures  qui  correspon- 
dent aux  deux  segments  ay  et  py  du  plan  des  tj  et  qui  sont  infi- 
niment voisines  de  la  coupure  AB  de  *ï>(^).  Donnons  maintenant 
à 5  la  valeur  Ç  -f-  e';  la  valeur  correspondante  de  t  est  ô  -f-  t^',  repré- 

semée  par  le  point  /i',  et  la  fonction  ^,  '  ^ p  de  /  est  holomorphe 

,    ,.        .  ^  '  ^-^^) 

à  l'intérieur  du  triangle  a^y.  Nous  avons  donc  la  relation 

(.8,  f^^i^Ltïiat^r^^h^^dt^n^h^ 

Ja     G(/,C-f-s';  ,/p     G(/,Ç -+-£')  J^     G(/,Ç-+-e') 

eu  retranchant  membre  à  membre  les  deux  formules  (17)  et  (18) 
on  peut  écrire  la  relation  obtenue 

*(ï-He)-*(;-h£')-4-[*,(ï-4-£)-*i(C4-e')]-4-[*,(ï-h£)-*2(î-he')l 
_  F(Q  +  r,.  ;  +  £) 

-  Gi(e  +  r,,   ;-h£) 

Mais  les  deux  fonctions  <^i(5),  <ï>2(;;),  n'admettant  pas  la 
ligne  AB  comme  coupure,  sont  holomorphes  dans  le  voisinage 
du  point  z  =  !^  el,  en  faisant  tendre  e  et  e'  vers  zéro,  on  obtient 
à  la  limite  la  différence  des  valeurs  de  ^(5)  en  deux  points  infi- 
niment rapprochés  de  part  et  d'autre  de  AB.  Nous  écrirons  le 
résultat  sous  forme  abrégée 

de 

c'est  la  formule  de  M.  Hermite.  On  voit  qu'elle  se  rattache  très 
simplement  au  théorème  général  de  Cauchy  (*).  La  démonstra- 
tion indique  bien  comment  on  doit  prendre  les  deux  points  N 
et  »';  le  point  N(J^  +  e)  doit  être  tel  qu'un  observateur  décrivant 
le  segment  ap  laisse  à  sa  gauche  le  point  6  -l-  "îO  correspondant. 

11  est  à  remarquer  que  la  ligne  AB  n'est  pas  une  coupure 
essentielle  pour  lafonction  <ï>(s).  Dans  le  voisinage  du  point  N',  on 
peut  remplacer,  d'après  la  formule  (  1 8),  <^  (5)  par  —  [<ï>i  (^)  -H  4>2  (^)]; 
or,  la  somme  4>|  (5)-f- <ï>2(5)  est  une  fonction  holomorphe  dans  le 

-  (•)  GouKSAT,  Sur  un  théorème  de  M.  Ilermite  {Acta  Mathematica,  t.  I). 
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triangle  curviligne  A(iB  et  sur  la  ligne  AB  elle-même,  ainsi  que 
clans  le  voisinage  de  N'.  On  peul  donc  faire  traversera  la  variable  z 
la  ligne  AB  en  un  point  quelconque  M  de  celte  ligne,  diflTérent  des 
extrémités  A  et  B,  sans  rencontrer  aucun  obstacle  au  prolonge- 
ment analytique.  11  en  serait  évidemment  de  même  si  Ton  faisait 
franchir  à  la  variable  z  la  ligne  AB  dans  le  sens  opposé. 

Exemple.  —  Considérons  l'intégrale 

(20)  *(^)=  /    ''.     ,  > 

l'intégrale  étant  prise  suivant  un  segment  AB  de  l'axe  réel,  el/{t) 
désignant  une  fonction  holomorphe  le  long  de  ce  segment  AB. 
Représentons  z  sur  le  même  plan  que  /.  La  fonction  ^{z)  est  une 
fonction  holomorphe  de  s  dans  le  voisinage  de  tout  point  non 
situé  sur  le  segment  AB  lui-même  qui  est  une  coupure  pour  l'in- 
tégrale. La  différence  ^(N)  —  ^(N')  est  ici  égale  à  ±  3t're//(^), 
^  étant  un  point  du  segment  AB.  Lorsque  la  variable  z  franchit  la 
ligne  AB,  le  prolongement  analeptique  de  ^{z)  est  représenté  par 
^{z)  dz  2T:i/{z). 

Cet  exemple  donne  lieu  ù  une  remarque  importante.  La  fonction  ^{z) 
est  encore  une  fonction  holomorphe  de  ^,  sans  quey*(/)  soit  une  fonction 
analytique  de  t^  pourvu  qu*elle  soit  continue  entre  2  et  ^.  Mais,  dans  ce 
cas,  les  raisonnements  précédents  ne  s'appliquent  plus,  et  le  segment  AB 
est  en  général  une  coupure  essentielle  pour  la  fonction  *P(z). 


EXERCICES. 

1.  Trouver  les  lignes  de  discontinuité  des  intégrales  définies 

n.      X        r^      zdt  ^,  r^     (Il 

prises  suivant  la  ligne  droite  qui  joint  les  points  (o,  1),  ou  (a,  b);  pré- 
ciser la  valeur  de  ces  intégrales,  pour  un  point  z  non  situé  sur  les  cou- 
pures. 

2.  On  considère  quatre  cercles  de  rayons  —,  ayant  pour  centres  les 

points  -f-  I,  -ht,  —  I,  — t.  L'espace  situé  à  l'extérieur  de  ces  quatre 
cercles  se  compose  d'une    aire  finie  Ai   renfermant  l'origine,   et   d'une 
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aire  indéfinie  A^.  Former,  par  la  méthode  du  n"â97,  une  série  de  fonctions 
rationnelles  qui  converge  dans  ces  aires,  et  dont  la  somme  soit  égale  à  t 
dans  A|  et  à  o  dans  Aj.  Vérifier  le  résultat  en  faisant  la  somme  de  la  série 
obtenue. 

3.  Traiter  les  mômes  questions  en  considérant  les  deux  aires  inté^ 
Heures  au  cercle  de  rayon  2  ayant  pour  centre  l'origine,  et  extérieures 
aux  deux  cercles  de  rayon  i  ayant  pour  centres  les  points  -+-  i  et  —  i  res- 
pectivement. [Api»ell,  Acta  mathemalica,  t.  [.] 

4.  L'intégrale  définie 


-t-«e 


^/  f  /«sin5  , 

prise  le  long  de  Taxe  réel,  admet  comme  coupures  les  droites  j;  =  {ik  -+■  i)7r, 
k  étant  entier.  Soit  Ç  =  (2X:  -+-  i  j  tt  -1-  iÇ  un  point  de  l'une  de  ces  coupures. 
La  dilTcrence  des  valeurs  de  l'intégrale  en  deux  points  infiniment  voisins 
de  celui-là,  de  part  et  d'autre  de  la  coupure,  est  égale  à  izie^^-h  e-"^). 

[Hermite,  Journal  de  C relie,  t.  91.] 

Vi.  Les  intégrales  définies,  prises  le  long  de  l'axe  réel, 


admettent  comme  coupure  l'axe  réel  dans  le  plan  de  la  variable  z.  Au- 
dessus  de  cet  axe,  on  a  J=2t'ic,  Jq  =  o.  et  au-dessous  on  a  J  =  o, 
Jo  =  —  2t7c.  Déduire  de  ces  formules  les   valeurs  des  intégrales  définies 


+  *  .*  /»  -H  • 


sin(r—  z)    . 
a(. 


[Heumitk,  Journal  de  Crelle,  t.  91.] 
6.  Établir,  au  moyen  des  coupures,  la  formule  (p.  i5i.  Ex.  i5) 

/  I  -h  e'  siiirtTr 

[Hehmite,  Journal  de  C relie,  t.  91.] 


«    —  «e 


comme 


/-*-"      gat-hz) 
jy-j-7j  dt,  qui  admet  c 
00     '  "•"  ^' 

coupures  toutes  les  droites  ^  =  (2X:-+-i)Tr,  et  qui  reste  constante  dans  la 
bande  comprise  entre  deux  coupures  consécutives.  Puis  on  établit  les  rela- 
tions, z  et  z  -t-  2 tir  étant  deux,  points  séparés  par  la  coupure/  =  it, 

*P(z  -4-  2/7:)  =  *I>(5)-|-  2t:re'««,         *(  « -+-  2tir)  =  e*^««*I>(5). 


n 


CHAPITRE  XVII. 

FONCTIONS  ANALYTIQUES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


I.  -  PROPIUKTES  GENKUALKS. 

Nous  allons  nous  occuper  dans  ce  Chapitre  des  fondions  ana- 
lytiques de  plusieurs  variables  complexes  indépendantes.  Pour 
simplifier  le  langage  et  les  formules,  nous  supposerons  qu'il  y  a 
deux  variables  seulement;  mais  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre 
les  propriétés  générales  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
de  variables. 

349.  Définitions.  —  Soient  5  =  w  -4-  fV,  z' =.  w  -f-  it  deux  va- 
riables complexes  indépendantes  ;  toute  autre  quantité  complexe  Z 
dont  la  valeur  dépend  des  valeurs  de  z  et  de  -3' peut  être  dite  fonc- 
tion des  deux  variables  z  et  z' ,  Représentons  les  valeurs  des  deux 
variables  z  et  z'  par  les  deux  points  de  coordonnées  (//,  v) 
et  ((V,  l)  dans  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires,  situés  dans 
deux  plans  P,  P',  et  soient  A,  A'  deux  portions  quelconques  de 
ces  deux  plans.  Nous  dirons  qu'une  fonction  Z  =/(Zj  z')  est 
holomorphe  dans  les  aires  A,  A',  lorsque,  à  tout  système  de  deux 
points  Zy  z',  pris  respeclivement  dans  les  aires  A,  A\  correspond 
une  valeur  bien  déterminée  de  /{Zj  z'),  variant  d'une  manière 
continue  avec  ^  et  z\  et  lorsque  chacun  des  rapports 

/(z-^h,  z')-f(s,z')  f(z,z'-hA-)-f(z.  z') 

h  ~'  A 

tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque,  z  et  z'  restant  fixes,  les 
modules  de  h  et  de  A*  tendent  vers  zéro.  Ces  limites  .sont  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction /( 5,  z')  et  on  les  représente  par 
la  même  notation  que  dans  le  cas  des  variables  réelles. 

Séparons  dans  /{Zy  z')  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i, 
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f(z^  5')  =  X  -h  iX\  X  et  Y  sont  des  fonctions  réelles  des  quatre 
variables  indépendantes  réelles  a,  v,  (v,  /,  vérifiant  les  quatre 
relations 

du  ~~  ds>  àv  du  Ow         ôl  àt   ~        âw 

dont  la  signification  est  évidente  (*).  On  peut  éliminer  Y  de  six 
manières  différentes,  en  passant  aux  dérivées  du  second  ordre; 
mais  les  six  relations  obtenues  se  réduisent  à  quatre  équations 
seulement 


: — : —  =  o,  - — ;^ T-  r; — -  —  o. 


Ou  Ot        ôv  ôw  du  dw        ds?  ôt 

d^\  di\  ()»X  d^\ 


=  «'  '7—.   -+-     -777   =  0> 


du^'  t>t^  Ow-^  df* 

La  multiplicité  de  ces  relations  explique  aisément  pourquoi 
Ton  s'en  est  peu  servi  jusqu'ici  pour  l'élude  des  fonctions  ana- 
Ijrtiques  de  deux  variables 

350.  Cercles  de  convergence  associés.  —  Les  propriétés  des 
séries  entières  à  deux  variables  réelles  (I,  n***  18S-186)  s'étendent 
aisément  au  cas  où  les  coefficients  et  les  variables  ont  des  valeurs 
complexes.  Soit 

(i)  F (5,  z')=^a,noZ'"z'\ 

une  série  double  à  coelïicienls  quelconques.  Si  la  série 

où  A;„rt  =  |a;„,7|,  et  OÙ  R  et  R'  sont  des  nombres  positifs,  est  con- 
vergente, ou  si  du  moins  tous  les  termes  de  cette  série  (2)  sont 
plus  petits  qu'un  nombre  fixe  M,  la  série  (  i  )  sera  absolument  con- 
vergente pourvu  que  l'on  ait  l^l  <  R,  l^'l  <  R'.  Soit  C  le  cercle 
décrit  dans  le  plan  de  la  variable  z  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  R;  soit  de  même  C  le  cercle  décrit  dans  le  plan  de  la 


(*)  Si  z  et  z'  sonl  des  fondions  analytiques  d'une  autre  variable  x^  ces  rela- 
tions permettent  aisément  d'établir  que  la  dérivée  de  /{z,  z')  par  rapport  à  x 
s'obtient  par  la  règle  habituelle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  composée. 
Les  formules  du  calcul  différentiel,  en  particulier  les  formules  du  changement 
de  variables,  s'étendent  donc  aux  fonctions  analytiques  de  variables  complexes. 
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variable  s' du  point  y=  o  comme  centre  aveclerajonR'(yî^.  88). 
La  somme  de  Ja  série  (  i  )  est  une  fonction  bien  déterminée  des 
deux  variables  z  et  z\  lorsque  ces  variables  restent  comprises 
respectivement  à  l'intérieur  des  deux  cercles  C,  C  Soit  C|  un 
cercle  de  rajon  R|  <;  R  concentrique  à  C;  soit  de  même  C^  un 
cercle  de  rayon  R',  <  R'  concentrique  à  C;  lorsque  les  variables  z 
et  z'  restent  comprises  respectivement  à  l'intérieur  des  cercles  C| 


Fig.  88. 


et  C, ,  la  série  (  i  )  est  uniformément  convergente  ;  la  somme  F(^,  5') 
est  par  conséquent  une  fonction  continue  des  deux  variables  5,  5', 
à  Finlérieur  des  deux  cercles  C  et  C. 

En    diflerentiant  terme  à  terme  la  série  (  i  ),  par  rapport  à  la 
variable  z  par  exemple,  la  nouvelle  série  obtenue 


(3) 


2: 


ma 


//!.* 


-m-  I  z'n 


est  encore  absolument  convergente  lorsque  z  et  z'  restent  respec- 
tivement dans  les  deux  cercles  C  et  C  Posons  en  effet  |5|  =  /', 
13'!=:/^;  en  remplaçant  chaque  terme  de  la  série  (3)  par  son 
module,  on  obtient  une  série  double  à  termes  positifs  dont  les 
termes  sont  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  série  double 


^  m  M  /r\"»-»  /  r^\" 
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or  cette  dernière  série  est  convergente  et  a  pour  somme 


M  I 

7T-    X    7    X 


R  r'         /  r  \* 


Soit  -r-  la  somme  de  la  série  (3);  nous  désignerons  de  même  par  -r^^, 

la  somme  de  la  série  obtenue  en  différenliant  terme  à  lerme  la 

série  (i)  par  rapport  à  z'j  el,  d'une  façon  générale,  par      ^^^     ,^^ 

la  somme  de  la  série  obtenue  en  diflTéreniiant  successivement 
chaque  terme  de  la  série  (i)  fn  fois  par  rapport  à  ^  et  n  fois  par 
rapport  à  z'. 

Prenons  à  rintérieur  de  C  un  point  ((uelcon(|ue  z  de  module  r 
et  de  ce  point  comme  centre  décrivons  un  cercle  c  de  rajon  R  — r 
langent  intérieurement  au  cercle  C.  Soient  de  même  z^  un  point 
quelconque  de  module  /•' <<  R',  et  c  le  cercle  décrit  du  point  :;' 
comme  centre  avec  R' — r'  pour  rayon.  Soient  enfin  z -h  h 
et  5' -i- A"  deux  points  quelconques  pris  respectivement  dans  les 
ceicles  c  et  c',  de  telle  sorle  que  Ton  ait 

|c|  +  |/i|<R,        |5'|-h|X-|<R'. 

Si  Ton  remplace  z  et  z'  par  z  -\-  à  et  :;'4-  A*  dans  la  série  (  i  ),  on 
peut  développer  chaque  terme  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  h  et  de  Ar,  et  la  série  multiple  ainsi  obtenue  est 
absolument  convergente.  En  ordonnant  cette  série  suivant  les 
puissances  de  A  et  de  A',  nous  pouvons  écrire  le  résultat 

\  liz"'  tiz'"  ! 


2r 


(  i)  V(z  -^//,  ^'-t-  /»)  =   /    ^ ■  A'"A«. 

■^^    I  .  2 .  .  .  //t .  1  .  '2  .  .  .  /l 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable,  on  en 

conclut  que  les  séries  -p  et  -7^  représentent  les  dérivées  partielles 

de  la  fonction  F(w,  z'),  La  série  entière  (i)  représente  donc  une 
fonction  holomorphe  des  deux  variables  a  l'intérieur  des  cercles  C 
et  C.  D'une  façon  générale,  la  somme  de  la  série  que  nous  avons 

représentée  par  ^  ,f^^  /^^  a  la  même  signification  que  si  les  variables 

étaient  réelles,  et  la  formule  (4)  est  identique  à  la  formule  de 
ïaylor  pour  le  cas  de  deux  variables. 
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Toutes  ces  propriétés  offrent  la  plus  grande  analogie  avec  les  pro- 
priétés des  séries  entières  à  une  seule  variable.  Il  j  a  cependant  une 
différence  essentielle  entre  les  deux  cas.  Dans  le  cas  d'une  seule 
variable,  il  y  a  un  seul  cercle  C  séparant  les  points  où  la  série  est 
convergente  des  points  où  la  série  est  divergente.  Dans  le  cas  de 
deux  variables,  on  doit  considérer  une  infinité  de  systèmes  de 
cercles  associés ]ou^n{,  le  même  rôle  que  le  cercle  unique  de  con- 
vergence. Il  existe,  en  effet,  en  général,  une  infinité  de  systèmes 
de  deux  cercles  C,  C,  de  rayons  R  et  R'  respectivement,  tels  que 
la  série  double  (i)  soit  absolument  convergente  pourvu  que  l'on 
ait  à  la  fois  |5|<R,  |5'|<CR',  et  divergente  si  Ton  a  en  même 

temps  \z\>  R,  |5'|>R'.  Par  exemple,  la  série  V  ^^"|"  ,  '  z^z"^ 

que  l'on  obtient  en  développant ; r»  est  absolument  con- 

vergenle  pourvu  que  l'on  ait  |5|-|-|5'|<  i  et  dans  ce  cas  seulement. 
Tout  système  de  cercles  G,  G',  dont  les  rayons  R,  R'  satisfont  à 
la  relation  R  -+-  R'=  i,  est  un  système  de  cercles  de  convergence 
associés.  Il  peut  aussi  arriver  que  l'on  puisse  se  borner  à  consi- 
dérer un  seul  système  de  cercles  associés;  c'est  ce  qui  a  lieu  pour 
la  st' rie  S 2*" 5'",  qui  n'est  convergente  que  si  l'on  a  à  la  fois  |5|<  i, 


351.  Intégrales  doubles.  —  Quand  on  se  propose  d'étendre 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  complexes  les  théorèmes 
généraux  que  Gaucliy  a  déduits  de  la  considération  des  intégrales 
définies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  on  rencontre  des 
difficultés,  qui  ont  été  complètement  élucidées  par  M.  Poincaré  ('). 
Nous  n'étudierons  ici  qu'un  cas  particulier  bien  simple  qui  nous 
suffira  pour  la  suite.  Soit  f{z^  z)  une  fonction  liolomorphe 
lorsque  les  variables  5,  z'  restent  comprises  respectivement  dans 
les  deux  régions  A,  A'  {fig-  89).  Gonsidérons  une  courbe  ab 
située  dans  A  et  une  courbe  a' b'  dans  A',  et  divisons  chacune  de 
ces  courbes  en  arcs  plus  petits  par  des  points  de  division  en 
nombre  quelconque;  appelons  5o,  ;;i,  ^2,  •  •  . ,  Zk-\i  ^a,  . . .,  Z  les 
points  de  division  de  aè,  -So  et  Z  coïncidant  avec  a  et  6,  et  5„,  z^y 
z[^.  . . .,  z\_^^  z\^  ,  .  .,  z'^_,,  Z'  les  points  de  division  de  a!b\  z\  et 

(  '  )  l'oiNCAUK,  Sur  les  résidus  des  intégrales  douh  'es  {Acta  Mathematica,  t.  IX). 
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TJ  coïocidant  avec  o!  et  V ,  La  somme  à  deux  indices 


2G9 


n        m 


(5) 


S  =  51   ^/(«^-l»  '5/.-l)('5A—  2A-l)(^A—  «A-l) 


X-  =  I  A  =  1 


tend  vers  une  limite  lorsque  les  deux  nombres  m  et  n  augmentent 
indélinimentde  façon  que  tous  les  modules  \zji  —  ^a-.i|  et  I-s^,  —  ^a-iI 
tendent  vers  zéro.  Soit  fi^z^  5')  =  XH-tY,  X  et  Y  étant  des 
fonctions  réelles  des  quatre  variables  u^  v^  (»',  t\  posons  encore 


V 


Fig.  89. 
t 


w 


0' 


w 


C/t=  a^t-h  iV^,  z\=^iVh-^  ith'  Le  terme  général  de  la  somme  S 
peut  s'écrire 

[X(ma_,,   V/c-Ù    "'A-I»   0/    1)-+-  tV(//A-l,  V/c-x\  Wh-ulh-\)] 

et,  si  Ton  effectue  les  produits  indiqués,  on  a  huit  produits  par- 
tiels. Démontrons  par  exemple  que  la  somme  des  produits  partiels 


m 


(6)  22X(WA^_,,  Vk-i\  «'A-1,  //i-|)("A  — Wà-i)(*»'A--  «ï'A-l) 

A  =  I  /i  =  l 

tend  vers  une  limite.  Nous  supposerons,  comme  c'est  le  cas  dans 
la  figure,  que  la  courbe  ab  n'est  rencontrée  qu'en  un  point  par 
une  parallèle  à  l'axe  Oç^,  et  de  même  qu'une  parallèle  à  l'axe  O^ 
ne  rencontre  qu'en  un  point  au  plus  la  courbe  a' b' ,  Soient 
i;  =  (p(a),  t  =  i({w)\es  équations  de  ces  deux  courbes,  Uq  et  U 
les  limites  entre  lesquelles  varie  w,  w©  et  W  les  limites  entre 
lesquelles  varie  iv.  Si  l'on  remplace  dans  X  les  variables  p  et  / 
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par  'f  (m)  cl  ^(iv)  respectivement,  elle  devient  une  fonction  con- 
tinue P(//,  <v)  des  variables  a  et  iv  et  la  somme  (6)  peut  encore 
s 'écrire 


/}       ;n 


(6)'  22^^"^"''  "'/i-'H'^'.  —  "A-i  »("V,  —  "Vi-l). 

4      I A  -    1 

Lorsque  m  ei  n  croissent  indéfiniment,  cette  somme  a  pour 

limite  l'intégrale  double   /  /  V(u,  \v)du  div  étendue  au  rectangle 

limité  par  les  droites  a  =  Uqj  u  =  U,  iv  :^  ii'o)  "'  =  W. 
Cette  intéf;rale  double  a  aussi  pour  expression 

,  r  .  w 

/     du  I      P(Uj  w)  di%'j 

ou  encore,  en  introduisant  les  intégrales  curvilignes, 
(7)  /     du  I      \{UfV\  w,  O^"'' 

Dans  cette  dernière  expression,  on  suppose  que  u  et  v  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'arc  «6,  et  (v,  /  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  Tare  a' b\  Le  point  (w,  e) 
étant  supposé  fixe,  on  fait  décrire  au  point  (<i',  /)  Tare  a' 6' et  Ton 

prend  l'intégrale  curviligne   iXrfiV  le  long  de  a'b'.  Le  résultat 

est  une  fonction  de  //,  «',  soit  R(//,  r),  et  l'on  calcule  ensuite  Tln- 

t<'grale  curviligne    /  H(^/,  r)  dit  le  long  de  Tare  ab, 

La  dernière  expression  obtenue  (^)  pour  la  limite  de  la 
somme  (6)  s'applique  quels  que  soient  les  chemins  ab  et  a'b'. 
Il  suffît,  comme  on  l'a  déjà  l'ail  plusieurs  fois,  de  décomposer 
chacune  des  courbes  ab  et  a'b'  en  arcs  assez  petits  pour  satis- 
faire aux  conditions  requises,  d'associer  de  toutes  les  manières 
possibles  une  portion  de  ab  à  une  portion  de  a'b'^  puis  d'ajouter 
les  résultats.  En  opérant  de  la  même  façon  avec  toutes  les  sommes 
de  produits  partiels  analogues  à  la  somme  (6),  on  voit  que  S  a 
pour  limite  la  somme  de  huit  intégrales  doubles  analogues  à  Tin- 

légrale  (7).  Représentons  celte  limite  par    /  /F(5,  z')dzdz\ 


*  »  r 
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nous  avous  IVgalilé 


i 


[   ff^i^y  z)dzdz'=   f    ^^   f      Xr/ii—   f    dv   f     \dt 

—  f  du  f     \dt—  f   dv  f    \  div 
if   du  f     Y  dw  ^i  Ç    dv  f     \  dt 
.  .    i  I     du  I      Xdt -^  i  I     dif  j      X  div, 

que  l'on  peul  écrire  d'une  façon  abrégée 

f  f¥{z,  z)dzdz'=  f    (du-+-idv)  f     (\^iY)(dw-^idt) 


ou  encore 


(9)  f  Cviz,  z')dzdz'=  f    dz  Ç     F(z,z')dz\ 

La  formule  (9)  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  permet  de 
calculer  une  intégrale  double  ordinaire,  étendue  à  la  surface  d'un 
rectangle,  au  moyen  de  deux  quadratures  successives  (I,  n**  123). 

On  calcule  d'abord  l'intégrale  /  F(>3,  z')dz^  le  long  de  l'arc  a^ b\ 

en  y  supposant  z  constant;  le  résultat  est  une  fonction  ^{z)  de  z^ 
que  Ton  intègre  ensuite  le  long  de  Tare  ab.  Comme  les  deux 
chemins  ab  et  a' b'  jouent  un  rôle  analogue,  il  est  clair  que  l'on 
peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations. 

Soit  M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  F (5,  z') 
lorsque  z  et  z  décrivent  les  arcs  ab  et  a' b' \  si  L  et  U  désignent 
les  longueurs  respectives  de  ces  arcs,  le  module  de  l'intégrale 
double  est  inférieur  à  MLL'  (n°287).  Lorsqu'un  des  chemins,  a^ h' 

par  exemple,  forme  une  courbe  fermée,  l'intégrale   /     F (5,  z')dz' 

sera  nulle  si  la  fonction  F (5,  z')  est  holomorphe  pour  les  valeurs 
de  s' à  l'intérieur  de  cette  courbe  et  les  valeurs  de  .5  situées  sur  ab, 
lien  sera  donc  de  même  de  l'intégrale  double. 

352.  Extension  des  théorèmes  de  Cauchy.  —  Soient  G,  C'deux 
courbes  fermées  sans  point  double,  situées  respectivement  dans 
les  plans  des  variables  z  et  5',  F(^,  z')  une  fonction  holomorphe 


I^l  CHAPITRE   XVII.   —   FONCTIONS  DE  PLUSIEURS   VARIABLKS. 

lorsque  ;;  et  ;;'  restent  dans  les  aires  limitées  par  ces  deux  courbes 
et  sur  ces  courbes  elles-mêmes.  Considérons  l'intégrale  double 


^,c,      J,z'S--^)^--^) 


où  X  est  un  point  intérieur  au  contour  C  et  x'  un  point  intérieur 
au  contour  C  et  supposons  ces  deux  contours  décrits  dans  le  sens 

direct.  L'intégrale 

Viz.  z')dz' 


où  z  désigne  un  point  fixe  du  contour  C,  est  égale  à  2Tzi  -^ 

On  a  donc 

.  r  \'(z.  t')   , 

I  =  2  - 1   1     az 

c\,  en  appliquant  encore  une  fois  le  théorème  de  Cauchy, 

ce  qui  nous  conduit  à  la  formule 

tout  à  fait  pareille  à  la  formule  fondamentale  de  Cauchy,  et  d'où 
Ton  peut  tirer  des  conséquences  analogues.  On  en  déduit  l'exis- 
tence des  dérivées   partielles  de  tous  les  ordres  de  la  fonction 

F(5,  z')  dans  les  aires  considérées,  la  dérivée  ^  ,nd  'n  ^y^^^  pour 
expression 

^m+/»F    _        !.•>...  m. i.9,...n    r,      r  F{z,  z')dz' 

Dour  obtenir  la  formule  de  Taylor,  supposons  que  les  con- 
tours C  et  G  soient  des  circonférences;  soient  a  le  centre  de  C 
et  R  son  rayon,  b  le  centre  de  C  et  R'  le  rayon.  Les  points  x  et  x' 
étant  pris  respectivement  à  l'intérieur  de  ces  circonférences,  on 
a  I a:  —  a|  =  r  <  R,  et  \x' —  b\  =  r'<  R',  et  la  fraction  rationnelle 


(z  —  x){z'--x')       [5  — a  — (a:  — a)J[V— 6  — (x'— 6)] 


l.    —    PROPRIETES   GENERALES.  1^3 

peut  êlre  développée  suivant  les  puissances  de  a:  —  a  etde^' —  i, 


•       +00 


__  "^   ^      (x  ~  ay"{x'— b)" 


(z  —x)(^z'^x')       ^  ^{z  —  ay"-*-Hz'—  by'+^^ 

la   série    du    second   membre    étant    uniformément   convergente 
lorsque  z  et  z'  décrivent  respectivement  les  cercles  C  et  C,  car 

le  module  du  terme  général  est  ^^,  (  ^  j     (  ïr  )    *  ^"  peut  donc 
remplacer  r t—> r:  par  la   série  précédente   dans  la    for- 

^  {z — x){z  —  X  )   ^  ^ 

mule  (lo)  et  intégrer  terme  à  terme,  ce  qui  donne 


-♦-00       -+-  00 


m — A   M— A  '     '  ^      ' 


/n  =  0  /i  =  0 


en  tenant  compte  des  formules  obtenues  en  remplaçant  x  et  x' 
par  a  et  6  dans  les  relations  (lo)  et  (i  i),  on  retrouve  la  formule 
de  Ta^rlor 


-H  ao      -4-  ao 


iii)      V{x,  x)  =  F(a,  ^)-+-  >     >  -T 77-  ^^ ,     , —i 

m  =  0  n  =  0 

la  combinaison  m  =  n=i  o  étant  exclue  de  la  sommation. 

Remarque,  —  Le  coefficient  Umn  de  (.r  —  a)^{x' —  6)"  dans 
la  série  précédente  est  égal  à  l'intégrale  double 

i__  r  ,    r         F(c,  z)ciz' 

si  M  est  la  limite  supérieure  de  |F(5,  z!)\  le  long  des  cercles  C  etC, 
on  a,  d'après  une  remarque  générale, 

M 
La  fonction  -: : — : ; — j-r  est  donc  une  fonction  ma- 

X  —  b 


I         X  —  a\  /         X  —  b\ 

(' R-)('--R-) 

jorante  pour  F(x,  x!)  (F,  n°  186). 


353.  Fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies.  —  Pour 
étudier  certaines  fonctions,  on  cherche  souvent  à  les  exprimer  par 
C,  II.  i8 
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des  intégrales  déGnîes,  oii  la  variable  indépeadanle  figure  comme 
paramètre  sous  le  signe  intégral.  Nous  avons  déjà  donné  des  condi- 
tions suffîsantes  pour  qu^on  puisse  appliquer  la  formule  habituelle 
de  diflerentiation  lorsque  les  variables  sont  réelles  (I,  n°*  97, 175). 
Nous  allons  reprendre  la  question  pour  les  variables  complexes. 
Soit  F(5,  z')  une  fonction  holomorplie  des  deux  variables  z  et  z', 
lorsque  ces  variables  restent  comprises  respectivement  dans  deux 
régions  A  et  A'.  Prenons  dans  la  région  A  un  chemin  déterminé  L 
de  longueur  finie,  et  considérons  Tintégrale  définie 

(i3)  *(^)=    f  F(z,x)dz, 

OÙ  X  est  un  point  quelconque  de  la  région  A'.  Pour  démontrer  que 
cette  fonction  4>(x)  est  une  fonction  holomorphe  de  a:,  décrivons 
du  point  X  comme  centre  une  circonférence  C  de  rayon  R,  située 
tout  entière  dans  la  région  A'.  La  fonction  F(5,  :;')  étant  holo- 
morphe, on  a,  diaprés  la  formule  fondamentale  de  Cauchy, 


(Zj    X      =    ;      /       ; 


F(j,  z')dz' 
» 

X 


et  rintégrale  (i3)  peut  encore  s'écrire 


*(.r)=   :     /      dz    /       ; 

•ÀTZl     f  ,  f  ^  z  X 


Soit  X  -h  Ajc  un  point  voisin  de  x  dans  îe  cercle  C  ;  on  a  de  même 


*(  X  -F  \X)  =    :     I      dz     I       —, 

ÀTZl  J  .  K    ^   —  J^ 


F(3,  z')d£ 
Ix 


et  par  suile,  en  reprenant  un  calcul  déjà  fait(n"  293), 

^(x -{- ^x) —^(x)  I       r  r¥{z,z')dz' 


\x 


Soient  M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  F(2,  ^) 
lorsque  les  variables  z  et  z'  décrivent  respectivement  les  lignes  L 
et  C,  S  la  longueur  de  la  ligne  L,  et  p  le  module  de  Ax.  Le  module 
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de  la  seconde  intégrale  est  inférieur  à 

p  M  p  ^_       pMS 

et  par  conséquent  tend  vers  zéro  lorsque  le  point  x  +  Ajp  se  rap- 
proche indéfiniment  du  pointa:.  La  fonction  <ï>(ar)  admet  donc  une 
dérivée  unique  qui  a  pour  expression 


Mais  on  a  aussi  (n°  293) 

dF  I       rV{z,z')dz' 


dF  _  j_    r  V{z,  z')dz 
dx  ~  'iTzi,/^^^    (z'  —  xy- 

et  la  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 
(i4)  4>'(:r)=    /    —dz. 


Nous  retrouvons  la  formule  habituelle  de  dilTérenliation  sous  le 
signe  intégral. 

Le  raisonnement  ne  s'applique  plus  lorsque  le  chemin  d'in- 
tégration L  s'étend  à  l'inHni.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  L  soit  une  demi-droite  indéfinie  issue  d'un  point  Gq  et  faisant 
un  angle  6  avec  l'axe  réel.  JNous  dirons  que  l'intégrale 


^(x)  =    /      F(3,  X)  dz 


est  uniformément  convergenle  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut 
faire  correspondre  un  nombre  positif  N  tel  que  l'on  ait 


f        F(z,x)dz 


<s, 


pourvu  que  p  soit  supérieur  à  N,  quel  que  soit  x  dans  A'.  En 
reprenant  un  raisonnement  employé  pour  les  variables  réelles  (I, 
n*  175),  on  démontre  que  toute  intégrale  uniformément  conver- 
gente est  égale  à  la  somme  d'une  série  uniformément  convergenle 
dont  les  termes  sont  des  intégrales  prises  le  long  de  certains  seg- 
ments delà  demi-droite  indéfinie  L.  Toutes  ces  intégrales  sont  des 
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fondions  holomorplîcs  de  x\  il  en  est  donc  de  même  de  l'inté- 
grale  r*F(^,a:)rf5(no298). 

On  voit  de  la  même  façon  que  Ton  peut  appliquer  la  formule 
habituelle    de    diflTérentiation,    pourvu    que    l'intégrale    obtenue 

-j—  dz  soit  elle-même  uniformément  convorgenle. 

Si  la  fonction  F(5,  z^)  devient  infinie  pour  une  limite  a^  delà 
ligne  d*intégralion,  on  dira  de  même  que  Tinlégrale  est  uniformé- 
ment convergente  dans  un  certain  domaine  si  à  tout  nombre 
positifs  on  peut  faire  correspondre  sur  la  ligne  L  un  pointao-|-T, 
tel  que  l'on  ait 


/. 


F(5,  x)dz 


£, 


b  étant  un  point  quelconque  de  la  ligne  L  compris  a©  etao-h^n 
celte  inégalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans 
le  domaine  considéré.  Les  conclusions  sont  les  mêmes  que  dans  le 
cas  où  une  limite  de  l'intégrale  est  rejetée  à  l'infini,  et  s'établissent 
de  la  même  façon. 

354.  Applicition  à  la  fonction  r.  -  L'intêj^rale  définie  prise  le  long  de 
Taxe  réel 

/.-*-  » 

que  nous  n'avons  étudiée  que  pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  z 
(I,  n°  9£),  a  une  valeur  finie  pourvu  que  la  partie  réelle  de  5,  que  nous  dési- 
gnerons par  ^^(-s),  soit  positive.  Soit  en  elTel  z  =.  x  ->r  iy  \  on  en  déduit 

|/=-«c  -'I  r=  /-^-^r?  '.  Gomme  l'intégrale    1         (■'-^  e-'dt  a  une  valeur  fioie 

lorsque  x  est  positif,  il  en  est  évidemment  de  même  de  l'intégrale  (i5) 
(I,  n**  89-90).  Cette  intégrale  est  uniformément  convergente  dans  tout  le 
domaine  défini  par  les  conditions  N  >  ,R(^)  >  vj,  N  et  ïj  étant  deux  nombres 
positifs  arbitraires.  Nous  pouvons  écrire  en  effet 

et  il  suffît  de  prouver  que  chacune  des  intégrales  du  second  membre  est 
uniformément  convergente.  Démontrons-le  par  exemple  pour  la  seconde. 


»        » 
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Soit  /  un  nombre  positif  supérieur  à  un;  si  ,^(<s)  <  N,  on  a 


X-4-  oc  /•"•"* 


et  Ton  peut  prendre /assez  grand  pour  que  la  dernière  intégrale  soit  infé- 
rieure à  tout  nombre  positifs.  La  fonction  r(z)  définie  par  Fintégrale  (i5) 
est  donc  une  fonction  holomorphe  dans  toute  la  région  du  plan  située  à 
droite  de  l'axe  O^.  Cette  fonction  T(z)  satisfait  encore  à  la  relation 

(i6)  Y(z-i-i)^  zr(z) 

obtenue  par  une  intégration  par  parties,  et  par  suite  à  la  relation  plus  géné- 
rale 

(17)  r(z  -h  n)  =  z{z  -^i) . . .(  z  -^-  n  ~  i)T{z) 

qui  en  est  une  conséquence  immédiate. 

Cette  propriété  permet  d'étendre  la  définition  de  la  fonction  T(z)  au\ 
valeurs  de  z  dont  la  partie  réelle  est  négative.  Considérons  en  effet  la  fonc- 
tion 

(18)  4/(5)  =  ~- ^ , 

^  z{z-i-i) ,.  .\z  -h  n  —  i) 

où  n  est  un  nombre  entier  positif;  le  numérateur  T(z  -4-  n)  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  Zy  définie  pourvu  que  l'on  ait  Si{z)  >  —  n;  la  fonc- 
tion ^  (z)  est  donc  une  fonction  méromorphe  définie  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à  —  n.  Or  cette  fonction 
'^{z)  coïncide  avec  la  fonction  holomorphe  T(z)  k  droite  de  l'axe  Oy, 
d'après  la  formule  (17);  elle  est  donc  identique  au  prolongement  analytique 
de  la  fonction  holomorphe  r(^)  dans  la  bande  comprise  entre  les  deux 
droites  Si(z)  =  Oy  ^(z)  =  —  /i.  Comme  le  nombre  entier  n  est  arbitraire, 
on  en  conclut  qu'il  existe  une  fonction  méromorphe,  admettant  comme 
pôles  du  premier  ordre  tous  les  points  z  =  o^  z  =  —  1,  ;;  =  —  2,  ..., 
z  =  — n,  ...,  et  qui,  à  droite  de  l'axe  O^,  est  égale  à  l'intégrale  (i5}. 
On  représente  encore  cette  fonction  méromorphe  par  r(^),  mais  la  for- 
mule (i5)  ne  permet  de  calculer  sa  valeur  numérique  que  si  l'on  a  cR(z)>o. 
Si  ^{z)  <  o,  il  faut  en  outre  se  servir  de  la  relation  (17)  pour  avoir  la  va  • 
leur  numérique  de  cette  fonction. 

Voici  une  expression  de  la  fonction  T{z)  qui  est  valable  pour  toute  valeur 
de  s.  Soit  S(z)  la  fonction  entière 


-I-  • 

s(.)=.n( 


/i=i 


qui  admet  pour  zéros  les  pôles  de  T(z).  Le  produit  S(z)r(5)  doit  être 
une  fonction  entière.  On  démontre  que  cette  fonction  entière  est  égale 
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à  c~c»,  C  élanl  la  constante  d'Euler  (*)  (I,  p.  116),  et  Ton  en  déduit  la 
formule 

(«9) 


qui  montre  que  rr- est  une  transcendante  entière. 

355.  Prolongement  analytique  d*une  fonction  de  deux  variables*  — 

Soit  u  =  F(Zf  z')  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  z  et  z 
lorsque  ces  deux  variables  restent  respectivement  dans  deux  régions  con- 
nexes A  et  A'  des  deux  plans  où  on  les  représente.  On  démontre,  comme 
dans  le  cas  d'une  seule  variable  (n"  341),  que  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  un  système  quelconque  de  points  z,  z'  pris  dans  les  régions  A.  A'  est 
déterminée  si  Ton  connaît 'les  valeurs  de  F  et  de  toutes  ses  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  de  deux  points  z  =i  a^  z' ^  b,  pris  dans  les  mêmes 
régions.  Il  semble  facile,  d'après  cela,  d'étendre  aux  fonctions  de  deux 
variables  complexes  la  notion  du  prolongement  analytique.  Considérons 
une  série  à  deux  indices  I^a^n  telle  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  r, 
r'f  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  la  série 

iio)  F(«,  z')  =  I,a,„nZ'f*z'" 

est  convergente  si  l'on  a  à  la  fois  |-s|  <  r,  |-5'|  <  /•',  et  divergente  si  l'on  a 
à  la  fois  |«|>r,  |^'|  >  r'.  La  série  précédente  définit  alors  une  fonc- 
tion ¥(Zy  z')y  qui  est  holomorpbe  lorsque  les  variables  z,  z',  restent  res- 
pectivement dans  les  cercles  C,  G',  de  rayons  /•  et  r  ;  mais  elle  ne  nous 
apprend  rien  sur  le  mode  d'existence  de  cette  fonction  lorsque  l'on  a  |z  |  > r. 
ou  |>5'|>r'.  Imaginons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  fasse  décrire  à  la 
variable^^  un  chemin  L  allant  de  l'origine  à  un  point  Z  extérieur  au  cercle  C, 
et  à  la  variable  z'  un  autre  chemin  L'  allant  du  point  .s'=  o  à  un  point  Z' 
extérieur  au  cercle  C,  Soient  a  et  p  deux  points  pris  respectivement  sur 
les  deux  chemins  L  et  L',  a  étant  à  l'intérieur  de  C  et  ^  à  l'intérieur  de  C 
La  série  (-20)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  différentiations  répétées 
permettent  de  former  une  nouvelle  série  entière 

(21)  2  6,;,„(z  — a)'«(5'— p)" 

qui  est  absolument  convergente  lorsque  l'on  a  \z —  a|  <  ri,  et  \z' — Pl<r',, 
/•i  et  r j  étant  deux  nombres  positifs  convenablement  choisis.  Appelons  Cj 
le  cercle  de  rayon  ri  décrit  du  pointa  pour  centre  dans  le  plan  des  z,  et  C, 
le  cercle  de  rayon  r\  décrit  du  point  p  pour  centre  dans  le  plan  de  la  va- 
riable z'.  Lorsque  z  est  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  G  et  Cj, 
et  la  \ariablez'  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  G' et  G'|,  la  somme 
de  la  série  (21)  est  identique  à  la  somme  de  la  série  (20).  Si  l'on  peut 

(')  Hkumiik,  Cours  d'analyse,  4—  édition,  p.  i^i. 
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choisir  les  deux  nombres  ri  et  f\  de  façon  que  le  cercle  Ci  soit  en  partie 
extérieur  au  cercle  C,  ou  le  cercle  C,  en  partie  extérieur  au  cercle  C,  on 
aura  étendu  la  définition  de  la  fonction  F(z,  z')  à  un  domaine  en  partie 
extérieur  au  premier.  En  continuant  de  la  sorte,  on  conçoit  bien  la  possi- 
bilité d'étendre  de  proche  en  proche  la  fonction  F(5,  z').  Mais  il  inter- 
vient ici  un  nouvel  élément  important.  En  elTet,  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  des  manières  relatives  dont  les  variables  se  déplacent  sur  leurs 
rkemins  respectifs.  En  voici  un  exemple  très  simple  dû  à  M.  Sauvage  (*). 

Soit  u=^  yz  —  z' -hi;  nous  prenons  pour  valeurs  initiales^  =  3'=  o,  tt  =  i, 


et  les  chemins  décrits  par  le»  variables  .3,  z'  sont  définis  comme  il  suit  : 
I**  le  chemin  décrit  par  la  variable  z'  se  compose  du  segment  rectiligne 


Fig.  90. 


allant  de  Torigine  au  point  z'=i;  2?  le  chemin  décrit  par  z  se  compose 
de  trois  demi-circonférences,  la  première  OMA  (Jig.  90)  a  son  centre  sur 

l'axe  réel,  à  gauche  de  l'origine,  et  son  rayon  inférieur  à  -;  la  seconde  AMB 

a  encore  son  centre  sur  Taxe  réel,  et  placé  de  telle  façon  que  le  point  —  1 
soit  sur  le  diamètre  AB;  enfin  la  troisième  BPC  a  pour  centre  le  milieu  du 
segment  qui  va  du  point  B  au  point  C  (^  =  i).  La  première  et  la  troisième 
de  ces  demi-circonférences  sont  au-dessus  de  l'axe  réel,  et  la  seconde  au- 
dessous,  de  façon  que  le  contour  OMANBPCO  entoure  le  points  =  —  1. 
Cela  posé,  choisissons  les  marches  suivantes  : 

!*•  z'  reste  nul,  et  z  décrit  tout  le  chemin  OABG; 

2"  z  reste  égal  à  i,  et  ;;'  décrit  tout  son  chemin. 

Si  Ton  considère  la  variable  auxiliaire  t  =  z  —  5',  on  voit  facilement  que 
le  chemin  décrit  par  la  variable  /,  si  l'on  représente  cette  variable  t  par  un 


(•)  Sauvage,  Premiers  principes  de  la  Théorie  générale  'des  fonctions  de 
plusieurs  variables  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille,  t.  XIV). 
Ce  Mémoire  est  une  excellente  introduction  a  Tétudc  des  fonctions  analytiques 
de  plusieurs  variables. 
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point  du  plan  desz,  est  précisément  le  contour  fermé  OABCO  qui  entoure 

le   point  critique  t  =z  —  i   du  radical  y/f  -h  i.  La  valeur  finale  de  u  est 
<lonc  u  =  —  1. 

Choisissons  au  contraire  les  marches  suivantes  : 

1°  z  reste  nul  et  z'  varie  de  o  à  i  —  e(ê  étant  un  nombre  positif  très 
petit); 

2**  z'  reste  égal  à  i  —  e  ci  z  décrit  tout  le  chemin  OABC; 

3**  z  reste  égal  à  i,  et  «'  varie  de  i  —  sa  i. 

Lorsque  z'  varie  de  o  à  i  —  e,  la  variable  auxiliaire  t  décrit  un  chemin  O  O' 
aboutissant  à  un  point  O'  très  voisin  du  point  —  i  sur  Taxe  réel.  Lorsque  z 
décrit  ensuite  le  chemin  OABC,  /  décrit  un  chemin  O'A'B'C  superposable 
au  précédent  et  aboutissant  au  point  C'(OC'=e)  sur  Taxe  réel.  Enfin 
lorsque  z' varie  de  i  —  e  à  i,  /ira  de  C'a  l'origine.  La  variable  auxiliaire  t 
décrit  donc  le  contour  fermé  OO'A'B'C'O  qui  laisse  à  Textérieur  le 
point  — I,  pourvu  que  e  soit  pris  assez  petit.  La  valeur  finale  de  u  sera 
donc  égale  à  -+- 1. 

La  nature  des  singularités  des  fonctions  analytiques  de  plusieurs  va- 
riables est  beaucoup  moins  bien  connue  que  celle  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Une  des  plus  grandes  difficultés  du  problème  tient  à  ce  que  les 
couples  de  valeurs  singulières  ne  sont  pas  isolés  (*). 
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356.  Théorème  de  Weierstrass.  —  Nous  avons  déjà  établi  (I, 
n"  187)  Tex-isteace  des  fonctions  implicites  définies  par  des 
équations  dont  le  premier  membre  peut  être  développé  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  croissantes  des  deux 
variables.  Les  raisonnements,  qui  étaient  faits  en  supposant  les 
variables  et  les  coefficients  réels,  s'appliquent  sans  modification 
lorsque  les  variables  et  les  coefficients  ont  des  valeurs  quelconques 
réelles  ou  imaginaires,  pourvu  que  l'on  conserve  les  autres  hypo- 
thèses. Nous  allons  établir  maintenant  un  théorème  plus  général, 
et  nous  conserverons  les  notations  déjà  employées  dans  cetle 
étude;  les  variables  complexes  seront  désignées  par  x  et  y. 

Soit  F{x,y)  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  d'un 
système  de  valeurs  x  =  oL^y  =  p,  el  telle  que  l'on  ait  F(a,  P)  =  o  ; 
nous  supposerons,  ce  qui  est  toujours  permis,  a  =  ^  =  o.  L'équa- 


(  '  )  Pour  tout  ce  qui  concerne  cette  question,  voir  un  Mémoire  de  M.  Poincaré 
dans  les  Acta  mathematica  (t.  XXVI). 
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lion  F(o,  y)=o  admet  la  racine  ^  =  o  à  un  certain  degré  de 
multiplicité.  Le  cas  qui  a  été  étudié  est  celui  où^  =  o  est  une 
racine  simple;  on  va  maintenant  étudier  le  cas  général  où  y  =  o 
est  une  racine  multiple  d'ordre  n  de  Téquation  F(o,^)=o.  Si 
l'on  ordonne  le  développement  de  ^{oc^y)  dans  le  domaine  du 
point  X  =y  =  o,  suivant  les  puissance^  de  j',  ce  développement 
est  de  la  forme 

(11)  F(x,  ^)  =  Ao  H-  A,7  H-. . .  -h  A„^V*H-  An-Kir'*-^»  -h. . . , 

les  coefficients  A,  étant  des  séries  entières  en  x  dont  les  n  pre- 
mières sont  nulles  pour  x  =  Oj  tandis  que  A„  ne  s'annule  pas 
pour  X  =  o.  Soient  G  et  C  deux  cercles  de  rajons  R  et  R'  décrits 
de  l'origine  comme  centre  dans  les  plans  des  x  et  des  y  respec- 
tivement. Nous  supposerons  que  la  fonction  F(;r,  y)  est  holo- 
morplie  dans  le  domaine  défini  par  ces  deux  cercles  et  aussi  sur 
les  cercles  eux-mêmes;  comme  A/,  n*est  pas  nul  pour^r  =  o,  nous 
pouvons  supposer  le  rajon  R  du  cercle  G  assez  petit  pour  que  la 
fonction  A;,  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  G,  ni  sur  ce  cercle. 
Soit  M  la  limite  supérieure  de  |F(;r,jK)|  dans  le  domaine  précé- 
dent, et  B  la  limite  inférieure  de  |  A;,|.  D'après  le  ihéorème  fonda- 
mental de  Cauchv,  l'on  a 

F{a;,Y)=  .   I    r '— ^ 

iTuJ^^.^      y  -y 

X  et  y  étant  deux  points  quelconques  pris  dans  les  cercles  G  et  G'; 
on  en  conclut  que  le  module  du  coefficient  A;;^  de y'^  dans  la  for- 
mule (22)  est  inférieur  à  -^r^y  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  dans 

le  cercle  G. 

Gela  posé,  nous  pouvons  écrire 

(a3)  F(x,  y)  =  \„yn{ ,  +  p  4-  Q) 


en  posant 


Q  _  Ao    J_    .  .     A„_i    I 


nj"  A„    y 
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Soil  p  le  module  de^;  on  a 

'1^  BR«VR'       R'«  /~  BK' 


-î 


,  I 


et  ce  module  sera  inférieur  à  -  pourvu  que  Ton  ait 
(M)  P<R' 


bK''*-f-2M 


Soit  d'autre  part  ix(r)  la  valeur  maximum  du  module  des  fonc- 
tions Ao,  A|,  .  .  .,  A„_|  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  mo- 
dule ne  dépasse  un  nombre  r<R.  Ces  fi  fonctions  étant  nulles 
pour  X  =  o,  [Ji.(/*)  tend  vers  zéro  avec  r,  et  l'on  peut  toujours 
prendre  r  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

p  élant  un  nombre  positif  déterminé.  Les  nombres  r  et  p  ajant 
élé  choisis  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  précédentes,  rem- 
plaçons le  cercle  C  par  le  cercle  Cr  décrit  dans  le  plan  des  x^ 
du  point  x  =  o  pour  cenlre,  avec  le  raj'on  r,  et  de  même  le 
cercle  C,  du  plan  de  la  variable  y^  par  le  cercle  concentrique  Cp 
de  rajon  p.  Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  telle  que  |:2;|  $  r,  et  que 
l'on  fasse  décrire  à  la  variable^  le  cercle  Cp,  tout  le  long  de  ce 
cercle  on  a,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  les  nombres  /•  et  p, 

|P|<->|Q|<!7»et  par  suite  |P  -j-  Q|  <  i .  Lorsque  la  variable  j' 

décrit  le  cercle  Cp  dans  le  sens  direct,  l'argument  de  i  -|-  P -r  Q 
revient  à  sa  valeur  initiale,  tandis  que  l'argument  du  facteur  A„y 
augmente  de  2/171.  L'égualionF(x^y)  =  o,  où  |j:|<r,  a  donc 
n  racines  dont  le  module  est  inférieur  à  ^^  et  n  seulement. 

Toutes  les  autres  racines  de  l'équation  F(j:,  j^)  =  o,  s'il  en 
exisle,  ont  leurs  modules  supérieurs  à  p.  Comme  on  peut  rem- 
placer le  nombre  p  par  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  voudra, 
inférieur  à  p,  à  la  condition  de  remplacer  en  même  temps  r  par 
lin  nombre  plus  petit  vérifiant  toujours  la  condition  (25),  on  voit 
que  l'équation  F(x,  y)  •=.  o  admet  n  racines  et  n  seulement  qui 
tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  x. 

Lorsque  la  variable  x  reste  à  l'intérieur  de  C^  ou  sur  ce  cercle 
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lui-même,  les  n  racines  ^i,  y^^  . . . ,  y'nj  dont  le  module  est  infë- 
rieur  à  p,  restent  dans  le  cercle  Cl.  Ces  racines  ne  sont  pas  en 
général  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans  le  cercle  Cr,  mais 
toute  fonction  symétrique  entière  de  ces  n  racines  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  x  dans  ce  cercle.  Il  suffit  évidemment  de  le 
démontrer  pour  la  somme  y\  -\-y\  H-  •  . .  -I-^Î>  où  k  est  un  nombre 
entier  positif.  Considérons  pour  cela  l'intégrale  double 

où  l'on  suppose  \x\  <  /\  Si  \y\  =  p,  la  fonction  F(^',  ^)  ne  peut 
s'annuler  pour  aucune  valeur  de  la  variable  x^  à  Tintérieur  de  Cr 
ou  sur  Cri  6^  le  seul  pôle  de  la  l'onction  sous  le  signe  intégral  à 
l'intérieur  de  Cr  est  le  point  :r'=  x.  On  a  donc 


/ 

*/fC 


et  par  suite 


d^{x\y^  d?{x,y) 

,.  uy'  dx'  .    ,.  dy' 


di?ix,y) 


I  =  9.7rt  f  yk       "^^^  ,    dy, 

^,c'/     H^,y) 

D'après  une  propriété  générale  (n**  306),  cette  intégrale  est  égale 

à  —  47ra(^*4-J^Î-|-..  .  •-hJ^),r*»:K2,  •  •  • ,  7''  ^^^i"*^  '^s  ^  racines 
de  l'équation  ¥(^x^  y)  =  o  de  module  inférieur  à  p.  D'autre  part, 
l'intégrale  I  est  une  fonction  holomorphe  de  x  dans  Cr,  car  on 

peut  développer  -; en  série  uniformément  convergente  or- 

X  —^  X 

donnée  suivant  les  puissances  de  x^  et  calculer  ensuite  l'intégrale 
terme  à  terme.  Les  diverses  sommes  S^  étant  des  fonctions  holo- 
morphes dans  le  cercle  Cn  il  en  est  de  même  de  la  somme  de  ces 
racines,  de  la  somme  des  produits  deux  à  deux,  etc.,  et  par  con- 
séquent les  n  racines  ^1,^2»  •  •  «7  JK«  sont  aussi  les  racines  d'une 
équation  de  degré  n 

(26)      /(x,y)=  y' -h  a,7'*-»  -+-  atyn-^ h- . . . -{-  a„-iy  -h  «„  =  o, 

dont  les  coefficients  ai,  ^2,  •••,  a,i  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  X  dans  le  cercle  Cr,  s'annulant  pour  x  =  o. 
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Les  deux  fondions  F(.r,  y)  et  /{x,  y)  s'annulent  pour  les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  des  variables  x^  y^  à  Tinlérieur  des 

cercles  Cr  et  Cl.  Nous  allons  montrer  que  le  rapport    }   '  '^ .  est 

une  fonction  holomorphe  dans  ce  domaine.  Prenons  pour  ces 
variables  des  valeurs  déterminées  telles  que  |^|<'%  L^i<?ï  ^^ 
considérons  l'intégrale  double 


F(;r\y)  dr' 

Pour  une  valeur  de  y  de  module  p,  la  fonction  /(ar',  ^)  de  la 
variable  x^  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  x'  intérieure 
à  Cr  ou  située  sur  ce  cercle.  La  fonction  sous  le  signe  intégral 
admet  donc  le  seul  pôle  x' =  x  à  Tintérieur  de  Cr,  et  le  résidu 

correspondant  est  -jr — — ; -, •  Par  suite,  on  a  encore 

^  /v^-  y  )  y  —y 

F(^,  y)    dy 


.Ic^jK^.y  )  y  -y 


mais  les  deux  fonctions  holomorphes  F(^,  y'),  f{x^  y)  de  la 
variable  y  ont  les  mêmes  zéros  avec  les  mêmes  degrés  de  multi- 
plicité à  l'intérieur  de  Cl.  Leur  quotient  est  donc  une  fonction 
bolomorphe  de  y'  dans  Cl  et  le  seul  pôle  de  la  fonction  à  intégrer 
dans  ce  cercle  est  j^  =  j^;  on  a  donc 

V(x    y") 

jK^'^y) 

D'autre  part,  on  peut  remplacer,  dans  l'intégrale,      , — - — r;- — : 

par  une  série  entière  uniformément  convergente,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  positives  de  x  et  de  y.  En  intégrant  terme  à 
terme,  on  voit  que  cette  intégrale  est  égale  à  la  somme  d'une  série 
entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  y^  et  conver- 
gente dans  les  cercles  Cr,  Cl.  Nous  pouvons  donc  écrire 

ou 

(27)  F(a7,  y)  =  {yn^  a^yn-x^^,  .-h  a«)  H  (ar,  j), 

la  fonction  ]A[x, y)  étant  holomorphe  dans  les  cercles  Cr,  Cl. 
Le  coefficient  A^  dey"  dans  Y[x^y)  contient  un  terme  constant 
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différent  de  zéro;  comme  ai,  aj,  .,.,«/,  sontnuls  pour  a:  =  o,  le 
développement  de  li(x^y)  contient  forcément  un  terme  constant 
différent  de  zéro,  et  la  décomposition  donnée  par  la  formule  (27) 
met  en  évidence  ce  fait  que  toutes  les  racines  de  F(x,  y)  =  o  qui 
tendent  vers  zéro  avec  x  s'obtiennent  en  annulant  le  premier 
facteur.  L^important  théorème  qui  précède  est  dû  à  M.  Weier- 
strass  ('  ).  Il  généralise,  du  moins  autant  que  cela  est  possible  pour 
une  fonction  de  plusieurs  variables,  la  décomposition  en  facteurs 
des  fonctions  d'une  seule  variable. 

357.  Points  critiques*  —  Nous  sommes  donc  ramenés,  pour 
étudier  les  n  racines  de  Téquation  F(vr,  y)  =  o,  qui  sont  infini- 
ment petites  eu  même  temps  que  x,  à  étudier,  pour  les  valeurs 
de  X  voisines  de  zéro,  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 

(28)      /(T,y)=y"-^aiy^-^'+-  ajj''--*-h. .  .-^  «„_,  v -f- 1/|»=  o, 

où  ai,  ^2)  •••,  cifi  sont  des  fonctions  holomorphes  s'annulant 
pour  X  =  o.  Lorsque  /i  est  }>  i  (seul  cas  dont  nous  ajons  à  nous 
occuper),  le  point  x  =  o  est  en  général  un  point  critique,  Eli- 

minons^  entre   les  deux  équations /=  o   et-p  =  o;  le  résul- 

tant  A(a:)  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  coeflicients  «i, 
«27  •  •  -1  ^fti  et  par  conséquent  une  fonction  holomorphe  dans  le 
domaine  de  l'origine.  Ce  résultant  (-)  est  nul  pour  x  =  o,  et, 
comme  les  zéros  d'une  fonction  holomorphe  forment  un  système 
de  points  isolés,  nous  pouvons  supposer  qu'on  a  pris  le  rayon  /• 
du  cercle  Cr  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  C^  Téqualion 
A(.r)  =  o  n'ait  pas  d'autre  racine  que  x  :=  o.  Pour  tout  point  Xq 
pris  dans  ce  cercle,  autre  que  l'origine,  l'équation  f(xo,  y)=^  o 
admettra  n  racines  distinctes  ;  d'après  le  cas  déjà  étudié  (I,  n°  187), 
les  n  racines  de  l'équation  (28)  seront  des  fonctions  holomorphes 
de  X  dans  le  domaine  du  point  Xq,  Il  ne  peut  donc  y  avoir  à  l'inté- 
rieur du  cercle  Cr  d'autre  point  critique  que  l'origine. 

Soient ^i,r2»  •  •  •  i.'»'/!  les  n  racines  de  l'équation /(xo,jk)  =  o. 

(')  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre  von  K,  Weierstrass  (Ber- 
lin, 1860). 

(')  Nous  écartons  le  cas  où  ce  résultant  serait  identiquement  nul.  Dans  ce 
cas  /{x,  y)  serait  divisible  par  un  fadeur  [/,  (^,  y)]*,  où  Ar>  i,  /,(J?,  y) 
étant  de  même  forme  que/(^,  y). 
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Faisons  décrire  à  la  variable  x  un  lacet  autour  du  point  x  =  o, 
en  partant  du  point  x^\  tout  le  long  de  ce  lacet,  les  n  racines  de 
l'équation  y(:r,^)  =  o  sont  distinctes  et  varient  d'une  manière 
continue.  Si  Ton  part  du  point  x©  avec  la  racine^i  par  exemple, 
en  suivant  la  variation  continue  de  cette  racine  tout  le  long  du 
lacet,  on  reviendra  au  point  de  départ  avec  une  valeur  finale  égale 
à  une  des  racines  à^  fi^x^^^  y)^=  o.  Si  cette  valeur  finale  est  ^'i,  la 
racine  considérée  est  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine.  Si 
cette  valeur  finale  est  différente  de  Vi,  supposons  qu^elle  soit  égale 
à  J'2*  tîïi  nouveau  lacet  décrit  dans  le  même  sens  conduira  delà 
racine  jKa  à  une  autre  des  racines  j^,,  y>,^  . .  .,  y^.  La  valeur  finale 
ne  peut  être  y^^  puisque  le  chemin  inverse  doit  conduire  de/j 
à  JK,.    Cette   valeur   finale    doit   donc   être    une   des   racines /i, 
JKsj  ••M.X/ïî  si  c'est  jKi,  on  voit  que  les  deux  racines  j^i  ^Vy-^^t 
permutent  quand  la  variable  décrit  un  lacet  autour  de  l'origine. 
Si  cette  valeur  finale  n'est  pas  j'i,  c'est  une  des  (/i  —  a)  racines 
restantes;  soit  ^'3  celte  racine.   Un  nouveau  lacet  décrit  dans  le 
même  sens  conduira  de  la  racine j)^3  à  une  des  racines ^ï, ^2,  j'j, 
y^i  •  •  •>  y  II'  Ce  ne  peut  être  y^  pour  la  même  raison  que  tout  à 
l'heure;  ce  n'est  pas  non  plusj^^^  puisque  le  chemin  inverse  con- 
duit dey2  à^|.  Cette  valeur  finale  est  doncjKi  o"  une  des  («  —  3) 
racines  restantes  j^^i,  j>^5,  .  .  .,  y^.  Si  c'est  yi,  les  trois  racines /i, 
yi^  y^  se  permutent  circulairemont  quand  la  variable  x  décrit  un 
lacet  autour  de  l'origine.  Si  la  valeur  finale  est  différente  de/i, 
on  continuera  à  faire  tourner  la  variable  autour  de  l'origine,  et, 
au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations,  on  retombera  forcémeol 
sur  une  racine  déjà  obtenue,  qui  sera  la  racine  ^|.  Supposons, 
par  exemple,  que  cela  arrive  après  p  opérations;  les  p  racines 
obtenues^i ,  y.,^  .  .  . ,  Vp  se  permutent  circulairement  quand  la  va- 
riable X  décrit  un  lacet  autour  de  l'origine,  on  dit  qu'elles  forment 
un  système  circulaire  de  p  racines.  Lorsque  />  =  /i,  les  n  racines 
forment  un  seul  système  circulaire.  Lorsque  p  est  <  /i,  on  recom- 
mencera le  raisonnement  en  partant  d'une  des  n  — p  racines  res- 
tantes, et  ainsi  de  suite;  il  est  clair  qu'en  continuant  de  la  sorte 
on  finira  par  épuiser  toutes  les  racines,  et  l'on  peut  énoncer  la 
proposition  suivante  :  Les  n  racines  de  Inéquation  ¥{x^y)  =  0, 
qui  sont  nulles  pour  x  =  0,  forment  un  ou  plusieurs  systèmes 
circulaires  dans  le  domaine  de  V origine. 
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Pour  la  généralité  de  l'éDoncé,  il  suffit  de  convenir  qu^un  sys- 
tème circulaire  peîitse  composer  d*une  seule  racine;  celle  racine 
est  alors  une  fonclion  uniforme  dans  le  voisinage  de  Torigine. 

Les  racines  d'un  même  système  circulaire  peuvent  êlre  repré- 
sentées par  UD  développement  unique.  Soient  ^i,  j)'2,  ...,  yp 
les  p  racines  d*un  système  circulaire;  posons  x-=^x'P,  Chacune 
de  ces  racines  devient  une  fonction  holomorphe  de  x'  pour  toute 
valeur  de  x'  autre  que  x'=zo\  d'autre  part,  quand  x'  décrit  un 
lacet  autour  de  x'  =^  o,  le  point  x  décrit/?  lacets  successifs  dans  le 
même  sens  autour  de  l'origine.  Chacune  des  racines  j^i,  j^a,  .  , .  ^yp 
revient  donc  à  sa  valeur  initiale.  Ce  sont  donc  des  fonctions  uni- 
l'ormes  de  x'  dans  le  domaine  de  l'origine;  comme  ces  racines 
tendent  vers  zéro  lorsque  x'  tend  vers  zéro,  l'origine  x'  =.  o  ne 
peut  être  qu'un  point  ordinaire,  et  l'une  de  ces  racines  est  repré- 
sentée par  un  développement  de  la  forme 


•'*-+-...  H-  OL,n  x'"*  -f-  .  .  . , 


ou,  en  remplaçant  x'  par  x'\ 

L       /  ly  /  L\"' 

Je  dis  maintenant  que  le  développement  (3o)  représente  toutes 
les  racines  d'un  même  système  circulaire,  pourvu  que  Von 

attribue  à  x^  ses  p  déterminations.  En  eflet,  supposons  qu'en 

prenant  pour  le  radical  ^x  une  de  ses  déterminations  on  ait  le 
développement  de  la  racine  j^i;  si  la  variahie  x  décrit  un   lacet 

dans  le  sens  direct  autour  de  l'origine,  yi  se  change  en^o?  «t  jr'' 

tKî_ 

est  multiplié  pnr  e''  .  On  verra  de  même  qu'on  auraj^^  en  rem- 

plaçant  x^*  par  xf*e  f  dans  la  formule  (3o).  Ce  développement 
unique  met  bien  en  évidence  la  permutation  circulaire  des  p 
racines.  Il  nous  resterait  a  montrer  comment  on  peut  séparer  les 
n  racines  de  F(xj  y)  =  o  en  s^'slèmes  circulaires  et  calculer  les 
coefficients  a/  des  développements  (3o).  La  méthode  générale  est 
exposée  en  détail  dans  tous  les  Ouvrages  consacrés  aux  fonctions 
algébriques.  Nous  ne  traiterons  que  quelques  cas  particuliers 
d'une  application  fréquente. 
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Si  pour  X  =y  =  o,  la  dérivée  -7—  n'est  pas  nulle,  le  développe- 
ment de  F(x,^)  renferme  un  terme  du  premier  degré  en  a:,  et 
Ton  a 

(3i)  F(j7,7)  =  Aj?-hB>^'*-h...         (AB^o), 

les  termes  non  écrits  étant  divisibles  par  l'un  des  facteurs  x*, 
xy^  j^""*"*.  Considérons  pour  un  moment^  comme  la  variable 
indépendante,  l'équation  F(x^  y)  =  o  admet  une  seule  racine 
tendant  vers  zéro  avec  y,  et  celte  racine  est  holomorphe  dans  le 
domaine  de  l'origine.  Le  développement,  que  Ton  a  appris  à  cal- 
culer (I,  n"*  46,  187),  est  de  la  forme 

(32)  X  =  y"(ao-^  aiy -h, ,.)        (ao^^o). 

En  extrayant  les  racines  /i**™"  des  deux  membres,  il  vient 

2  

(33)  ^"  =  7 '!/«o-+-«i^-+- 

Pour  j^  ==  o,  l'équation  auxiliaire  w"  =  ûEo  4-  aiy  + .  .  .  admet  n 
racines  distinctes,  dont  chacune  est  développable  en  série  entière 
suivant  les  puissances  de  j^.  Comme  ces  n  racines  se  déduisent  de 
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l'une  d'elles  en  la  multipliant  par  les  puissances  successives  de  e  "  , 

on  peut  prendre  pour  y/ao  -h  «ij^'  -h . .  .  dans  la  formule  (33)  l'une 

quelconque  de  ces  racines,  à  la  condition  d'attribuer  successive- 
1 

nient  à  x"  ses  n  déterminations. 

On  peut  donc  écrire  l'équation  (33) 

1 

et  Ton  en  tire  inversement  un  développement  de  y  suivant  les 

i_ 

puissances  de  x'^ 

(  'V 

(34)  y  =  Cia;"-{-Ci\x"J  -h 

Ce  développement,  lorsque  l'on  donne  successivement  à  x" ses /i 
valeurs,  représente  les  n  racines  qui  tendent  vers  zéro  avec  x.  Ce 
fait  avait  déjà  été  signalé  (I,  p.  .\o8);  nous  en  voyons  ici  la  signi- 
fication analytique. 

Considérons  encore  le  cas  où  —  est  nul  pour  x  =y  =-  o,  et  où 
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Ton  a  /i  =  2.  On  peut  écrire  l'équation,  en  ordonnant  par  groupes 
de  termes  homogènes, 

(35)  F(:r,  j)  =  <p,(^,  y)  -h  ^i(x,  y)  -^.  •  •  =  o, 

c3|(j:,  y)  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  i. 

Le  coefficient  de  y^  dans  ^2(0;,  y)  n'étant  pas  nul  par  hypo- 
thèse, nous  supposerons  ce  coefficient  égal  à  l'unité;  soit 

Posons  j^  =  e/a:,  l'équation  (35)  devient,  en  supprimant  le  fac- 
teur ^*, 

(36)  (u  —  a)(w  —  3)-4- jro3(i,  M)-h.  ..=  o 

et,  pour  :p  =  o,  admet,  en  supposant  a  et  ^  différents,  les  deux 
racines  simples  f/  =  a,  w  =  p.  Il  y  a  donc  deux  racines  de  cette 
équation  u^  et  u^f  qui  tendent  respectivement  vers  a  et  ^  lorsque  x 
tend  vers  zéro,  et  qui  sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'ori- 
gine. A  ces  deux  racines  W|  et  U2  correspondent  deux  racines 
holomorphes  ^1  eiy2  de  l'équation  (35),  dont  les  développements 
commencent  respectivement  par  olx  et  ^x. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  ^  =  a.  On  posera  alorsy  =  x(aL  -|-  i'), 
et  la  nouvelle  équation  F|(j:,  ç)  =  o,  obtenue  en  divisant  par  x^^ 

admet  encore  deux  racines  nulles  pour  x  =  o.  Si  -7-^  n'est  pas  nul 

pour  X  =  if  =  o,  nous  venons  de  voir  que  les  deux  racines  infini- 
ment petites  de  l'équation  en  v  forment  un  système  circulaire;  il 
en  est  donc  de  même  des  racines  infiniment  petites  de  l'équation 
en  y.  Si  les  deux  racines  de  l'équation  en  i^  sont  holomorphes, 
comme  dans  le  cas  déjà  traité,  il  en  sera  de  même  des  racines  de 
l'équation  en  y.  Lorsque  l'équation  en  ç  présente  la  même  ambi- 
guïté que  l'équation  en  y^  on  recommencera  la  même  transfor- 
mation jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  équation  dont  les  racines 
soient  séparées. 

Lorsque  tous  les  coefficients  de  F  {x,  y  )  sont  réels,  et  qu'on  ne  considère 
que  les  valeurs  réelles  infiniment  petites  des  deux  variables  x^y^  le  pro- 
blème revient  à  construire  une  courbe  analytique  dans  le  voisinage  d'un 
point  double.  Le  théorème  de  VVeierstrass  permet  de  discuter  facilement 
toutes  les  formes  possibles.  En  effet,  les  coefficients  de  V{x^  y)  étant 
réels,  les  deux  racines  infiniment  petites  >'i  et  ^'2  sont  évidemment  réelles 

G.,  IL  19 
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OU  imaginaires  conjuguées  lorsque  x  esl  réel,  et  par  suite  sont  racines  d'une 
équation  du  second  degré  de  la  forme 

(37)  >'*-4-2P(a7)7-hQ(:r)=o, 

P(:r)  et  Q(ar)  étant  des  fonctions  holomorphes  à  coefficients  réels,  qui  sont 
nulles  pour  a?  =  o.  On  en  tire  pour  expression  de  ces  racines 

^=-P(x)±v/R(7T, 

R(^)  étant  aussi  une  fonction  holomorphe  de  :r  à  coefficients  réels,  qui 
est  nulle  pour  ar  =  o.  Soient  axP  et  bx^  les  termes  de  moindre  degré 
dans  P(ar)  et  R(a7);  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  x^  R(^)  a  le 
signe  de  son  premier  terme,  et  on  ne  doit  donner  à  a;  que  des  valeurs  ren- 
dant hx^  positif.  Gela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer.  Si  r  est  impair, 
r  =  ar'-f-  i,  hx  devra  être  positif;  supposons  b  positif,  a?  devra  l'être  aussi, 
et  les  deux  valeurs  de  y  seront  données  par  un  développement 

y  =  — (^axP-haiXP-^^-^, . .  )±:v/5(/6 a? '•'-+-. ..) 

r 

dont  tous  les  coefficients  sont  réels.  La  courbe  présente  à  l'origine  un 
rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce.  Si  r  est  pair  r  —  ar'. 
y  n'est  réel  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  x  que  si  b  est  positif. 
Si  b  était  négatif,  l'origine  serait  un  point  double  isolé.  Lorsque  b  est 
positif,  les  deux  racines  de  l'équation  en  y  sont  holomorphes  et  par  l'ori- 
gine il  passe  deux  branches  de  courbe  ne  présentant  aucune  singularité. 
Ces  deux  branches  ont  en  général  des  tangentes  distinctes,  mais  elles 
peuvent  aussi  être  tangentes  l'une  à  l'autre. 

358.  Fonctions  algébriques.  —  Les  fonctions  implicites  les 
mieux  étudiées  jusqu'ici  sont  les  fonctions  algébriques^  définies 
par  une  équation  F(x,  j')  =  o,  dont  le  premier  membre  est  un 
pol^'nome  entier  indécomposable  en  x  et  y.  On  dit  qu'un  po- 
lynôme entier  esl  indécomposable  lorsqu'il  n'est  pas  possible  de 
trouver  deux  autres  polynômes  entiers  de  degré  moindre  F|  (a:,  j^) 
et  Fii^^y)  tels  que  Ton  ait  identiquement 

F{x,y)  =Fy{x,y)x  Fi(x,  y). 

Si  le  polynôme  F(j:,  y)  était  égal  à  un  produit  de  cette  espèce,  il 
est  clair  que  l'équation  F(^,  y)  =:  o  pourrait  être  remplacée  par 
deux  équations  distinctes  F|  {Xy  y)  =  o,  F,(ar,  y)  =  o. 
Soit  donc 

(38)  F(:r,j/')=<po(ar)^«H-cp,(a7)jK'»-*-+-...-ho„_i(x)7-l-îp„(ar)  =  o, 
l'équation  proposée  de  degré  n  en  y,  '^o»  ?n   •••>  f«  étant  des 
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polynômes  eiiliers  en  x.  En  éliminant  r  entre  les  denx  relations 
F  =  o,  — -  =  o,  on  obtient  pour  résultant  un  poljnome  entier  A(a:), 

qui  ne  peut  être  identiquement  nul,  puisque  Yi^x^y^  est  supposé 
indécomposable.  Marquons  dans  le  plan  les  points  a,,  aa,  . ,  .,  a^t, 
racines  de  Téquation  A(j:)  =  o,   et  les  points   ^i,    ^a,    ...,   ^^^ 
racines  de  cpo(jr)  =  o,  quelques-uns  des  points  a/  pouvant  aussi 
faire  partie  des  racines  de  cpo('^)  =  o.  Pour  un  point  a  diflTérent 
des  points  a/,  ^y,  Téqualion  F(a,^)  =  o  a  n  racines  distinctes  et 
finies  6|,  62»  •  •  •?  ^««  Dans  le  domaine  du  point  a,  l'équation  (38) 
admet  donc  n  racines  holomorphes  qui   tendent  respectivement 
vers  6|,   b^^   ...,  bn  lorsque  x  lend  vers  a.  Soit  a,  une  racine 
de  A(^)  =  o;  l'équation  F(ai,  jk)  =  o  admet  un  certain  nombre 
de   racines  égales.   Supposons,  par  exemple,  qu'elle  admette  p 
racines  égales  à  è.  Les  p  racines  qui   tendent  vers  b  lorsque  x 
tend  vers  a/  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  systèmes  cir- 
culaires et  les  racines  d'un  même  système  circulaire  sont  repré- 
sentées   par    un    développement    en    série   ordonnée   suivant   les 
puissances  fractionnaires  de  x  —  a/.  Si  la  valeur  a/  n'annule  pas 
cpo(x),  toutes  les  racines  de  l'équation  (38)  dans  le  domaine  du 
point  a/  se  partagent  ainsi  en  un  certain  nombre  de  systèmes  cir- 
culaires, quelques-uns  de  ces  systèmes  pouvant  ne  comprendre 
qu'une  seule  racine.  Pour  un  point  ^y  qui  annule  Oo(«^),  quelques- 
unes  des  racines  de  l'équation  (38)  deviennent  infinies;  pour  étu- 
dier ces  racines,  on  pose  y  =  -?>  et  Ton  est  conduit  à  étudier  les 

racines  de  l'équation  F<  (^,  y)'=-y'^^\x^  -7J  =  o,  qui  devien- 
nent nulles  pour  :r  =  Py.  Ces  racines  se  partagent  encore  en  un 
certain  nombre  de  systèmes  circulaires,  les  racines  d'un  même 
système  étant  représentées  par  un  développement  en  série  de  la 
forme 

m  /n-f-1 

y  ^.anx  {x  —  ^jy-^  a,„H.,  (ar  —  ^jfT  -t- . . .  ;         «,„  ^  o  ; 

les  racines  correspondantes  de  l'équation  en  y  seront  données 

par  le  développement 

_-|  »  l-^ 

r  =  (^  —  Py)     ^  \j^m  -4-  a,„+,  (a:  —  Py  )''-+-..  .J      , 

que   l'on    peut   ordonner  suivant  les   puissances   croissantes   de 
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(œ  —  ^jYi  mais  on  aura  au  début  un  nombre  Jini  de  termes  à 
exposants  négatifs. 

Pour  étudier  les  valeurs  de  y  pour  les  valeurs  infinies  de  :r,  on 

pose  j:  =  -7,  et  l'on  est  ramené  à  étudier  les  racines  d'une  équa- 
tion de  même  forme  dans  le  voisinage  de  l'origine.  En  résumé, 
dans  le  domaine  d'un  point  quelconque  ^  ==  a,  les  n  racines  de 
l'équation  (38)  sont  représentées  par  un  certain  nombre  de  séries 

ordonnées    suivant   les    puissances    croissantes  de   x  —  a  ou   de 
1 

(x — a)'',  pouvant  renfermer  un  nombre  fini  de  termes  à  expo- 
sants négatifs,  et  cet  énoncé  s'applique  aussi  aux  valeurs  infinies 

de  Xy  en  remplaçant  x  —  oc  par  -• 

Il  est  à  remarquer  que  les  puissances  fractionnaires  ou  les 
exposants  négatifs  ne  se  présentent  que  pour  des  points  excep- 
tionnels. Les  seuls  points  singuliers  des  racines  de  l'équation  sonl 
donc  les  points  critiques  autour  desquels  quelques-unes  de  ces 
racines  se  permutent  circulairement,  et  les  pôles  où  quelques- 
unes  de  ces  racines  deviennent  infinies;  d'ailleurs  un  point  peut 
être  à  la  fois  un  pôle  et  un  point  critique.  On  appelle  souvent 
points  singuliers  algébriques  ces  deux  espèces  de  points  sin- 
guliers. 

Nous  n'avons  étudié  jusqu'ici  les  racines  de  l'équation  proposée 
que  dans  le  domaine  d'un  point  déterminé.  Supposons  mainte- 
nant que  l'on  joigne  deux  points  x  =  a,  x  =  b,  pour  lesquels 
l'équation  (38)  a  ses  n  racines  distinctes  et  finies  par  un  chemin  AB 
ne  passant  par  aucun  point  singulier  de  l'équation.  Soit  yi  une 
racine  de  l'équation  F(a,  y)  =  o  ;  la  racine  j*  =.f{^x)  qui  se  réduit 
à  y^  pour  x  =^  a  est  représentée  dans  le  domaine  du  point  a  par 
un  développement  en  série  entière  P(.r  —  a)  et  l'on  peul  se  pro- 
poser d'en  trouver  le  prolongement  analytique  en  faisant  décrire  à 
la  variable  l'arc  AB.  C'est  un  cas  particulier  du  problème  général, 
et  nous  savons  d'avance  que  Ton  arrivera  au  point  B  avec  une 
valeur  finale  qui  sera  une  racine  de  l'équation  F(6,  r)  =  0 
(n°  344).  On  arrivera  certainement  au  point  b  au  bout  d'un 
nomhre fini  d'opérations;  en  effet,  les  rayons  des  cercles  de  con- 
vergence des  séries  représentant  les  diverses  racines  de  Téqua- 
tion  F(^,  y)z=zo^  et  ayant  pour  centres  les  difl'érents  points  du 


11.    —    FONCTIONS    IMPLICITES   ET   ALGÉBRIQUES.  298 

chemin  AB,  ont  une  limite  inférieure  (')  3  >>  o,  puisque  ce 
chemin  ne  renferme  aucun  point  critique,  et  il  est  clair  que  Ton 
pourra  toujours  prendre  les  rayons  des  différents  cercles  que  Ton 
utilise  dans  le  prolongement  analytique  au  moins  égaux  à  o. 

Parmi  tous  les  chemins  joignant  les  points  A  et  B,  on  peut 
toujours  en  trouver  un  conduisant  de  la  racine  j^i  à  l'une  quel- 
con(|ue  des  racines  de  Téqualion  F(6,y)  =  o  comme  valeur  finale. 
On  s'appuie  pour  le  démontrer  sur  la  proposition  suivante  :  Si 
une  /onction  analytique  z  de  la  variable  x  n^ admet  que  p  va- 
leurs distinctes  pour  chaque  valeur  de  x,  et  si  elle  n^a  dans 
tout  le  plan  (  v  compris  le  point  à  l^ infini)  que  des  points  sin- 
guliers  algébriqueSy  les  p  déterminations  de  z  sont  racines 
d'une  équation  de  degré  p,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions  rationnelles  de  x.  Soient  Z\^  z^t  ...  Zp  les  p  détermina- 
tions de  z\  lorsque  la  variable  x  décrit  une  courbe  fermée,  ces/? 
valeurs  z^^  Z2,  .  .  . ,  «g^,  ne  peuvent  que  s'échanger  entre  elles.  La 
fonction  symétrique  m;^  :=  5^  -4-  3*  -f- . .  .  -|-  s*  ,  où  k  est  un  nombre 
entier  positif,  est  donc  une  fonction  uniforme.  D'ailleurs,  cette 
fonction  ne  peut  avoir  que  des  singularités  polaires.  En  eflet,  dans 
le  domaine  d'un  point  quelconque  à  distance  finie  a;  =  a,  les  déve- 
loppements de  ^1 ,  ^27  •  >  .  ^  Zp  ne  présentent  qu'un  nombre  fini  de 
termes  à  exposants  négatifs.  Il  en  est  donc  de  même  du  dévelop- 
pement de  Uk»  D'ailleurs,  la  (onction  Uft  étant  uniforme,  son  déve- 
loppement ne  peut  renfermer  de  puissances  fractionnaires.  Le 
point  a  est  donc  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  Uky  et  il  en 
est  de  même  du  point  à  l'infini.  La  fonction  u/^  est  donc  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /r;  il  en 
est  par  suite  de  même  des  fonctions  symétriques  simples,  telles 
que  S5/,  ^ZiZic  .  . . ,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Cela  posé,  supposons  qu'en  allant  du  point  a  à  un  autre  point 
quelconque  x  du  plan  par  tous  les  chemins  possibles  on  ne  puisse 
obtenir  comme  valeurs  finales  (|ue  p  des  racines  de   l'équation 

ï^(^»r)  =  o,        {p<n). 

Ces  p   racines  y^^  y^^    ...,  yp   ne    peuvent   évidemment    que 


(  '  )  Il  suffit,  pour  le  démontrer  en  toute  rigueur,  d'un  raisonnement  analogue 
à  celui  de  la  page  >'|5. 
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s'échanger  lorsque  la  variable  x  décrit  un  contour  fermé,  et  elles 
jouissent  de  toutes  les  propriétés  des  p  branches  2|,  Sj,  . .  . ,  5^, 
de  la  fonction  analeptique  z  que  nous  venons  d'étudier.  On  en  con- 
clut quejKiî  ^21  •  •  ">yp  seraient  racines  d'une  équation  de  degré/? 
F«  (oT,  ^)  =  o  à  coefficients  rationnels.  L'équation  F(a;,  i')  =  o 
admettrait  donc  toutes  les  racines  de  l'équation  F|(ar,  y)  =  o, 
quel  que  soit  jr,  et  le  polynôme  F  (a:,  j>^)  ne  serait  pas  indécom- 
posable, contrairement  à  l'iijpothèse.  Si  l'on  n'apporte  aucune 
restriction  an  chemin  décrit  par  la  variable  x^  les  n  racines  de 
l'équation  (38)  doivent  donc  être  considérées  comme  des  branches 
distinctes  d'une  seule  fonction  analytique,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
remarqué  sur  quelques  exemples  simples  (n°  264). 

Imaginons  que  de  chacun  des  points  critiques  on  trace  une  cou- 
pure indéfinie  de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre 
elles.  Si  le  chemin  suivi  par  x  est  assujetti  à  ne  franchir  aucune 
coupure,  les  n  racines  sont  des  fonctions  uniformes  dans  tout  le 
plan,  car  deux  chemins  ayant  les  mêmes  extrémités  pourront  se 
ramener  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  continue  sans  traverser 
aucun  point  critique  (n°  343).  Pour  pouvoir  suivre  la  variation 
d'une  racine  le  long  d'un  chemin  quelconque,  il  suffira  de  con- 
naître la  loi  de  permutation  de  ces  racines  lorsque  la  variable 
décrit  un  lacet  autour  de  chacun  des  points  critiques. 

Remarque.  —  Ce  qui  rend  l'élude  des  fonctions  algébriques  relativement 
facile,  c'est  qu'on  peut  déterminer  a  priori^  par  des  calculs  algébriques, 
les  points  singuliers  de  ces  fonctions.  Il  n'en  est  plus  de  même  en  général 
pour  les  fonctions  implicites  non  algébriques,  qui  peuvent  avoir  des  points 
singuliers  transcendants.  Par  exemple,  la  fonction  implicite  ^(ar)  définie 
par  l'équation  e^ — x —  i  =o  n'admet  aucun  point  critique  algébrique, 
mais  elle  admet  le  point  singulier  transcendant  x  •=  —  i. 

359.  Intégrales  abéliennes.  — Toute  intégra  le  I  =  l  K{Xyy)dx, 

où  K{Xy  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  dey,  et  où  y  est 
la  fonction  algébrique  définie  par  l'équation  F(^,y)=  o,  est  une 
intégrale  abélienne  attachée  à  celte  courbe.  Pour  achever  de 
déterminer  cette  intégrale,  il  faut  se  donner  la  limite  inférieure  x^y 
et  la  valeur  correspondante  j^o  choisie  parmi  les  racines  de  l'équa- 
iion  ¥{xQy y)^=z  o.  Voici  quelques-unes  des  propriétés  générales 
les  plus  importantes  de  ces  intégrales.  Quand  on  va  du  point  J:^o 
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à  un  point  quelconque  x  par  lous  les  chemins  possibles,  toutes 
les  valeurs  de  riiilégrale  I  sont  comprises  dans  Tune  des  formules 

Ii,  I2,  ...  I,,  étant  les  valeurs  de  l'intégrale  qui  correspondent  à 
certains  chemins  déterminés,  mi,  ma,  .  .  .  ntr  des  nombres  entiers 
arbitraires  et  (o,,  0)2,  . .  .  co;.  des  périodes.  Ces  périodes  sont  de 
deux  sortes;  les  unes  proviennent  de  lacets  décrits  autour  des 
pôles  de  la  fonction  R(^,  y);  ce  sont  les  périodes  polaires.  Les 
autres  proviennent  de  contours  fermés  appelés  cycles,  entourant 
plusieurs  points  critiques;  ce  sont  les  périodes  cycliques.  Le 
nombre  des  périodes  cvcliques  distinctes  ne  dépend  que  de  la 
relation  algébrique  considérée  F(^,  y)=zo]  il  est  égal  à  2/?, 
p  désignant  le  genre  de  cette  courbe  (n"  340).  Au  contraire,  le 
nombre  des  périodes  polaires  peut  être  quelconque.  Au  point  de 
vue  des  singularités,  on  distingue  trois  classes  d'intégrales  abé- 
liennes.  On  appelle  intégrales  de  première  espèce  celles  qui 
restent  finies  dans  le  voisinage  de  toute  valeur  de  x]  si  leur 
module  augmente  indéfiniment,  ce  ne  peut  être  que  par  Taddition 
d'une  infinité  de  périodes.  Les  intégrales  de  seconde  espèce  sont 
celles  qui  admettent  un  pôle  unique,  et  les  intégrales  de  troisième 
espèce  admettent  deux  points  singuliers  logarithmiques.  Toute 
intégrale  abélienue  est  une  somme  d'intégrales  des  trois  espèces, 
et  le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  première  espèce  est  égal 
au  genre. 

L'étude  de  ces  intégrales  se  fait  très  facilement  à  l'aide  de 
surfaces  planes  à  plusieurs  feuillets,  appelées  surfaces  de  Rie- 
mann.  Nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  ici.  Nous  donnerons 
seulement,  à  cause  de  son  caractère  tout  à  fait  élémentaire, 
la  démonstration  d'une  proposition  fondamentale,  découverte 
par  Abel. 

360.  Théorème  d'AbeL  —  Pour  énoncer  les  résultats  plus  faci- 
lement, considérons  la  courbe  plane  C  représentée  par  l'équa- 
tion F(x,  y)=o,et  soit  ^(x^  y)=  o  l'équation  d'une  autre 
courbe  plane  algébrique  C.  Ces  deux  courbes  ontN  points  com- 
muns (Xi ,  yi  ),  (x2t  ^2),  •  '  - 1  (^Nî  y^)  (le  nombre  N  étant  égal  au 
produit  des  degrés  des  deux  courbes).  Soit  K(x^y)  une  fonction 
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rationnelle  ;  considérons  la  somme  suivante 
(39)  '  =  Zi  /         R(^,7)^. 


/ 


R(a:,  y)dx  désignant  l'intégrale  abélienne  prise   depuis 

un  point  (ixe  Xq  jusqu'au  point  xi  suivant  un  chemin  qui  con- 
duit pour  y  de  la  valeur  initiale  y^  à  la  valeur  finale  j^/,  et  la 
valeur  initiale  ^0  dey  étant  la  même  pour  toutes  ces  intégrales. 
Il  est  clair  que  la  somme  I  n'est  déterminée  qu'à  une  période 
près,  comme  chacune  des  intégrales  elles-mêmes.  Imaginons 
maintenant  que  quelques-uns  des  coefficients  a< ,  aj,  .  .  .,  aj^  du 
polynôme  4>(a;,y)  soient  variables.  Lorsque  ces  coefficients  varient 
d'une  manière  continue,  les  points  xi  varient  eux-mêmes  d'une 
manière  continue,  et  lorsque  aucun  de  ces  points  ne  passe  par  un 

des  points  de  discontinuité  de  l'intégrale  /  R(j?,y)rfa:,  la  somme  I 

varie  elle-même  d'une  manière  continue,  pourvu  que  Ton  suive  la 
variation  continue  de  chacune  des  intégrales  qui  y  figurent  tout 
le  long  du  chemin  décrit  par  la  limite  supérieure  correspondante. 
La  somme  I  est  donc  une  fonction  des  paramètres  ai,  a^^  • . .,  a^* 
dont  nous  allons  chercher  la  forme  analytique. 

Désignons  d'une  façon  générale  par  SV  la  différentielle  totale 
d'une    fonction   quelconque   V    par   rapport   aux    variables  ai, 

tfTj,    •  •  •  ,  Ukj 

0  V  =  ^ —  oai  H- ...  -h  - —  oa*. 
dui  oa/c 

Nous  avons,  d'après  la  formule  (Sg), 


ol  =]^R(t/,  y/)o:rt. 


/  =1 


Des  deux  relations  F(^i,  j>^/)=  o,  4>(.ri,y,):=  o,  on  lire 
_  0^,4-  ^^  oy,  =  o,         —  ôor.-h  ^^  oj.,^  ô*,  =  o, 

et   par  suite  ùXi-=:W[xi^yi)o^iy  W^Xi^yi)  étant   une   fonction 
rationnelle  de  Xi^yi^  a^^a^^  . . . ,  a^,  et  4>/  étant  mis  pour  4>(j:ô//)- 


II.   —   PONCTIONS  IMPLICITES   ET  ALGEBRIQUES.  297 

Nous  avons  donc 


i  =  .N 


ol  =  2  R(  Xiy  yt)  ^{Xi,  Xi)  o<ï>/ ; 


/  =  ! 


le  coefficient  de  oa^  dans  le  second  membre  est  une  fonction  ration- 
nelle symétrique  des  coordonnées  des  N  points  {xi^  yi)  communs 
aux  deux  courbes  C,  C;  la  théorie  de  l'élimination  prouve  que 
c'est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux  po- 
lynômes ¥{x^y)  et  <I>(x,y),  et  par  suite  une  fonction  rationnelle 
de  a« ,  a-j,  . . . ,  «a.  Il  en  est  évidemment  de  même  des  coelficienls 
de  8a2>  •  •  «^  Sa^,  et  I  s'obtiendra  par  l'intégration  d'une  différen- 
tielle totale 

où  -rc, ,  712,  . . . ,  7C)t  sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  a< , 
«2>  •  •  •  »  ^A'  Or  rinléi»ration  ne  peut  introduire  d'autres  transcen- 
dantes que  des  logarithmes.  La  somme  I  est  donc  égale  à  une 
fonction  rationnelle  des  coefficients  ax^  a^^  . . . ,  û^a,  augmentée 
d^une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  rationnelles  des 
mêmes  coefficients,  chacun  de  ces  logarithmes  étant  multiplié 
par  un  facteur  constant.  Telle  est,  sous  sa  forme  la  plus  générale, 
l'énoncé  du  théorème  d'Abel.  En  langage  géométrique,  on  peut 
dire  aussi  que  la  somme  des  valeurs  d\ine  intégrale  abélienne 
quelconque,  prises  depuis  une  origine  commune  jusqu^aux  N 
points  d'intersection  de  la  courbe  donnée  avec  une  courbe 
variable  de  degré  m,  4>(x,  y)z=o^  est  égale  à  une  fonction 
rationnelle  des  coefficients  de  ^{x^  y),  augmentée  d'une 
somme  d'un  nombre  fini  de  logarithmes  de  fonctions  ration- 
nelles des  mêmes  coefficients,  chaque  logarithme  étant  mul- 
tiplié  par  un  facteur  constant. 

Le  second  énoncé  paraît  au  premier  abord  plus  frappant;  mais, 
dans  les  applications,  il  faut  toujours  se  reporter  par  la  pensée  à 
l'énoncé  analytique  pour  évaluer  la  variation  continue  de  la 
somme  I  qui  correspond  à  une  variation  continue  des  para- 
mètres a^y  a2,  .  • . ,  «A.  Le  théorème  n'a  de  sens  précis  que  si  l'on 
tient  compte  des  chemins  décrits  par  les  N  points  x^,  x^y  . . . ,  ^n 
sur  le  plan  de  la  variable  x. 

L'énoncé  devient  d'une  simplicité  remarquable  lorsque  l'inlé- 
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grale  esl  de  première  espèce.  En  effet,  si  tti,  112,  .  .  . ,  11*  D^étaienl 
pas  identiquement  nuls,  on  pourrait  trouver  un  système  de  va- 
leurs ai^=a\y  ...,  aA  =  a]t  po"**  lequel  I  deviendrait  infini. 
Soient  (.t\  ,  y',),  .  . . ,  (^n,Xn)  '^^  points  de  rencontre  de  la  courbe  C 
avec  la  courbe  C  qui  correspond  aux  valeurs  a\y  .  . . ,  a'f.  des  para- 

mètres.  L'intégrale    /         R(^,  y)  dx  augmenterait  indéfinimenl 

lorsque  la  limite  supérieure  tendrait  vers  Tun  des  points  {x\^y\)\ 
ce  qui  est  impossible  si  l'intégrale  est  de  première  espèce.  Par 
suite,  on  a  SI  =  o,  et  lorsque  ai ,  «2»  •••>«*  varient  d'une  manière 
continue,  I  reste  constant;  le  théorème  d*Abel  peut  alors  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

Etant  données  une  courbe  fixe  C  et  une  courbe  variable  C 
de  degré  m,  la  somme  des  accroissements  d^une  intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  C,  le  long  des 
lignes  continues  décrites  par  les  points  d* intersection  de  C 
avec  C,  est  égale  à  zéro. 

Remarques,  —  Nous  supposons  que  le  degré  de  la  courbe  QJ 
reste  constant  et  égal  à  /w.  Si,  pour  certaines  valeurs  particulières 
des  coefficients  ai,  «2»  •••>  ^a?  ce  degré  venait  à  s'abaisser, 
quelques-uns  des  points  d'intersection  de  C  avec  CJ  devraient  être 
considérés  comme  rejetés  à  Tinfini,  et  il  faudrait  en  tenir  compte 
dans  l'application  du  théorème.  Mentionnons  aussi  cette  remarque 
à  peu  près  évidente  que,  lorsque  quelques-uns  des  points  d'inter- 
section de  C  avec  C  sont  fixes,  il  est  inutile  de  faire  figurer  les 
intégrales  correspondantes  dans  la  somme  I. 

361.  Application  aux  intégrales  ultra-elliptiques.  —  Les  appli- 
cations du  théorème  d'Abel  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie  sont 
extrêmement  nombreuses  et  importantes.  Nous  allons  calculer 
explicitement  51  dans  le  cas  des  int«»grales  ultra-elliptiques. 

Considérons  la  relation  algébrique 

le  polynôme  R(j:^)  étant  premier  avec  sa  dérivée;  nous  suppose- 
rons que  Aq  peut  être  nul,  mais  que  Ao  et  \|  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois,  de  sorte  que  R(x)  est  de  degré  2/?  -h  i  ou  de  degré  2/?  -h  2. 
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Soit  Q(^)  un  polynôme  quelconque  de  degré  q\  prenons  pour 
origine  une  valeur  de  x  n^annulant  pas  R(x),  et  soit  y^  une 
racine  de  l'équation  y*-*  :=  R(j:o)-  Nous  poserons 


v{or,y)=^ 


f 


'■'■^'  q(x)dx 


Tintégrale  étant  prise  suivant  un  chemin  allant  de  ûCq  k  x^  et  y 

désignant  la  valeur  finale  du  radical  ^R(x)  lorsqu'on  part  de  Xq 
avec  la  valeur  ^o-  Pour  étudier  le  sjslème  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  C  représentée  par  l'équation  (4o)  avec  une  autre 
courbe  algébrique  C,  on  peut  évidemment  remplacer  dans  l'équa- 
lion  de  cette  dernière  courbe  une  puissance  paire  de^,  telle  que 
y^'*,  par  [R(^)]'*  et  une  puissance  impaire  y^'^^  par  ^[R(^)]'*. 
Ces  substitutions  étant  faites,  l'équation  obtenue  ne  renfermera 
plus  y  qu'au  premier  degré  et  l'on  peut  supposer  l'équation  de  la 
courbe  G'  de  la  forme 

(4i)  y?(^)— /(^)  =  o, 

/{x)el^{x)  étant  deux  |)olynomes  premiers  entre  eux,  de  degrés  X 
et  jji  respectivement,  dont  nous  supposerons  quelques-uns  des 
coefficients  variables.  Les  abscisses  des  points  d'intersection  des 
deux  courbes  C  et  C  sont  racines  de  l'équation 

(4a)  i\,(x)=p{x)  -  K(x)oHx)  =  o, 

de  degré  N.  Pour  certains  systèmes  particuliers  de  valeurs  des 
coefficients  variables  dans  les  deux  polynômes  /{x)  et  <f  (^),  il 
peut  se  faire  que  le  degré  de  l'équation  soit  inférieur  à  N; 
quelques-uns  des  points  d'intersection  sont  alors  rejetés  à  Tinfini, 
mais  les  intégrales  correspondantes  doivent  figurer  dans  la  somme 
que  nous  allons  étudier.  A  toute  racine  xi  de  l'équation  (4'^)  cor- 

respond  une  valeur  de  y  bien  déterminée  j^/=  —  'y  Gela  posé, 
considérons  la  somme 

1  =  1  ,_,  •■  u'o.r.i     ^     ^    ' 


nous  avons 


N  N 
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car  la  valeur  finale  du  radical  au  point  xi  doit  être  égale  à  yi^ 
c'est-à-dire  à  — — ~*  D'autre  part,  de  Téqualion  <L(^/)  =  o,  on  tire 

et,  par  suite, 

N 

'"^         /(Xi)  ^  f(^,) 


ol 


1=  I 


ou,  en  tenant  compte  de  Téqualiofi  (4^)  elle-même, 


N 


(43)  «1=2 


1=1 


2Q(.r/)(o/Q//  — //8y/) 


Calculons  par  exemple  le  coefficient  de  Sa^  dans  SI,  a^  élanl  le 
coefficient  supposé  variable  de  x^  dans  le  polynôme  f{x)]  Sa*  ne 
figure  pas  dans  O'^/  et  il  est  multiplié  par  a:*  dans  8//.  Le  coeffi- 
cient cherché  de  ùa^  est  donc  égal  à 


1=1  «=l     , 


en  posant  ir(x)=:  Q(^)ç(a:)x*.  La  somme  précédente  doit  être 
étendue  à  toutes  les  racines  de  l'équation  tj;(x)  =  o;  c'est  une 
fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces  racines,  et  par  suite  une 
fonction  rationnelle  des  coefficients  des   deux  polynômes  f{x) 

et  «p(^).  On  peut  en  faciliter  le  calcul  en  observant  que  Vt,^   -. 

est  égal  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  rationnelle  tt-t 

relatifs  aux  N  pôles  à  distance  finie  j?i,  ^2,  . . .,  x^.  D'après  une 
proposition  générale,  cette  somme  est  aussi  égale  au  résidu  relatif 
au  point  à  l'infini  changé  de  signe  (n**  310).  On  obtiendra  donc 
le  coefficient  de  Sa*  par  une  simple  division. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  si  l'intégrale  v[x^  y)  est  de  première 
espèce,  ce  coefficient  est  nul.  On  a  par  hypothèse  ^=/>  —  li  '^ 
degré  de  '^^{x)  est  ^r  -f-  jjl  -|-  A"  et  l'on  a 

Cherchons  le  degré  de  '\{x).  S'il  n'y  a  aucune  réduction  entre 
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les  termes  du  plus  haut  degré  de  K{ûr)f^(x)  et  de/^{x),  on  a 

'2XIN,        -2/? -+- i-h  2  fX  £  N , 
d'où 

X  ■+-  [x-hp  -h  il  N, 

et  a  fortiori 

A  -4-  [x-h/>-+-i^N. 

S'il  j  avait  réduction  entre  ces   deux  termes,   on  aurait 

X  =  îx-r-/>  -H  1; 

mais  le  terme  affX^"^^  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  autre  on 
aurait  ).  +  /r  ^  N ,  d'où  la  même  inégalité  que  tout  à  l'heure.  Il  s'en- 
suit que  Ton  a  toujours 

Le  résidu  de  la  fonction  rationnelle  -7- — •  relatif  au  point  à  l'infini 

est  donc  nul,  car  le  développement  commencera  par  un  terme 

en  —,  ou  de  degré  supérieur.  On  verra  de  la  même  façon  que  le 

coefficient  de  86^,  dans  81,  bh  étant  un  des  coefficients  variables 
du  polynôme  <p(^),  est  nul,  lorsque  le  polynôme  Q(^)  est  de 
degré  p  —  i  ou  de  degré  inférieur.  Le  résultat  est  bien  d'accord 
avec  la  théorie  générale. 

Prenons  par  exemple  <p(x)  =  i ,  et  posons 

«oj  CLh-,  *  *  •'^ap  étant  p  -f-  i  coefficients  variables.  Les  deux  courbes 

^«=R(^),       y=/{x) 

se  coupent  en  2p  -t-  1  points  variables,  et  la  somme  des  valeurs 
de  l'iniégrale  ^(^,  y)  depuis  une  origine  commune  jusqu'à 
ces  ip  -H  I  points  d'intersection  est  une  fonction  algébrico-loga- 
rithmique  des  coefficients  a^^  Oy,  . . .,  ap.  Or,  l'on  peut  disposer 
de  ces  p  -f- 1  coefficients  de  façon  que/>  +  i  de  ces  points  d'in- 
tersection soient  des  points  quelconques  donnés  à  l'avance  de  la 
courbe y^  =  R(:r),  et  les  coordonnées  des/?  points  restants  seront 
des  fonctions  algébriques  des  coordonnées  des  {p -i- \)  points 
donnés. 
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La  somme  des  p  +i  intégrales 

prises  depuis  une  origine  commune  jusqu'à  p  +  i  points  arbi- 
traires, est  donc  égale  à  la  somme  de/>  intégrales  dont  les  limilcs 
sont  des  fonctions  algébriques  des  coordonnées 

augmentée  de  quantités  algébrico-logarithmiques.  Il  est  clair  que 
par  des  réductions  successives  la  proposition  s'étend  à  la  somme 
de  m  intégrales,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque  supérieur 
à  />.  En  particulier,  Ja  somme  d'un  nombre  quelconque  d'inté- 
grales de  première  espèce  peut  se  ramener  à  la  somme  de  p  inté- 
grales seulement.  Cette  propriété,  qui  s'étend  aux  intégrales 
abéliennes  les  plus  générales  de  première  espèce,  constitue  le 
théorème  d'addition  de  ces  intégrales. 

Dans  le  cas  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  le  théorème 
d'Abel  conduit  précisément  à  la  formule  d'addition  pour  la  fonction  pu. 
Considérons  en  effet  la  cubique  normale 

y^=  4^^  —  gi^  —  gi, 

et  soient  Mi(ari,^i),  Mj(a7j,^j),  M3(ar3,  ^j)  les  points  d'intersection  de 
cette  cubique  avec  une  droite  D.  D'après  le  théorème  général,  la  somme 

/*<^"y'>  dx  r^'""^'*  dx  r''"^'  dx 

est  égale  à  une  période,  car  les  trois  points  Mi,  Mj,  Ma  sont  rejetés  à 
l'infini,  lorsque  la  droite  D  s'en  va  elle-même  à  l'infini.  Or,  si  Ton  emploie 
la  représentation  paramétrique  x  =  pu^  y  =  p'u  pour  la  cubique,  le para- 

Jr  "^^*  dx 

'  -*  et  la 

formule  précédente  exprime  que  la  somme  des  arguments  Ui,  Oj,  Mj  qui 
correspondent  aux  trois  points  Mi,  M^,  Mj,  est  égale  à  une  période.  Nous 
avons  vu  plus  haut  comment  cette  relation  est  équivalente  à  la  formule 
d'addition  relative  à  la  fonction  pi^  (n"*  338). 

362.  Extension  de  la  formule  de  Lagrange.  —  Le  théorème  général 
sur  les  fonctions  implicites  définies  par  un  système  d'équations  simul- 
tanées (I,  n°  188)  s'étend  aussi  aux  variables  complexes,  pourvu  que  l'on 
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conserve  les  autres  hypothèses  de  l'énoncé.  Considérons  par  exemple  les 
deux  équations  simultanées 

(44)  Pix.y)  =  X'—a  —  a/(x,jrj=,o,     q{x,y)  =  y —  b —  ^^(x,y)  =  o, 

où  X  et  j^  sont  des  variables  complexes,  /(x,  y)  et  «p(x,  y)  des  fonctions 
holomorphes  de  ces  deux  variables  dans  le  voisinage  du  système  de 
valeurs  x  =  a^y  =  b.  Pour  a  =  o,  P  =  o,  les  équations  (44  )  admettent  le 

système  de  solutions  x  =  a,  y  =  b,  et  le  déterminant  -p^ — ^— ^  se  réduit 

D{x,y) 

à  Tunité.  Donc,  d'après  le  théorème  général,  les  équations  (44)  admettent 
un  système  de  racines  et  un  seul  tendant  vers  a  et  b  respectivement 
lorsque  a  et  p  tendent  vers  zéro,  et  ces  racines  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  a  et  de  p.  Laplace  a  étendu  le  premier  à  ce  système  d'équa- 
tions la  formule  de  Lagrange  (n"  309). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  des  points  a  et  b  comme  centres  on 
décrive,  dans  les  plans  des  variables  a;  et  y  respectivement,  deux  cercles  G 
et  G'  de  rayons  r  et  r'  assez  petits  pour  que  les  fonctions  f{x^y)  et  cp(a;,  y) 
soient  holomorphes  lorsque  les  variables  x  e\.  y  restent  à  l'intérieur  des 
cercles  G,  G',  ou  sur  ces  cercles  eux-mêmes;  soient  M  et  M'  les  valeurs 
maximum  de  \f{x^y^\  et  de  |cp(a7,  y^\  dans  ce  domaine.  Nous  supposerons 
de  plus  que  les  constantes  a  et  ^  satisfont  aux  conditions  M|a|<r, 
M'IpKr'. 

Gela  étant,  donnons  à  x  une  valeur  quelconque,  à  Tintérieur  de  G  ou 
îîur  le  cercle  lui-même;  l'équation  Q(a7,  y)  =  o  est  vérifiée  pour  une  seule 
valeur  de  ^  à  l'intérieur  de  G',  car  l'argument  de  y — h  —  ^^(x.^  y) 
augmente  de  air  lorsque^  décrit  G'  dans  le  sens  direct  (n**  307).  Gette 
racine  est  ;une  fonction  holomorphe  ^i  =  ^{x)  de  x  dans  le  cercle  G.  Si 
l'on  remplace  y  par  celte  racine  y^  dans  P(a?,  y\)^  l'équation  obtenue 
X  —  a  —  Oif(x,  ^i)  =  o  admet  une  racine  et  une  seule  à  l'intérieur  de  G, 
pour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure. 

Soit  J7  =  Ç  cette  racine,  et  soit?)  la  valeur  correspondante  de^,  ir)  =  4*  (0* 
La  formule  de  Lagrange  généralisée  a  pour  but  de  développer  suivant  les 
puissances  de  a  et  de  p  toute  fonction  F(  J,  73)  holomorphe  dans  le  domaine 
que  nous  venons  de  définir. 

Considérons  pour  cela  l'intégrale  double 


(45)  I 


=  f  dx  f 


F(x,y)dy      ^ 
P{x,y)(l(x,yy 


X  étant  un  point  du  cercle  G,  P(a7,  y)  ne  peut  s'annuler  pour  aucune 
valeur  de  ^  intérieure  à  G,  car  l'argument  de  x  —  a  —  ^/(^i  y)  revient 
forcément  à  sa  valeur  initiale  lorsque  y  décrit  G',  x  étant  un  point  fixe 
de  G.  Le  seul  pôle  de  la  fonction  sous  le  signe  intégral,  considérée  comme 
fonction  de  la  seule  variable^,  est  donc  le  pôle^  =  ^t>  donné  par  la 
racine  de  Q(:r,  j^)=  o,  qui  correspond  à  la  valeur  de  x  située  sur  le  con- 
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tour  C,  et  Ton  a,  après  une  première  intégration, 


/ 


=  *1  ITZ 


Le  second  membre,  si  l'on  y  suppose  yi  remplacé  par  la  fonction  holo- 
morphe^(j7)  définie  plus  haut,  admet  à  son  tour  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  à  l'intérieur  de  G,  le  point  ^  =  $,  auquel  correspond  la  valeur  j'j  =  t;, 
et  le  résidu  correspondant  est,  comme  le  prouve  un  calcul  facile. 


5 

L'intégrale  double  I  a  donc  pour  valeur 


I  =  —  4^^ 


ri>(p,  Q)i 


D'autre  part,  on  peut  développer  p^  en  série  uniformément    conver- 
gente 

(x  —  a  —  0Lf){y'—  b  —  P'^)  ~"  Z^  {x  —  a )'"-•-» {y  —  b )«^-i  ' 
ce  qui  nous  donne  I  =  2J;„«a'"p'*,  où 

Cette  intégrale  a  déjà  été  calculée  (n**  332),  et  nous  avons  trouvé  qu'elle 
est  égale  à 

__    4"^*     ()m-H/*[F(a,  b)f»'{a,  b)^'Ha,  b^\ 
m  !  n  !  da"^  ôb'^  ' 

En  égalant  les  deux   valeurs  de  I,   on  obtient  la  formule  chercliée  qui 
offre  une  analogie  évidente  avec  la  formule  (5o)  (n°  309)    ' 

(ff^\  F(^  ^i)         _Yy  g^p^  d^'^-^"[¥{a,b)f'n{a^b)^na.b}\ 


e         m      n 
0 

On    pourrait    obtenir   aussi    une   seconde  formule   analogue  à    la   for- 
mule (5i)  (p.  iJi)  en  posant 

mais   les   coefficients  de  celte  seconde  formule  sont  moins  simples  que 
dans  le  cas  d'une  seule  variable. 


»•••■ 
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EXERCICES. 

1.  Toute  courbe  algébrique  C,i  de  degré  n  et  de  genre />  peut  se  ramener 
par  une  transformation  birationnelle  à  une  courbe  de  degré/?  H- 2. 

[On  procède  comme  au  n°  340,  en  coupant  la  courbe  donnée  par  un 

faisceau  de  courbes  C,i-t  passant  par 3  points  de  G^  parmi 

lesquels  sont  les p  points  doubles,  et  I  on  pose 

x=5î,       Y  =  2-', 

l'équation  du  faisceau  étant  9i(  J*,  y)  -h  X^i(iF,  y)  -h  (jLcpj(ar,  y)  =^  o.] 

2.  Déduire  de  l'exercice  précédent  que  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe  de  genre  2.  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  d'un 
paramétre  t  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  R(0>  du  cinquième  ou 
du  sixième  degré,  premier  avec  sa  dérivée. 

[On  peut  commencer  par  montrer  que  la  courbe  correspond  point  par 
point  à  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  un  point  double.] 

3.  On  considère  la  cubique  Gavant  pour  équation  xy(ax  -^  by)  ^=  i, 
et  une  droite  variable  D.  La  somme  algébrique  des  aires  balayées  par  les 
rayons  vecteurs  qui  joignent  l'origine  aux  trois  points  d'intersection  de  la 
cubique  avec  la  droite  D  est  nulle,  lorsque  cette  droite  se  déplace  d'une 
manière  quelconque. 

I  On  s'appuie  sur  ce  que  l'intégrale  abélienne  /  x  dy — ydxy  attachée 
à  la  courbe  G,  est  de  première  espèce. 

-4*  Soit  j^  =  «137 -+- aja7*-4-. . .  le  développement  en  série  entière  d'une 
fonction  algébrique,  racine  d'une  équation  F(j',  j^)  =  o,  où  F{Xjy)  est 
un  polynôme  à  coefficients  entierSj  le  point  de  coordonnées  ar  =  0,^  =  0, 
étant  un  point  simple  de  la  courbe  représentée  par  F(a7,  y)  =  o.  Tous  les 
coefficients  «i,  aj,  ...  sont  des  fractions,  et  il  suffît  de  changer  x  en  Ka?, 
K  étant  un  nombre  entier  convenable,  pour  que  tous  ces  coefficients  de- 
viennent entiers.  [Eisenstein.] 

[On  remarque  qu'il  suffit  d'une  transformation  de  la  forme  x  =  k^x\ 
y  =.  ky' ,  pour  que  le  coefficient  àe  y'  dans  le  premier  membre  de  la  nou- 
velle relation  soit  égal  à  un,  tons  les  autres  coefficients  étant  entiers.] 


>•••< 
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CHAPITRE  XVIII. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 
MÉTHODES  ÉLÉMENTAIRES   D'INTÉGRATION. 


I.  —  FORMATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

363.  Élimination  des  constantes.  —  CoDsidérons  une  fainil^e  de 
courbes  planes  représentées  par  l'équation 

(l)  F(^,  ^,  Cl,  C,,    ...,   Cn)  =  0, 

qui  dépend  de  n  constantes  arbitraires.  Si  Ton  attribue  à  ces  con- 
stantes des  valeurs  déterminées,  mais  quelconques,  les  d^ï'ivëes 
successives  de  la  fonction  v  de  la  variable  x  définie  par  l'équ^lion 
précédente  sont  fournies  par  les  relations 

d¥       d¥    , 
(a)  ^  ôx-^  '^'^  dxdy^  '^  dy^  ^    ^  dy^~^' 


()«F  d¥    ,  , 

--—  H-.. .-h  -^y^n)  =  o; 
dx"^  oy  ^ 

en  s'arrêtant  à  la  relation  qui  permet  de  calculer  la  dérivée 
d'ordre  n,  on  aura  en  tout  (n  +  i)  relations  entre  jc,  j^?  /? 
y" ^  . .  .,  J^^"',  et  les  constantes  Ci,  C2,  .  .  .,  Cn*  L'élimination  ^^ 
ces  n  constantes  conduit  en  général  à  une  relation  unique  écrire  x, 

(3)  ^^x^y,y',y\  ...,>'<''0=:o. 

D'après  la  façon  même  dont  cette  équation  (3)  est  obtenue,  il 
est  clair  que  toute  fonction  définie  par  la  relation  (i)  satisfait  à 
l'équation  (3),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  au^  con- 
stantes C/;  on  dit  que  c'est  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
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tion  dillerenlielle  (3).  L^ensemble  de  ces  intégrales  particulières 
est  IHniégrale  générale  de  la  même  équation.  Pour  employer  le 
langage  géométrique,  ce  qui  est  souvent  commode,  nous  dirons 
aussi  que  toute  courbe  représentée  par  Féquation  (i)  est  une 
courbe  intégrale  de  l'équation  (3),  ou  que  Téquation  (3)  est 
Téquation  difTérenlielle  de  la  famille  de  courbes  considérée.  Nous 
voyons  que  U ordre  de  l'équalion  différentielle  est  égal  au  nombre 
des  constantes  arbitraires  dont  dépend  cette  famille  de  courbes. 
Il  est  clair  du  reste  que  le  raisonnement  ne  prouve  nullement  que 
Péquation  (3)  n'admet  pas  d'autres  intégrales  que  celles  qui  sont 
représentées  par  Téquation  (i);  elle  peut  en  effet  en  avoir  d'autres, 
comme  on  le  verra  un  peu  plus  loin. 

Tout  ceci  ne  s'applique  pas  aux  cas  exceptionnels  où  l'élimination  des  n 
paramètres  c/  entre  les  (/i-4-  i)  relations  (i)  et  (2)  conduirait  à  plusieurs 
relations  distinctes  entre  a^,^,^',^,  ...,^''»^0n  pourrait  alors  en  trouver 
one  ne  renfermant  pas  x^''^  de  sorte  que  la  famille  de  courbes  considérée 
serait  formée  par  les  courbes  intégrales  d'une  équation  différentielle  d'ordre 
inférieur  à  n.  Ceci  aura  lieu  si  ces  courbes  ne  dépendent  en  réalité  que 
de  n — p  paramétres  (/>  >o);  par  exemple  les  courbes  représentées  par 
l'équation  F[a:,  j^,  îp(a,  h)\  =  o  ne  dépendent  qu'en  apparence  de  deux 
paramètres  arbitraires  a  et  6  :  en  réalité,  elles  ne  dépendent  que  d'un  seul 
paramètre  variable  c  =  ^(a,  b).  Mais  il  peut  aussi  se  produire  un  abaisse- 
ment de  l'ordre  de  l'équation  différentielle  dans  un  autre  cas.  Par  exemple, 
les  courbes  représentées  par  l'équation  ^*  =  laocy  -t-  bx"^  dépendent  bien 
de  deux  paramètres  distincts  a  et  6,  et  cependant  ces  courbes  satisfont 
toujours  à  l'équation  y  =  xy\  Ceci  tient  à  ce  que  ces  courbes  se  décom- 
posent en  un  système  de  deux  droites  passant  par  l'origine,  et  que  chacune 
d'elles  est  une  intégrale  de  l'équation  j'  =  ocy' , 

Exemples,  —  Les  droites  passant  par  un  point  fixe  (a,  b)  sont  repré- 
sentées par  l'équation 

(4)  r-6  =  C(x-a), 

et  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  C.  L'élimination  de  ce  paramétre 
entre  la  relation  précédente  et  la  relation  ^'=  C  conduit  immédiatement 
à  l'équation  différentielle 

(5)  7  — 6=y(a7  — a), 

de  ce  système  de  droites,  inversement,  on  peut  écrire  l'équation  (5) 

V      _       I 
y —  b  ~    X  —  a' 
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et  par  suite  toute  intégrale  de  cette  équation  vérifie  la  relation 

Log(y  —  b)  =  Log(x  — a)-h  LogC, 

qui  est  équivalente  à  l'équation  (4)- 

L'ensemble  des  droites  du  plan,  j=  Ci ar -+- d  forme  une  famille  à  deux 
paramètres,  dont  l'équation  différentielle  esty=o.  La  réciproque  est 
immédiate. 

Les  cercles  d'un  même  plan 

(6)  a:«-h 7*-+- aAarn- 9.By-h  C  =  o 

forment  une  famille  à  3  paramètres;  l'équation  différentielle  correspon- 
dante doit  donc  être  du  troisième  ordre.  En  différentiant  trois  fois  la 
relation  précédente,  il  vient 

j  a:-h^y-+-A-+-By=o,  1  -f-y«^jy-HBy=o, 

'  37>'-+-^y''-hBy'=o; 

l'élimination  de  B  entre  les  deux  dernières  formules  conduit  à  Féquation 
cherchée 

(8)  y"(n-y«)_3yyî=o. 

Les  seules  courbes  du  plan  satisfaisante  cette  équation  sont  les  cercles 
et  les  droites.  On  voit  d'abord  que  les  droites  sont  des  intégrales,  car 
l'équation  est  vérifiée  si  l'on  a  ^  =  o,  et  par  suite  y"  =  o.  Suppo- 
sons^*^ o;  nous  pouvons  écrire  l'équation  (8) 


y'     1  -+-  y^ 


d'où  nous  déduisons,  Ci  étant  une  constante  non  nulle, 

3 
Logy=  -Log(n-7'*)-hLogGi, 

ou 

y   =c.. 


(  •  +/')' 


Une  nouvelle  intégration  nous  donne 

,   ^         =C,a7-hC, 

s/i-t-y* 

ou 

,  Gja™  -h  Go 

y'  z= • 

v/i  —(0,07 -h  G,)«' 
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en  intégrant  encore  une  fois,  il  vient  enfin 

C,y  -+-  Cl  =  —  /i  — (G,ar-+-C,)«, 

ce  qui  est  Téquation  d'un  cercle. 

On  obtient  aisément  Téquation  difTérentielle  des  coniques  par  la  méthode 
suivante  indiquée  par  Halphen.  Si  la  conique  n'a  pas  de  direction  asymp- 
totique  parallèle  à  Oy,  l'équation  résolue  par  rapport  h  y  est  de  la  forme 


y  =  rhx  -\-  n  ^-  /a  j7*-4-  iB^  -h  C; 
après  deux  différentiations,  on  trouve 

AG-B« 

y= V 

(Aa7*-haBj7H-G)^ 
ou 

(y")    3=(AG  — B«)    ~\Xx*-h-iBT-^C)y 

de  sorte  que  {y")    '  est  un  trinôme  du  second  degré  en  x.  Pour  éliminer 

les  trois  coefficients  A,  B,  G,  il  suffira  donc  de  différentier  trois  fois,  et 
Tëquation  différentielle  cherchée  peut  s'écrire  sous  forme  abrégée 


^A(y)  ^]=o- 


En  effectuant  les  calculs,  on  aboutit  à  Téquation 

(  9  )  4o y»  -  4 5 y'yy  -4-  gy^y  =  « • 

Le  même  calcul  donne  aussi  Féquation  différentielle  des  paraboles.  En 

2 

effet,  pour  une  parabole,  l'on  a  A  =  o.  et  (y")    *  est  un  binôme  du  premier 
degré.  L'équation  différentielle  est  donc  sous  forme  abrégée 


Uyr-\'^. 


dx' 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 
(  lo)  5y"2—  3y>"=o. 


IL  -  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Tonte  équalion  difrérentielle  d'ordre  n^  formée  par  rélimina- 
lion  des  constantes,  admet  une  infinité  d'intégrales  dépendant 
de  n  paramètres  arbitraires.  Mais  il  n'est  nullement  évident  qu'une 
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équation  différentielle  donnée  a  priori  possède  des  intégrales. 
C^esl  là  une  question  fondamentale*  que  nous  reprendrons  au  Cha- 
pitre suivant.  Nous  allons  d'abord  passer  en  revue  quelques  tjpes 
simples  d^équations  différenlielles  du  premier  ordre,  dont  l'inlé- 
gralion  se  ramène  à  des  quadratures.  L'existence  des  intégrales 
sera  établie  par  la  méthode  même  qui  servira  à  les  obtenir.  Si,  au 
point  de  vue  de  la  logique  pure,  celte  marche  peut  être  critiquée, 
nous  observerons  sim|)lement  qu'elle  est  conforme  à  Tordre  histo- 
rique. 

364.  Séparation  des  variables.  —  Le  tjpe  le  plus  simple  d'équa- 
tion différentielle  est  Téquation  déjà  étudiée 

(..)  £-/<-)• 

où  y(^)  est  une  fonction  continue,  si  la  variable  x  est  réelle,  et 
une  (onction  analytique  si  Ton  regarde  la  variable  indépendante  x 
comme  une  variable  complexe.  Nous  avons  vu  que  cette  équation 
admet  une  infinité  d'intégrales  que  l'on  peut  représenter  par  la 
formule 


••  n 


la  limite  inférieure  Xq  pouvant  être  considérée  comme  fixe,  et  C 
désignant  la  constante  arbitraire.  L'équation 

(•3)  È=?(^> 

se  ramène  à  la  précédente  en  y  considérant  j^  comme  la  variable 
indépendante  et  x  comme  la   fonction  inconnue;  on  en  tire  en 

effet  -y-  =  —7 — :  et  par  suite 

«r      ?(r)      ^ 

D'une  façon  générale,  lorsqu'une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  est  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  la  fonction 
inconnue,  il  est  souvent  commode  de  Técrire  avec  la  notation 
différentielle 

(i3)  V{x.  y)dx  -r-ÇliT,  y)dy  =  o', 
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celte  forme  ne  préjuge  en  rien  le  choix  de  la  variable  indépen- 
dante qui  peul  être  x  o\\  y.  Si  Ton  veut  substituer  aux  variables  x 
el  y  deux  nouvelles  variables  //  et  r,  il  suffira  de  remplacer  dans 
Téquation  (i3)  x,  y^  dxy  dy  par  leurs  expressions  au  moyen  de  w, 
t',  du^  dv.  Remarquons  encore  que  l'on  peut,  sans  changer  les 
intégrales  de  Téquation  (i3),  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes 
par  un  même  facteur  {t-ix^y)^  pourvu  que  l'on  tienne  compte  des 
solutions  de  Téquation  ik(x^y)  =  o  que  Ton  peut  faire  apparaître 
ou  supprimer.  Les  deux  cas  parliculiers  que  nous  venons  de  traiter 
se  rattachent  à  un  procédé  plus  général,  la  séparation  des  va- 
riables. Si  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  de  la 
forme 

(i4)  \dx-^\'dy  =  o, 

X  et  Y  ne  dépendant  que  de  x  et  de^  res|>ectivenient,  on  dit  que 
tes  variables  sont  séparées.  L'équation  s'intègre  par  des  quadra- 
tures, car,  si  l'on  pose 

U  =   f   \dx-^  f  \dy, 

cette  équation   peut  s'écrire  rfU  =  o,  et  l'intégrale  générale  est 
représentée  par  la  relation  U  =  (^. 
L'équation 

{i5)  W^dx-^\x\dy  =  o, 

où  X  et  Xi  ne  dépendent  que  de  x,  Y  et  Y«  ne  dépendent  que 
de  j^,  se  ramène  à  la  forme  précédente  en  divisant  les  deux  termes 
par  X|  Y| .  Observons  sur  cet  exemple  que  l'on  supprime  ainsi  les 
solutions  des  deux  équations  X|  =  o,  Yi  =  o.  Il  est  clair,  en  effet, 
que  si  K  =  6  est  une  racine  de  Y|  ^=  o,  y=  b  est  une  intégrale 
de  l'équalion  proposée,  tandis  qu'elle  ne  sera  pas  comprise,  en 
général,  dans  l'intégrale  générale  de  la  nouvelle  équation. 

365.  Équations  homogènes.  —  On  appelle  équation  homogène 
toute  équation  de  la  forme 

oii  le  second  membre  est  une  fonction  homogène  de  degré  zéro. 
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On  la  ramène  à  une  forme  inlégrable  en  posanlj'  =  ux^  les  nou- 
velles variables  étanl  jr  et  w:  on  a  en  effet    , -  :=  w  H-  jr  -r- »  et  l'équa- 

ax  ax  ■ 

tion  (i6)  devient 

du,  . 

On  peut  séparer  les  variables,  en  écrivant  réc| nation 

dx  _^        du 

X    ~~  f{u)  —  u 

et  l'intégrale  générale  s'obtient  par  une  quadrature 

/du 


il  suffira  d'y  remplacer  //  par  —  pour  avoir  l'équation  des  courbes 

intégrales. 

L'équation    générale   de    celte    famille    de    courbes   est   de   la 

forme  ^  =  Cç  |  — )>   C  désignant  la   constante  arbitraire.  Elles 

sont  toutes  homoihéliques  à  l'une  d'elles  avec  l'origine  comme 
centre  d'homothétie,  le  rapport  d'homothétie  étant  seul  variable; 

car  on  peut  déduire  l'équation  précédente  de  Téquation  ;r  =  ©  (  —  ) 

en  y  remplaçant  x  ely  par  ^  et  ^  respectivement.   Inversement, 

étant  donnée  une  famille  quelconque  de  courbes  homothétiques 
par  rapport  à  l'origine,  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 
correspondante  est  homogène.  On  peut  le  vérifier  par  le  calcul^ 
mais  ce  résultat  est  évident  a  priori',  en  effet,  les  tangentes  aux 
différentes  courbes  de  celte  famille,  aux  points  de  rencontre  avec 
une  droite  issue  de  l'origine,  doivent  être  parallèles,  et  par  consé- 
quent le  coefficient  angulaire  j^'  de  la  tangente  ne  doit  dépendre 

que  du  rapport  —  • 

X 

On  ramène  à  la  forme  homogène  les  équations 

(.8)  ±=f(^^±^Z±±), 

'  dx      "^  \a  X  ^  b'y  -^c  / 

OÙ  a,  6,  c,  a\  fe',  c'  sont  des  coefficients  quelconques,  b  et  6' 
n'étant  pas  nuis  à  la  fois.  Il  suffit  en  effet  pour  que  celte  équation 
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ait  la  forme  voulue  que  l'on  ail  c  =  c'  =  o.  Or,  si  l'on  pose 

X  et  Y  étant  les  nouvelles  variables,  a  et  ^  deux  constantes 
quelconques,  elle  devient 

dY  _     /    aX-4-6Y-hag-h6p -hc   \ 
d\  "'•^\a'XH-6'Y  +  a'a-+-6'p-hc7' 

et  la  nouvelle  équation  sera  homogène  pourvu  que  l'on  ail 

aa -4- 6p -h  c  =  o,         a'a -h  6'fi -h  c'=  o. 

Ces  deux  conditions  déterminent  a  et  ^  pourvu  que  ab'  —  ba'  ne 
soit  pas  nul.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  ab' —  ba' ^  o,  sup- 
posons 6^0;  nous  aurons  a' x  -\-  b'y  =  k{ax  -\-  by)^  k  étant  un 
facteur  constant  (|ui  a  une  valeur  linie,  et  en  posant  ax  -f-  by  =  u 
l'équation  prend  la  forme 

_  a  /  u  -h  c  \ 

où  les  variables  sont  séparées. 


I  du 
h  dx 


366.  Équations  linéaires.  —  Une  équation  dilTérentielle  linéaire 
du  premier  ordre  est  de  la  l'orme 

(.9)  g  +  Xr  +  x,  =  o, 

X  et  X|  étant  des  fonctions  de  x.  Lorsque  X|  --^  o,  on  peut  écrire 
celte  équation 

dy       V   / 

Kio)  h  X  aar  =  o, 

et  l'intégrale  générale  s'obtient  par  une  quadrature 

(2i)  y  =  Ç,e    •^^•r. 

F^our  intégrer  l'équation  complète  (19),  où  X,  est  supposé  dif- 
férent de  zéro,  nous  chercherons  à  satisfaire  à  cette  équation  en 
prenant  pour  jk  U"e  expression  de  la  forme  (21),  en  considé- 
rant C,  non  plus  comme  une  constante,  mais  comme  une  fonc- 
tion inconnue  de  x.  Cela  revient  à  faire  le  changement  de  va- 
riable j^  =  Y5,  z  étant  la  nouvelle  fonction  à  déterminer,  et  Y 
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une  quelconque  des  intégrales  de  Téqualion  (20).  Après  cette 
substitution,  Téquation  (19)  devient,  en  tenant  compte  de  la  rela- 
tion (20)  à  laquelle  satisfait  Y, 

Yg  +  X.  =  o, 
et  s'inlègre  par  une  quadrature.  On  en  tire 


X, 


-/ï 


dx  -^  C, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  de  Inéqua- 
tion (19)  s'obtient  donc  par  deux  quadratures  successives.  On 
peut  encore  Técrire,  en  remplaçant  Y  par  son  expression, 

(  22  )  y=^  e-f^'''  (c  -  TXi  ef^'^''  dx\  , 

les  limites  inférieures  dans  les  deux  quadratures  pouvant  être 
choisies  à  volonté. 

L'intégrale  générale  est  une  fonction  entière  et  linéaire  de  la 
constante  d'intégrationy  de  la  forme  j^^  =  C/(a') -I- ç(x),  où 
f[x)  et  <p(x)  sont  des  fonctions  déterminées  de  x.  Cette  propriété 
caractérise  les  équations  linéaires,  car,  si  l'on  élimine  la  con- 
stante C  entre  l'équation  précédente  et  Téquation 

y  =  c/'(^)-4-ç'(^), 

on  est  évidemment  conduit  à  une  relation  linéaire  en  y  eiy'.  On 
peut  énoncer  le  résultat  sous  une  autre  forme.  Soient  j^i,j^2,^j 
trois  intégrales  particulières  de  l'équation  linéaire,  correspondant 
aux  valeurs  C|,  Co,  C3  de  la  constante  C;  l'élimination  des  deux 
fonctions  /"(j;)  et  'f  (-c)  entre  les  trois  relations 

JKi  =  Ci/{x)-h^{jr),  ^,  =  Gi/(a7)-4-o(x),  ^3=  Ca/(:p)-i-(p(a:). 
conduit  à  l'égalité  — — —  '-^  ^ — r4^>  ce  qui  montre  que  le  rap- 


ri— ri       Gj-  G, 


r-»— ri 


port   — — : —    est    constant,    pour    trois    intégrales    particulières 

r2— ri      .  ^  or 

quelconques  d'une  équation  linéaire.  Si  Ton  connaît  deux  inté- 
grales particulières  jK«,  y^  d'une  équation  linéaire,  on  peut  donc 
écrire  immédiatement  l'intégrale  générale 

" ^—  =  const. 

rî-ri 
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Remarquons  encore  que,  si  Ton  connaît  une  seule  intégrale  par- 
ticulière j^«,  on  obtient  l'intégrale  «rénérale  par  une  seule  quadra- 

tui*e;  en  effet,  en  posant  r=y,  -\-  ii,  on  est  conduit  à  Péquation 

du  -  .  .  ' 

•j-  +  Xw  =  o,  identique  à  Téqualion  (20). 

367.   Équation  de  Bernoulli.  —  L^éq nation  de  Bernoulli 
(23)  ^^-hX7-hX,r"  =  o, 

où  n  est  un  exposant  quelconque,  différent  de  zéro  et  de  Tunité,  se 
ramène  à  une  équation  linéaire  en  prenant  pour  inconnue^*"""  =  s. 
L^équation  précédente  peut  en  effet  s'écrire,  en  divisant  tous  les 

termes  par  y"^ 

\       dz  „ 

-j h  AS  -+-  Xi  =  o. 


I  —  n  dx 
On  peut  rattacher  au  type  précédent  Téquation  . 

(24)  f:^l'^^dx-^^l^\dy->r-  kx"*{xdy  ^ ydx)  =  o, 

où  X"  et  m  sont  deux  nombres  quelconques.  Si  l'on  pose,  en  effet, 
y  =^  uXn  l'équation  obtenue  peut  s'écrire 

dx 

\^{u)  -\-  u^{u)\  -i \-x^{u)-^  kx"^^^=  o, 

et,  en  posant  j?"^'""*"'' =  5,  on  est  conduit  à  une  équation  linéaire. 

368.  Équation  de  Jacobi.  —  Considérons  l'équation 

(25)  1  {a-^  a'x-^a''y){xdy  —ydx) 

\        —  {ô  -^  b'x  -h  b''y)dy  -^  (c  -^  c'x-\-  c^y)  dx  =0, 

où  a,  a',  a",  b,  b\  b",  c,  c',  c"  sont  des  coeffirients  constants  quelconques. 
Lorsque  Ton  a  a  =  ^  =  c=o,  l'équation  rentre  dans  le  type  ('24)»  car  il 
suffit  de  diviser  par  a'j?  -+-  a^y.  Pour  ramener  le  cas  général  à  ce  cas  par- 
ticulier, posons  J7  =  X  -h  a,  jK  =  V  -h  p,  X  et  Y  étant  deux  nouvelles  va- 
riables, et  et  p  deux  constantes;  nous  obtenons  une  nouvelle  équation  de 
même  forme,  qui  peut  s'écrire 

(a'X-+-a'Y)(XrfY  — Y^X) 
(25/  !       —[B-i-b'X^  b  \  -(  \  -^a'X  -^a''\)'x-XX]d\ 

-i-[G-h-c'X-f-c'V— (A-h-a'X-4-rt'Y)?  -  \\]d\  =0, 


3i6 


CHAPITRE    XVI 11.    —   MÉTHODES   ÉLÊMKNTAIRES   D'iNTÉGRATION. 


en  posant 

A  =  a-»-a'a-i-a'3,         B  =  b  -h  b' at -i- b' ^ ,         C-  c-hc'a-hc'p. 

Cette  équation  (25)'  sera  du  type  (24)  si  l'on  aAa  —  B=o,  Ap  —  C=o. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  déterminer  les  constantes  a,  p  par  ces  deux 
conditions  que  Ton  peut  écrire  sous  forme  plus  symétrique,  en  introdui- 
sant une  inconnue  auxiliaire  X, 

A  — X  =  o,        B  — Xa  =  o,        G  — Xp=o; 

l'élimination  des  inconnues  a,  p  conduit  à  une  équation  auxiliaire  du  troi- 
sième degré  pour  déterminer  X 


a  —  X        a'  a" 

b         b'^\        b' 
c  c         c'  —  X 


=  o. 


L'intégration  de  Téquation  de  Jacobi  (aS)  dépend  donc  avant  tout  de  la 
résolution  de  cette  équation  du  troisième  degré,  comme  nous  le  verrons 
un  peu  plus  loin  par  une  autre  méthode. 


369.  Équation  de  Riccatti.  —  L^équation  de  Riccattî 


(26) 


-~  -4-  X7Î  -h  X,jK  -+-  Xj  =  o, 


où  X,  X^,  Xa  sont  des  fonctions  de  x,  ne  peut  pas  en  général 
s'intégrer  par  des  quadratures.  Les  intégrales  de  cette  équation, 
lorsque  les  coefficients  sont  quelconques,  constituent  des  trans- 
cendantes nouvelles,  dont  on  étudiera  les  propriétés.  Mais  cette 
équation  se  raltache  an  sujet  qui  nous  occupe,  à  cause  de  la  pro- 
priété suivante  :  si  Von  connaît  une  intégrale  particulièrey  on 
peut  trouver  V intégrale  générale  par  deux  quadratures. 

Soit  y^  une  intégrale  particulière.  Le  changement  de  va- 
riable y  =j^,  -^  z  conduit  à  une  équation  de  même  forme  qui  ne 
doit  pas  renfermer  de  terme  indépendant  de  s,  puisque  z^=o 
doit  être  une  intégrale;  cette  équation  est  en  effet 


(27) 


g+(X,  +  2Xj.0^-+-X^»=o, 


et  il  suffira  de    poser  -  •=.  u  pour  être  ramené  à   une  équation 

linéaire,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

De  là  se  déduisent  plusieurs  conséquences  importantes.  LMnté- 
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grale  générale  de  réquation  linéaire  en  u  est  de  la  forme  (n"  366) 

rintégrale  générale  de  réquation  de  Riccalti  est  par  conséquent 
de  la  forme 

(  -28  ^  V  =  v«   H =       "^     — : 1— ^ — -  . 

^      ^  -        -^'^  Qf{x)-^^{x)         Qf(x)-^^{x) 

Nous  voyons  que  c'est  une  fonction  rationnelle  et  linéaire 
de  la  constante  d^ intégration.  Réciproquement  toute  équation 
différentielle  du  premier  ordre  qui  possède  cette  propriété  est  une 
équation  de  Riccatti.  En  effet,  soient  /'(^),  '^(.r), /<  (j:),  ^{{x) 
quatre  fonctions  quelcon(|ues  de  x\  toutes  les  fonctions  j^  repré- 
sentées par  la  formule  (28),  où  C  est  une  constante  arbitraire, 
sont  des  intégrales  d\ine  équation  du  premier  ordre  que  Ton 
obtient  aisément  en  résolvant  la  relation  (28)  par  rapport  à  C  et 
en  prenant  la  dérivée.  On  a  ainsi 

Q^  yt— r?^ 
yf~fi  ' 

et  l'équation  différentielle  correspondante 

est  bien  de  la  forme  (26). 

Soient j^i,j^2,  y.,,  yji  quatre  intégrales  particidiéres  correspon- 
dant aux  valeurs  C^,  C2,  C3,  C4  de  la  constante  C.  D'après  la 
théorie  du  rapport  anharmonique,  on  a  la  relation,  qu'il  est  facile 
de  vérifier  par  le  calcul, 

y»— ri  .  Ta— Kt  _  G4  — Cl   .  <^^3~Ci 

rv— r»  '  y^—yt     C4  — Cî  *  C3— Gj' 

ce  qui  prouve  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  inté- 
grales particulières  quelconques  de  réquation  de  Riccatti  est 
constant. 

Ce  théorème  permet  de  trouver  sans  aucune  quadrature  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  de  Riccatti  lorsqu'on  en  connaît 
trois  intégrales  particulières  jk«,  ya»  yz*  Toute  autre  intégrale^ 

doit  être  telle  que  le  rapport  anharmonique —  :  ^ — —  soit 

^  ^^  ^      y—yi    y^—yt 
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constant.  On  obtiendra  donc  l'intégrale  générale  en  égalant  ce 
rapport  à  une  constante  arbitraire;  on  voit  que^  sera  une  fonction 
rationnelle  et  linéaire  de  la  constante,  ce  qui  prouve  que  la  pro- 
priété précédente  n^appartient  qu'aux  équations  de  Riccalli. 

Remarquons  enfin  que,  si  Ton  connaît  deux  intégrales  particu- 
lières seulement  j^f  el^2î  ont  achève  l'intégration  par  t/n^  quadra- 
ture. En  effet,  après  la  première  transformation  j^  =  yi  4-  Zy  l'équa- 
tion en  z  obtenue  admet  l'intégrale  y 2 — J^t]  l'équation  linéaire 

en  w  a  donc  aussi  une  inléerale  particulière  connue  •  On 

trouvera  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  en  u  par  une 
seule  quadrature. 

Application.  —  Considérons  une  famille  de  cercles  dépendant  d'un 
paramètre  variable,  situés  dans  un  même  plan.  Soient  a,  6,  R  les  coor- 
données du  centre  du  cercle  variable  et  le  rayon  (les  axes  étant  rectan- 
gulaires); a,  bf  R  sont  des  fcfnctions  supposées  connues  d*un  paramétre 
variable  a.  Proposons-nous  de  trouver  les  courbes  qui  coupent  chacun  de 
ces  cercles  sous  un  angle  connu  V,  constant  ou  fonction  donnée  de  a.  Les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du  cercle  C  de  centre  (a,  b)  et  de 
rayon  R  peuvent  être  représentées  par  les  formules 

:r  =  a -h  R  cosô,        j^  =  6 -+- R  sinô, 

6  étant  l'angle  que  fait  le  rayon  aboutissant  au  point  M  avec  la  direc- 
tion Ox.  Le  problème  revient  à  déterminer  cet  angle  6  en  fonction  du 
paramètre  a  de  façon  que  la  courbe  décrite  par  le  point  M  coupe  le 
cercle  G  sous  un  angle  V.  L'équation  différentielle  du  problème  est  donc 

COt  V   =    ;-> 


''""^^  fx 
qui  devient,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

R  -j-  -h  6'cos6  — a'sinO  — cotV(R'H-a'coseH-6'sine)  =  o, 

a!  b\  R'  étant  les  dérivées  de  a,  6,  R,  par  rapport  à  a.  En  prenant  pour 
nouvelle  inconnue  tang-  =  t^  nous  obtenons  une  équation  de  Riccatti 

,      V  ,  2R  -j- -h6'(i  — ^«)  — 2a'/ 

(ag)  j  aa 

—  cotV[R'(i-h/*)-f-a'(i— /«)-h26'/]  =0. 
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Il  suffira  donc  de  connaître  une  trajectoire  pour  obtenir  toutes  les  autres 
par  deux  quadratures. 

Considérons  le  cas  particulier  des  trajectoires  orthogonales;  Tangle  V 
est  alors  un  angle  droit,  et  la  cotangente  est  nulle.  Si  Fon  suppose  en 
outre  que  les  cercles  considérés  ont  leurs  centres  sur  une  ligne  droite, 
on  connaît  a  priori  deux  intégrales  particulières  de  Téquation  (29), 
car  la  ligne  des  centres  est  une  trajectoire  orthogonale  et  rencontre  chaque 
cercle  en  deux  points.  On  vérifie  aisément  que  l'intégration  n'exige 
qu'une  quadrature,  car,  si  l'on  a  pris  la  ligne  des  centres  pour  axe  des  x, 

/// 
l'équation  ('29)  se  réduit  à  R  -^ a' t  =  o. 

370.  Équations  non  résolues  par  rapport  ky',  —  Dans  les  diffé- 
rents cas  que  nous  venons  d^examiner,  l'équation  était  supposée 
résolue  par  rapport  k  y .  Considérons  maintenant  Téquatlon  géné- 
rale du  premier  ordre  ¥(^x^  y^  y')z=o.  Soit  S  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  ¥{x,y,  5)  =r  o,  obtenue  en  remplaçante^ 
par  5.  A  toute  intégrale ^  =/(:r)  de  l'équation  proposée  on  peut 
faire  correspondre  une  courbe  F  représentée  par  les  relations 

(T)  7=/(^),        ^=/'(^), 

qui  est  située  tout  entière  sur  la  surface  S,  puisque  l'on  a 

¥[x,f(x),f{x)]=o. 

Mais  cette  courbe  F  n'est  pas  une  courbe  quelconque  de  la  sur- 
face S;  le  long  de  cette  courbe  en  ell'et  y  et  z  sont  des  fonctions 
de  X  satisfaisant  à  la  relation  dy — zdx  =  o,  et  cette  relation 
garde  la  même  forme,  quand  on  prend,  au  lieu  de  x^  une  variable 
indépendante  quelconque. 

Inversement,  soit  F  une  courbe  située  sur  la  surface  S;  les  coor- 
données x^  y^  z  d'un  point  de  cette  courbe  sont  fonctions  d'un 
paramètre  variable  a.  Si  ces  trois  fonctions  x  =  ^i  (a),  y  =  ^2(a), 
z=  «p8(a)  satisfont  à  la  relation  dy=izdx^  on  peut  en  déduire 
une  intégrale  de  l'équation  proposée.  Kn  effet,  les  deux  premières 
équations  x  ^  (f^  (^)yj'  =  ^^{^)  représentent  une  courbe  plane  C; 
soily=/(x)  l'équation  de  cette  courbe  supposée  résolue  par 
rapport  à  y.  Tout  le  long  de  la  courbe  F  on  a  z=/'{x)^  et  par 
suite  F[Xy  /{x)y  /'(a:)]=o;  la  courbe  C  est  donc  une  courbe 
intégrale.  Il  n'y  aurait  d'exception  que  si  cette  courbe  C  se  rédui- 
sait à  un  point,  et  la  courbe  F  à  une  droite  parallèle  à  Oz,  Il  revient 
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donc  au  même  d'intégrer  Féqualion  proposée  F(Xy  y,  j^)  =  o, 
ou  de  chercher  les  courbes  de  la  surface  S  pour  lesquelles  on  a 

dy  —  z  dx  =  o. 

Cela  étanl,  supposons  que  Ton  puisse  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  x^  y^  z  de  la  surface  S  exphcilement  en  fonc/ion  de 
deux  paramètres  variables  w,  v^ 

toute  courbe  F  de  la  surface  S  s'obtienl  en  établissant  une  cer- 
taine relation  entre  u  et  Vy  et,  pour  que  cette  courbe  définisse  une 
intégrale,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  dy  ^  z  dx  ou 

du  dv  ^^    '     ^\ôu  dv      ) 

Nous  avons  ainsi  une  équation  différentielle  -7-  ==  tz{u^  v)y  résolue 

par  rapport  à  -t-«  Il  est  clair  que  la  méthode  précédente  s'applique 

aussi  aux  équations  que  Ton  peut  résoudre  par  rapport  ky. 

Cette  transformation  est  immédiate  pour  les  équations  résolues 
par  rapport  à  Tune  des  variables  x  ou  y.  Soit  par  exemple  l'équa- 
tion 

(3o)  y=A^.y);- 

on  peut  prendre  ici  pour  paramètres  variables  x  ety'  =  ^.  La  sur- 
face S  est  alors  représentée  par  les  équations 

x:=Xy       ^=/>,       y=A^,p) 

et  la  relation  dy  =.  z  dx  devient 

_Và/dp 
^     ^  ^  "^  âx       dp  dx 

C'est  le  résultat  que  l'on  obtiendrait  directement  en  différentiant 
l'équation  (3o)  et  remplaçant  y  par  p.  Soit  p  =  <p(^,  C)  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (3i);  pour  en  déduire  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (3o),  il  suffira  de  remplacer  y' par  ç(x,  C)  dans 
la  formule  (3o). 

371.  Équation  de  Lagrange.  —  Considérons  en  particulier  une 
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équation  linéaire  par  rapport  aux  deux  variables  x  et^, 

(32)  r  =  ^?(7')^-'K/)î 

en  différentiant  les  deux  membres,  et  désignant  y  par  />,  nous 
obtenons  Téquation 

Si  l'on  y  considère/)  comme  la  variable  indépendante,  et  a:  comme 
rinconnue,  cette  équation,  que  Ton  peut  écrire 

[?(p)—p]  -^  -^^?'(/>)-h4^'(/>)  =  o, 

est  linéaire  et  s'intégrera  par  deux  quadratures.  Ayant  obtenu  x 
en  fonction  de/>,  en  portant  cette  valeur  de  x  dans  la  formule 

j.  =  ar^(^)H-4^(/>), 

on  aura  les  coordonnées  ^  et  y  exprimées  en  fonction  du  para- 
mètre p  et  d'une  constante  arbitraire  (*). 

On  peut  se  rendre  compte  aisément  de  la  disposition  des  courbes  inté- 
grales, en  observant  que  a?  et^  sont  des  fonctions  entières  et  linéaires  de 
la  constante  arbitraire  C, 

(33)  ar  =  CF(/>) -h  *(/>),        ^  =  ^F»  (/>)  H"  *i(/>); 

mais  les  fonctions  F(/>),  F|(/>),  *(/>),  <i*i(/>)  ne  sont  pas  quelconques, 

dv 
puisque  le  paramètre  p  représente  le  coefficient  angulaire  -j-  de  la  tan- 
gente. Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait  Fj  (/>)  =/?F'(/>),  *ï>i  (/>)  =/>*'(/>)• 
Soient  F©,  Ti  deux  intégrales  particulières  correspondant  aux  valeurs  G  =  o, 
G  =  I  de  la  constante 

p     \^o=  *(/>),  j,     \  a:,  =  F(/>)    -+-<I»(/7), 

*  lro=*i(/>),  *  \  y\  =  ^\{p)-^^\{p)\ 

les  équations  (33)  qui  représentent  une  intégrale  quelconque  P  peuvent 

encore  s'écrire 

1  a?  =  G  ( ^1  —  a^o  )  -h  Xo, 

/  r  =  G(7i— 7o)-Hro- 
Aux  points  Mo(a7o,>^o)>  Mi(a7i,^i),  M(.r,  j^)  des  courbes  T©,  Fi.T,  qui 

(*)  On  peut  aussi  ramener  Téquation  (3a)  à  une  équation  linéaire  au  moyen 
de  la  transformation  de  Legendre  (I,  n**  36). 

G.,  II.  ai 
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correspondent  à  une  même  valeur  de  p^  les  tangentes  à  ces  courbes  sont 
parallèles.  D'aulre  part  on  tire  des  formules  précédentes 

y  —  y  a  __  X  —  xq  _     G 
y  —yi  ~~  X  —  xx  ~  G  —  I  * 

ce  qui  prouve  que  les  trois  points  M,  Mo,  M|  sont  en  ligne  droite     et  que 

MM 
le  rapport  vi'tf  ^^^  constant.  On  a  donc  la  construction  géométricjue  sui- 
M  M  t 

vante.  Étant  données  les  deux  courbes  To,  Fi»  on  joint  les  po£^^ts  M©, 

Ml  de  ces  deux  courbes  où  les  tangentes  sont  parallèles,  et  Vor^  j>rtnd 

sur  la  droite  qui  les  joint  le  point  M  tel  que  le  rapport         "  so£t  égal 

à  une  constante  donnée  K.  Lorsque  les  points  Mo,  Mi  décri%^ ^ 9%t  les 
courbes  F©,  Fi,  le  point  M  décrit  une  courbe  intégrale  F,  et  l'on  <^h tient 
Vintégrale  générale  en  faisant  varier  la  constante  K. 

372.  Équation  de  Clairaut.  —  Un  cas  pariiciilier  remarc^t^^ble 
de  r^qualion  de  Lag;ranj;e  avait  dt^jà  été  traité  par  ClairaiJt;  on 
appelle  équation  de  Clairaut  toute  équation  dtr  la  forme 

(34)  r  =  ^y -+-/(/ )• 

Suivant  la  méthode  générale,  différentions  les  deux  membi'cs  et 
posons  j^' =/?;  nous  arrivons  à  l'équation 

(35)  [^^/'(/>)]^5=o. 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant  --  =r  o,  d'où  ^  =  C*     \^^^~ 
tégrale  générale  de  ré(|UHlion  de  (llairautesl  donc 

n6)  v  =  G:r-H/(C); 

celle  éqUfitlon  rei»réseiite  unr  famille  de  droites,  et   l'on     -veri 
immédialement  que  ce  sonl  bien  des  inlégrales.  Mais  on  ss-»  '-'^ 
aus-il  à  Téquation  (35)  en  annulant  le  pr«'niier  facteurs -|-y'(/'>'^  ^^^ 
Il  s*en>nil  qu'il  existe  une  nouvelle  Intégiale  de  TéqualiorB      v     ^'' 
qui  est  repré>eiitée  par  les  deux  relations 

^-^/'(/>)  =  o.        y  ^-px-^f{p)\ 


or  l'élimination  de/?  entre  ces  deux  relations  conduirait  p 


ment  à  l'enveloppe  des  droites  représentées  par  l'équation 


c^^) 


L'équation  de  Clairaut  admet  donc  en  outre  une  intégrale  (|  •-*  ' 
i^ enveloppe  des  droites  formant  Vintégrale  générale.  G^ 


,,^nïe 
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on  ne  peut  obtenir  cette  intégrale  en  donnant  à  la  constante  G  une 
valeur  particulière,  on  dit  <|ue  c'est  une  intégrale  singulière. 

On  est  conduit  à  une  équation  de  Clairaut  quand  on  se  propose  de  déter- 
nriiDer  une  courbe  plane  par  une  propriété  de  ses  tangentes  où  n'intervient 
pas  le  point  de  contact.  Soii  en  eï^el  y  —  f{x)  l'équation  de  la  courbe 
cherchée;  IVquation  de  la  tangente  étant  Y  =  i''X-i-^  —  xf\  on  sera 
conduit  à  une  relation  enire  y'  etj'  —  xy\  c'est-à-dire  à  une  équation  de 
(llairaut.  Il  est  clair  que  dans  ce  cas  c'est  l'intégrale  singulière  qui  don- 
nera la  véritable  solution  du  problème.  Proposons-nous  par  exemple  de 
trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  deux  points 
fixes  F,  F'  à  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  soit  égal  à  une  con-  ' 
stante  b-.  Soit  9.c  la  distance  FF"';  le  milieu  du  segment  FF'  étant  pris 
pour  origine,  et  la  droite  FF'  pour  axe  des  x^  on  est  conduit  à  Téquation 
dilTérentielle 

en  supposant  que  la  tangente  laisse  les  deux  points  F,  F'  du  même  côté. 

On  en  tire  ^  =  j^/'dz /6* -+- a-j'*  :  l'intégrale  générale  se  compose  de  la 
famille  de  droites 


y  -=Cx±:  /6«-f-a«G2,         a«  =  6« -H  c«. 
L'intégrale  singulière,  enveloppe  de  ces  droites,  est  l'ellipse 

a^^  b^  ' 

c'est  la  vraie  solution  du  problème. 

373.  Intégration  des  équations  F(x,y)  —  o.  F{  y,y)=zo,  —  Les 
équations  qui  ne  renlerment  que  Tune  des  variables  x  ou  y  s'in- 
tègrent par  une  quadrature,  pourvu  que  Ton  puisse  résoudre  la 
relation  par  rapport  à  y'  (ii"  364).  Lorsque  cette  relation  rst  algé- 
brique, y  est  une  intégrale  abélieiine  ou  la  fonction  inverse 
d'une  inté;;rale  abélienne.  Toutes  les  lois  que  la  relation  est  de 
genre  zéro  ou  de  genre  un,  on  peut  exprimer  j;  et  j^  en  fonction 
d'un  paramètre  variable^  soit  rationnellement,  soit  au  moyen  de 
irnn.scendantes  classiques.  (Considérons  d'abord  les  écpiations 
V(y,  y)^=^j  de  genre  zéro;  on  peut  exprimer  y  et  ^'  par  des 
fonctions  ralionnelles  d'un  païamètrc  u,  y  =/{u),  y' z=zf^(^u)^ 
et  la  condition  r/^  =j^'rfj;  nous  donue  /\u)  chi=/i(u)  dx.  Les 
VHriables  x  et  y  s  expriment  donc  par  les  formules 

(37)  r=Au),      .^JÇ^^du, 
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au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  u.  Le  même  calcul  s'applique 
aux  équations  F('K,  y')  =  o,  lorsque  la  relation  est  du  premier 
genre;  mais  on  doil  prendre  pour  f{u)  et  f\{u)  des  fonc- 
tions elliptiques,  ei  x  ^i  y  s'expriment  au  moyen  des  transcen- 
dantes p,  Ç,  3'  (n°  333). 

On  peut  opérer  de  même  avec  les  équations  F(x,  ^)  =  o, 
lorsque  la  relation  est  du  genre  zéro  ou  un;  elles  se  ramènent 
d'ailleurs  à  la  forme  précédente  en  permutant  x  eiy. 

Exemples.  —  i*  L'équation  ^*(^' — i)  =  (ii  — ^')*  est  de  genre  zéro  et, 
en  posant  -2  —  y' =  yu^  on  en  tire  ^' =  i -h  a*,  ^  = u.  La  rela- 
tion dy  =y'  dx  devient  ici  dx  = On  a  donc  x  = h  C,  et  l'inlé- 

grale  générale  de  l'équation  proposée  est  y  •=  x  —  G  — 


a:  — G 

2"  L'équation y'^  —  3^'*  —  ^y^  —  i  ly^  =  o  représente,  quand  on  y  regarde 
y  et^'  comme  les  coordonnées  d'un  point,  une  quartique  unicursale  admet- 
tant les  trois  points  doubles  (^  =  o,  ^'  =  o  ),  I   y  =  it  4  /  —  -  ,  ^'  =  a  !• 
Nous  pouvons,  en  effet,  écrire  l'équation  précédente 

(y-^)'(r'^i)=(3j^«-ha)«. 

En  posant  d'abord  y  =  a* — i,  il  vient  3^*  =  (a -+- i)'(tt  —  2);  si  Ton 
pose  ensuite  u  —  2=3/*,  on  obtient  finalement  les  expressions  suivantes 
de^  et  y  en  fonction  du  paramètre  /, 

^  =  3(/H-/»),        y=3(i-h/»)(i-h3/«). 

La  relation  dy  ==  y' dx  se  réduit  ici  à  dx{\-^  t^)  =  dt\  on  en  tire 

t  =  tang(jr  -hG), 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est  par  conséquent 

^  =  3  tang(a7-f-  G) h- 3  tang»(x  -hGj. 

3°  Soit  R(^)un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  premief 
avec  sa  dérivée;  considérons  l'équalion  différentielle 

(38)  y»=R(y). 

On  a  vu  plus  haut  (n°  336)  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  relation  du  pre- 
mier genre  en  posant  y=y(w),  y' =  f  {u),  /{u)  étant  une  foncuo^ 
elliptique  du  second   ordre.  La  condition   dy  ■=■  y' dx   devient  rfttss^^' 
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l'intégrale    générale    de    réqualion    (38)    est    donc    une    fonction    ellip- 
tique^ =  f{X  -¥-  G). 

Lorsque  le  polynôme  R(y)  est  de  degré  inférieur  à  3,  ou  lorsque  ce 
polynôme,  étant  de  degré  3  ou  4»  n'est  pas  premier  avec  sa  dérivée,  la 
relation  (38)  est  du  genre  zéro.  On  peut  exprimer  y  et  y'  par  des  fonc- 
tions rationnelles  d'un  paramétre  u  et,  en  appliquant  la  méthode  précé- 
cédente,  on  vérifie  aisément  que  l'intégrale  générale  est  une  fonction 
rationnelle  de  ar,  ou  une  fonction  rationnelle  de  e^-*, 

374.  Facteur  intégprant.  —  La  méthode  d'intégration  par  sépa- 
ration des  variables  a  été  généralisée  par  Euler.  Le  raisonnement 
du  n°  364  s^applique  en  efl'et  à  toute  équalion  du  premier  ordre 

(39)  ? {x,  y) dx  ^  q^x,  y) dy  ^  o, 

dont  les  coefficients  P  et  Q  contiennent  à  la  fois  x  el  y^  pourvu 

que  l'on  ait  -r-  =  t-^*  Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante 

*  oy         ox 

pour  que  Vdx-\-(^dy  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonc- 
tion U(x,  y)  et  celle  fonction  U(^,  y)  s'obtient,  comme  on  l'a  vu, 
par  des  quadratures  (I,  n**  151).  L'équation  (Sg)  est  donc  identique 
à  l'équation  âfU  =  o,  et  l'on  y  satisfait  de  la  façon  la  plus  générale 
en  établissant  entre  j:  et^  une  relation  de  la  forme  U(^,^)=  C. 
On  intègre  donc  l'équation  (Sg)  par  des  quadratures  toutes  les  fois 

que  les  coefficients  P  et  Q  vérifient  la  condition  —  =  -p. 

Pour  que  la  méthode  précédente  puisse  être  appliquée,  il  n'est 
pas  nécessaire  que  l'on  ait  —  =  -r-^;  il  suffit  de  connaître  un  fac- 
teur intégrant^  c'est-à-dire  un  facteur  \k{x,y)  tel  que  le  produit 

^{x,  y)[?  dx  -\-  Cldy] 

vérifie  la  condition  d'intéffrabilité  — ^ — -  =    ^      ^  ou,  en  déve- 

^  dy  dx  ^ 

loppant, 

La  recherche  des  facteurs  intégrants  est  donc  ramenée  à  l'inté- 
gration de  l'équation  précédente,  qui  est  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Il  semble  qu'en  opérant  ainsi  on  fait 
dépendre  l'intégration  de  l'équation  (Sg)  d'un  problème  en  appa- 
rence plus  difficile;  mais  il  est  à  remarquer  qu'il  suffit  de  con- 
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naîlrc  une  solution  particulière  de  réqualioii  (4o)  pour  pouvoir 
appliquer  la  mHhode,  et  Ton  peut,  dans  bien  des  cas,  trouver 
une  intéi;rale  particulière  de  Téquation  (4o)  par  des  procédés 
plus  ou  moins  directs.  (Cherchons  par  exemple  dans  quel  cas 
réqualioii  (Sc))  admet  un  facteur  Intégrant  ne  dépendant  que  de x. 

Si  Ton  suppose  -^  =  o,   Téquatioii  (4**)  devient 


^  dx        ^\dy       ôx  )' 


et  l'expression   "^     doit  être  Indépendante  Ae  y\  s'il  en  est 

ainsi,  on  obtient  un  (acteur  intégrant  jx  par  une  qua<Jrature.  Suppo- 
sons de  plus  Q  =  I  ;  alors  —  doit  être  une  fonction  X  de  la  va- 
riable .r,  et  IVquation  (Sq)  est  une  équation  linéaire 

(39)'  dy-^{\y^\,)dT  =  o. 

I     ^'^'^ 
L'équation  (4^)  admet  la  solution  [jl  =  e*^'o         ,  et  Ton  vérifie 

aisément  qu'en  multipliant  l'équation  (Sg)'  par  ce  facteur  on  a  an 

premier  membre  une  différentielle  exacte 


e^.r^ 


(dy  -+-  Xy  dx  -hXidx) 

Xdt 


les   calculs   à   effectuer    pour   l'intégration    sont   exactemeni   les 
mêmes  que  dans  la  première  méthode  (n°  366). 

Nous  démontrerons  plus  loin  que  Técpiation  (4o)  admet  une 
infinité  d'intégrales,  sous  des  conditions  très  générales  qui  sont 
toujours  remplies  dans  les  cas  qui  nous  occupent.  Si  Ion  connaît 
un  fadeur  intégrant  (i  i ,  on  peut  obtenir  Ions  les  autres  de  la  façon 
suivante.  En  posant  [x  =  |x,  v,  l'équation  (4o)  devient 

(4o)'  p|-Q£=o  = 

or  on  connaît  une  fonction  satisfaisant  à  cette  relation  :  c'est  la 
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fonction  U(.r,jK)  donl  la  différentielle  totale  est  [Ji|  {V  rix  H-  Qrfy), 
puisque  les  dérivées  partielles  —  >  —  sont  égales  à  |i.|  P  et  à  [jif  Q. 

n  a  donc  aussi  -r-  ^ t-  i—  =  o,  ce  qui  prouve  que  v  est  de 

la  forme  'f(U),  et  l'expression  générale  des  facteurs  intégrants 
est  (JL  =  uL,cp(U),  ^  étant  une  fonction  arbitraire  de  U.  Il  est  aisé 
de  vérifier  que  [jl  est  bien  un  facteur  intégrant,  car  de  l'identité 

on  déduit,  en  multipliant  parG(U), 

et  le  second  membre  est  la  dillérentielle  exacte  de  la  fonction 


F(U)=  r<p(U)û?U. 


On  déduit  de  là  une  conséquence  intéressante  :  |i.|  et  [Xj  étant  deux 
facteurs  intégrants,  le  rapport  -  est  une  fonction  de  U.  Si  ce  rap- 
port  n'est  pas  constant,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle peut  donc  s'écrire    -   =  const. 

Le  théorème  qui  précède  peut  servir  quelquefois  à  trouver  un 
facteur  intégrant.  Considérons  Téquation  différentielle 

(40  PcteH-Qc(>'-hPi^a?-HQi6fy'  =  o, 

où  P,  P^ ,  Q,  Qi  sont  des  fonctions  de  x^  y^  et  supposons  que  l'on 
sache  trouver  un  facteur  intégrant  pour  chactine  des  expres- 
sions P  dx  -h  Q  dy^  Pi  dx  -h  Qi  dy.  L'expression  générale  des  fac- 
teurs intégrants  pour  P  rfj? -h  Q  ^^A^  est  [jLîp(U),  a  étant  le  facteur 
connu,  U  une  fonction  de  x  et  ^\^y  que  l'on  obtient  par  des  qua* 
dratures,  et  cp  une  fonction  arbitraire.  L'expression  générale  des 
facteurs  intégrants  de  P|rfx-|-Q|rfy  est  de  même  |jl4<Ji(Ui),  uli 
et  U|  étant  des  fonctions  déterminées  et  •];  une  fonction  arbitraire. 
Si  l'on  peut  choisir  les  fonctions  cp  et  ^  de  façon  que  l'on  ail 

fxcp(U)  =  fx,+(U,), 

on  aura  un  facteur  intégrant  pour  l'équation  proposée  (40* 
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Soit)  par  exemple,  Téquation 

ax  dy  -T-  bj'  cLr  -h  x^y'^(ax  dy  -^  ^y  dx)  =  o, 
a,  b,  a,  p  étant  des  constanles.  Tout  facteur  intégrant  deaxdy-^^^^  cix 

est  de  la  forme  — ^  ^(^*^'*)»  et   de   même   tout  facteur  intégrant    de     Ja 

xy 

seconde  partie  est  de  la  forme <l(a7pv*).  Pour  avoir  un  facteur 

intégrant  commun  il  suffira  de  trouver  deux  exposants/?  et  q  tels  que  l'on 
ait  X"* y^ {x^ y^ )P  =  ix^y^)9^  ce  qui  conduit  aux  conditions 

pa  —  qoL-\-  n  =  Oy        pb  —  ^^  h-  m  =  o. 

Ces  conditions  sont  compatibles  pourvu  que  a  ji  —  6a  ne  soit  pas  nul,  «^ 
déterminent  un  facteur  intégrant  de  la  forme  x^y"^.  En  multipliant,  p^"* 
ce  facteur  intégrant,  Tcquation  prend  la  îovmt  vf*-^dv -^  v'{~^  dvi=  o,  ou 
Ton  a  posé  v  =  x^y^^  Çi  =  x^y^,  et  s'intégre  immédiatement. 

Dans   le  cas    particulier   où    aS  —  6a  =  o,   on    en   tire—  =-7  =  ^»     ^^ 

'^  '  a       b 

Téquation  peut  s'écrire  {ax dy  -¥■  by  dx){\  -+-  kx'^y^)  =  o. 

• 

Remarque,  —  Quand  on  connaît  l'intégrale  générale  d'une  éq**^^'*''* 
différentielle  du  premier  ordre,  il  est  bien  facile  d'obtenir  un  facteu»"  ■"^^~ 
grant.  Soit,  en  effet, /(a-,  y)  —  C  l'intégrale  générale  de  l'équation    (^9)- 

L'équation  différentielle  des  courbes  représentées  par  cette  relation*   ^* 

aussi  "é"  ^^  ~^  "i"  ^y  =  ^\  pour  qu'elle  soit  identique  à  l'équation  C  ^^  ^'  ^ 


Q 


f  II         •      ^x  dy  ,  ,  ,        ,  — fcW-fc43rt5 

faut  que  Ion  ait —5-  =  — p-—»  et  la  valeur  commune  des  deux   v^f>r 

précédents  est  évidemment  un  facteur  intégrant  pour  P^ar-i-QdJ^-  . 

autre  facteur  intégrant   est  égal   à   celui-là    multiplié   par   une   fo**^ 
arbitraire  de  f{x,  y). 


m 

375.  Application  à  la  représentation  conforme.   —  La   tt»  ^       , 
du  facteur  intégrant  trouve   une  application  importante  d^*^ 
problème  de  la  représentation  conforme.  Soit 

ds^  =Edu^-^2Fdudv-^G  dv^ 

-^^^   G 
une  forme  quadratique  en  du^  dv^  dont  les  coefficients  E,     -^^ 

sont  des  fonctions  analytiques  de    Uy  v^  telles  que  EG  —  If^ 

soit  pas  nul.  On  peut  encore  écrire  ds^  sous  la  forme 

ds^=  {adu-^b  dv){aidu  H-  bidv), 

a,  6,  a«,  6|  étant  aussi  des  fonctions  analytiques  de  a,  v,  D'^^f^ 
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un  résultat  qui  sera  démontré  plus  loin  en  toute  rigueur,  chacune 
dçs  expressions  a  du  -h  b  rfp,  a\  du  -h  b\  dv  admet  une  infinité  de 
facteurs  intégrants,  qui  sont  eux-mêmes  des  fonctions  analytiques  ; 
p.,  ijL|  étant  deux  de  ces  facteurs,  on  a  les  identités 

\k{adu-^  b  dv)  =  d\},        \Lx(^\du-\-  bidv)  =  d\5x 

et,  par  suite, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  posant 


I 


^du^-^i¥  duds>^Gdv^=  X(rfX«-h  cnr«). 

Toute  surface  analeptique  peut  donc  être  représentée  sur  un  plan 
avec  conservation  des  angles.  Si  la  surface  est  réelle,  on  peut  sup- 
poser que  les  points  réels  de  la  surface  correspondent  à  des  valeurs 
réelles  des  variables  w,  v\  les  coefficients  E,  F,  G  sont  réels,  tandis 
que  a  et  a^  sont  imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  b  et  b{.  On 
peut  alors  prendre  pour  tx  et  [Xi,  et  par  suite  pour  U  et  U|,  des 
imaginaires  conjuguées,  de  sorte  qu'à  des  valeurs  réelles  de  w,  v 
correspondront  des  valeurs  réelles  de  X  et  de  Y.  A  des  points 
réels  de  la  surface  correspondent  donc  des  points  réels  du  plan. 

Toute  surface  analytique  pouvant  être  représentée  sur  un  plan 
avec  conservation  des  angles,  on  en  conclut  que  deux  surfaces 
analytiques  quelconques  peuvent  êlre  représentées  conformément 
Tune  sur  Tautre. 

376.  Équation  d'Euler.  —  Des  artifices  très  variés  ont  été  em- 
ployés pour  intégrer  des  équations  différentielles  de  forme  parli- 
culière.  Euler  en  a  donné  un  exemple  célèbre  avec  ré(|ualion  à 
laquelle  son  nom  est  resté  attaché, 

dx        dy 

OÙ  X  et  Y  sont  deux  polynômes  du  quatrième  degré  en  x  ti  y 
respectivement,  ayant  les  mêmes  coefficients, 

X  =  «0^^-+-  axx^->r  a^x^-k-  a^iX  -\-  «4, 
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Les  variables  élanl  séparées,  on  obtient  l'intégrale  générale  de 
Féq nation  (4^)  par  deux  quadratures,  qui  introduisent  deux  fonc- 
tions transcendantes,  dépendant  respectivement  de  x  et  dej^'.  La 
découverte  fondamentale  d'Ëuler,  qui  a  été  le  point  de  départ  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  c'est  d'avoir  montré  que  cette 
relation  entre  les  variables  x  et ^,  qui  est  transcendante  en  appa- 
rence, est  en  réalité  algébrique. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  X  est  un  polvnome  du  second 
degré  non  carré  parfait;  une  substitution  linéaire  permet  de  le 
ramener  à  la  forme  X  =  A(a:^ — i  ),  et  l'équation  (4^)  devient 
dans  ce  cas  particulier 

(43)  ,  -^    /  =Q' 

On  peut  encore  l'écrire,  en  chassant  les  dénominateurs, 

/i  — y^dx  -h  / 1  —  x^dy  =  d{^x  /i  —  j^'h-  y  /i  —  j**) 

dx  dy 

v/ 1  —  r  *        / 1  —  y'*- 
ce  qui  montre  que  l'on  a  identiquement 

d^x yj V  — y^-^y  v/ 1  —  ■^^ ) 


L'expression  y/(i  —  ^*"^)^i  — y^^  —  ocy  est  donc  un  facteur  inté- 
grant pour  l'équation  (43),  et  l'intégrale  générale  est  donnée  par 
la  formule 

(44)  ^v^i— r*-^-r  v^«  — ^*  =  c, 

ou  par  la  formule 

(45)  /(TZT^TT^TZZJT) -.  ^7  ==  C', 

puisque  l'équation  (43)  admet  les  deux  facteurs  intégrants  i 
et  y/(i  —  -C''j(i  — y'^)  —  xy.  On  vérifie  du  reste  aisément  que  les 
deux  formules  (44)  et  (4^)  sont  équivalentes,  d'après  l'identité 

(t  v/i  —  y^  -\-y  /i  —  a?«)*-f-  [/(i  — x^)(i  —y*)  —  ^yY  =  ». 
En  rendant  la  dernière  formule  rationnelle,  on  peut  écrire  l'in- 


II.    —    ÉQUATIONS    Dl    PREMIER    ORDRE.  33 1 

tégrale  générale  de  Téqualion  (43)  sons  la  forme 

(46)  x^-hv^-h'^Cxy  -h  C'»—  I  =  o, 

C  désignant  une  constante  arbilraire,  et  cette  équation  représente 
des  coniques  tangentes  aux  cjuatre  droites  œ  =  ih  i  ^  y  =  zh  i . 

Par  une  indu(*lion  hardie,  Euler  a  été  conduit  à  une  formule  de 
même  espèce,  mais  plus  générale,  qui  convient  au  cas  où  X  est  un 
polynôme  quelconque  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  (Insti- 
tutiones  calculi  inte gratis,  t.  I,  Chap.  V  et  VI). 

Soit  ¥{x^y)  un  polvnome  à  deux  variables  x  el^,  du  second 
degré  et  symétrique  par  rapport  à  ces  deux  variables, 

■'"^         /  -\-  \z(x^^y^)-h  ki^xy-^  S.^{x^y)-^  A,. 

Ce  polynôme  dépend  de  six  coefficients  arbitraires  A,,  A2,  A3,  A4, 
A5,  Ao,  et  la  relation  F(x,  jk)  =  o  peut  s'écrire  sous  deux  formes 
équivalentes 

)   F(;r,  jK)  =  M,ar«H-N,ar-hP,  =  o, 

M,  N,  P  étant  trois  polynômes  du  second  degré  en  x 

M  =  Ai^r*-*- A,jr  H- Aj,     N  =  At^r'-h  AfcXH- Af,     P  =  Ajo?*-»- Aja?-!- A«, 

et  M,,  N|,  Pi  les  polynômes  obtenus  en  remplaçant  x  par  ^  dans 
M,  N,  P.  Delà  relation  ¥{x,y)  =  o  on  déduit F^ctr  H-  ¥'y.dy  =.  o, 
ou,  en  remplaçant  F^  et  F'   par  leurs  expressions, 

(49)  i^MxX  -^^x)dx  -\-{'i}Ay  '^^)dy  =^  o. 

On  lire  d'ailleurs  des  relations  (4^) 

2M.r-h  N  =  =bv/N«-4iVIP,        2M,J7H-N,  =  ±  /Nf  — 4M,P,, 
et  la  formule  précédente  (49)  peut  encore  s'écrire 

/ex  ^^  .  dy 

<5o)  ,  ■  ±    ,  =  o> 

y/Nî«_4\IP       v/Nf  — 4V1,P, 

nette  relation  sera  identique  à  l'équation  proposée  (4^)»  pourvu 
que  l'on  ait  N^ — 4MP=X,  ce  qui  entraîne  nécessairement 
N^  — 41VI<P|==  Y.  Or  M,  N,  P  étant  du  second  degré,  N«— 4MP 
est  du  quatrième  degré,  et  Ton  est  conduit  à  écrire  que  deux 
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polynômes  du  quatrième  degré  sont  identiques,  ce  qui  exige  cinq 
conditions  seulement.  Comme  on  riispose  de  six  coefficients  A/, 
on  voit  qu'un  de  ces  coefficients  restera  arbitraire.  Il  y  a  donc 
une  infinité  de  polynômes  F(j:,  y)  de  la  forme  (47)?  dépendant 
d'une  constante  arbitraire  C,  et  tels  que  de  la  relation 

(5i)  F(^,7)  =  o, 

entre  les  variables  x  et  y,  on  puisse  déduire  la  relation  (42). 
Cette  relation  (5i)  représente  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée. 

La  détermination  effective  du  polynôme  F(jr,j^)  exige  un  calcul  d'iden- 
tification que  Ton  peut  simplifier  par  une  représentation  géométrique  due 
à  Jacobi.  Considérons,  pour  prendre  le  cas  général,  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  R(^)  premier  avec  sa  dérivée,  et  soient  /j,  fj,  /j,  /;  les 
racines  de  R(^)=  o.  Soit,  d'autre  part,  £  une  conique  quelconque  dont  les 
coordonnées  a?  et  ^  sont  exprimées  en  fonction  du  paramètre  vanable/ 
par  des  fractions  rationnelles  du  second  degré,  de  façon  qu'à  un  point(ar,/) 
corresponde  une  seule  valeur  de  t\  appelons  /tîi,  mj,  mj,  m,^  les  points 
de  2  qui  correspondent  aux  valeurs  t\y  It,  tv^,  t,,  du  paramètre.  Enfin 
soit  S'  une  seconde  conique  passant  par  les  quatre  points  mi,  m],  nti.  m^. 
Toute  droite  tangente  à  2'  rencontre  2  en  deux  points  M  et  M';  si  t  elt' 
sont  les  valeurs  correspondantes  du  paramètre,  la  relation  entre  t  et  t  est 
de  la  forme  cherchée.  Il  est  évident,  en  effet,  que  cette  relation  est  symé- 
trique en  t  et  t\  et  qu'elle  est  du  second  degré  par  rapport  à  chacune  des 
variables;  car  par  un  point  M'  on  peut  mener  deux  tangentes  à  £'  et  par 
suite  à  toute  valeur  de  l'  correspondent  deux  valeurs  de  t  seulement. 

Soit 

(52)  F(<,  t')  =  o 

cette  relation;  on  en  déduit,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  relation 
entre  les  différentielles  dt,  dt'j  de  la  forme 

(53)  ,  =i=  -. =0, 

V/PI7)        /P(<') 

P{t)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Ce  polynôme  P(0  «' 
identique  à  un  facteur  constant  près  à  R(0«  En  effet,  d*après  la  façon 
même  (que  l'on  vient  d'expliquer)  dont  on  déduit  le  polynôme  P(0 
de  F(<,  f')=o,  les  racines  de  P(t)  =  o  sont  les  valeurs  de  t  pour 
lesquelles  les  deux  valeurs  de  t'  sont  confondues.  Or,  la  signification  géo- 
métrique de  la  relation  (5^)  montre  immédiatement  que  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  deux  tangentes  à  S'  issues  de  M  sont  confondues, 
c'est-à-dire  si  ce  point  M  est  l'un  des  points  /Hj,  /Wj,  /Wj,  ^4.  Nous  sommes 
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donc  conduits  à  la  méthode  suixante,  n'exigeant  que  des  calculs  rationnels, 
pour  obtenir  Tintégrale  générale  de  l'équation 


(54) 


dt 


dt' 


v/R(0       /RTÔ 


=  o 


où  R(<)a=  ao<*-H  a\  t^-^  ait^-\-  a^t  -\-  a,,^  qui  ne  diffère  que  par  les  nota- 
tions de  l'équation  proposée  {\i).  On  commencera  par  former  l'équation 
générale  des  coniques  S'  passant  par  les  quatre  points  /ni,  mj,  /nj,  nti, 
de  2  ;  cette  équation  est  de  la  forme  f{x^  y)-^  C^(ar,  ^)==  o,  G  désignant 
une  constante  arbitraire.  Puis  on  écrira  la  condition  pour  que  la  droite 
joignant  les  deux  points  M  et  M'  de  S,  qui  correspondent  aux  valeurs  ty 
t'  du  paramètre,  soit  tangente  à  2'.  La  relation  obtenue,  qui  renferme  la 
constante  arbitraire  G,  représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'EuIer. 
Pour  développer  les  calculs,  prenons  pour  S  la  parabole  j'*  =  ar,  et 
posons  a?  =  f*,  j^  =  /.  La  conique  2'  représentée  par  l'équation 


(55) 


A  37*  -+-  k! y^  -h  '1 B' j^'  -h  2  B'ar  -h  a  Bj^  -+-  A'  =  o 


coupe  2  en  quatre  points,  donnés  par  l'équation  du  quatrième  degré  en  t 
que  Ton  obtiendra  en  remplaçant  x  par  /*  et  y  par  t.  Pour  que  cette 
équation  soit  identique  à  K(/)  =  o,  il  suffira  que  l'on  ait 

(56)       A  =  «0,      A' H- ïB'rr:  ûTt,      2B'=ai,      siB=aj,      A'=a4. 

Le  coefficient  B'  restant  arbitraire,  nous  poserons  B'=  G,  ce  qui  donne 

A'=  at  —  aG. 

Rappelons  maintenant  que  l'équation  langentielle  de  2',  c'est-à-dire  la 
condition  pour  que  la  droite  aa: -h  pj' -h  y  =  o  soit  tangente  à  cette 
conique,  est  donnée  par  l'équation 


(57) 


A  B"  B'  a 

B'  A'  B  p 

B'  B  A'  Y 

a  p  Y  <^ 


=  o. 


La  droite  joignant  les  deux  points  (/*,  t)  et  (^*,  ^')  de  2  a  pour  équa- 
tion 

x—y{t^t')^tt'  =  o\ 

nous  pouvons  donc  prendre 

a  =  i,         p  =  — (f-h^'),         ^^tt\ 

En  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  A,  B,  A',  B',  A",  B',  a,  p,  y  dans 
la  condition  (57),  et  remplaçant  t  et  t'  par  a?  et  ^  respectivement,  nous 
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parvenons  à  Tintégrale  générale  de  l'équation  d*Euler  sous  la  forme   sui- 
vante indiquée  par  M.  Stieltjes 


(58) 


Uq 


2 


^        c 


^      a,--2G 


11 
•1 


—(ar-h^)    xy 


—  {x-^y) 


xy 
o 


=  o. 


Celte  équation  représente  une  famille  de  courbes  du  quatrième  degré, 
ayant  deu\  points  double*  à  Tinfini  «^urOr  et  O^  respectivement.  L'^^qua- 
tion  étant  du  *iecond  degré  par  rapport  à  la  constante  C.  il  passe    deux 
courbes  de  la    l'amille   par  un    point   quelconque  du  plan:    ce  qu'il      était 
facile  de  prévoir    puisque   l'équation    différentielle  proposée  donne      deux 
valeurs  oppo^^ées  de  y'  pour  un  même  point  (:r,  y).  Ces  deux  valeur<^    de/' 
ne  deviennent  égales  que  si  le  point  (J?,  v)  appartient  à  la  courbe  XV   =  o, 
qui  se  compose  «le  quatre  droites  D,,  Dj,  D3,  D^  parallèle*^  à  l'axe  O^,  et 
de  quatre  droites  Ai ,  As,  Aj,  A^  parallèles  kOx.  Ecrivons  l'équation  d*  feuler 
sous  forme  entière  Y  dx*  —  X  dy^^=.  o,  et  prenons  un   point  M(  x,  y  )  sur 
l'une  des  droites,  A|  par  exemple,  n'appartenant  pas  aux  droites  D.    l'our 
les   coordonnées   du   point   .M,  on   a    Y  =  o,  X  33^  o,  et  l'équation  d'Kuler 
donne  pour  y'  une  racine  double,  j''=  o.  Parce  point  M  il  passe  une  pre- 
mière courbe  intégrale,  la  droite  Ai  elle-même.  Mais  on  peut  vérifier  que 
les  courbes  représentées  par  la  formule  (^58)  admettent  pour  courbe  enve- 
loppe l'ensemble  des  huit  droites  données  par  l'équation  XY  =  o,  de  sorte 
que  par  le  point  M  de  Ai  il  passe  une  nouvelle  courbe  intégrale  tangente 
à  la  première.  Nous  avons  ici  un  nouvel  exemple  d'intégrales  singulières, 
car  les  huit  droites  0/,  A/  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  courbes  repré- 
sentées par  l'intégrale  générale. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé,  pour  parvenir  à  la  formule  (58), 
que  le  polynôme  R(^)  était  du  quatrième  degré  et  premier  avec  sa  dérivée. 
Mais  il  est  clair  que  le  résultat  est  susceptible  d'une  vérification  directe, 
où  cette  hypothèse  n'intervient  pas.  On  pourrait,  par  exemple,  former 
l'équation  différentielle  des  courbes  représentées  par  l'équation  (58)  eu 
appliquant  la  méthode  générale  (  n"  H63)  et  l'équation  obtenue  serait 
forcément  identique  à  l'équation  d'Euler,  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  coefficients  ag,  ai,  ...,  «v?  puisqu'il  en  est  ainsi  lorsque  ces  coef- 
ficients ne  vérifient  aucune  relation  particulière.  La  formule  (58)  con- 
vient donc  à  tous  les  cas. 


377.  Méthode  déduite  du  théorème  d*Abel.  —  On  peut  aussi  déduire 
très   aisément   l'intégrale   générale   de    l'équation    d'Euler   du    théorème 
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d'Abel.  Désignons  maintenant  par  R(t)  un  polynôme  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré,  premier  avec  sa  dérivée,  et  considérons  la  courbe  C  qui 
a  pour  équation  y^=i  î{(x).  Si  une  courbe  algébrique  variable  C  ren- 
contre la  courbe  C  en  trois  points  variables  seulement.  M},  Mf,  M3,  on  a 
dénnontré  (n**  361  )  que  les  coordonnées  (  jti,  y^),  (:cj,  j^),  (arj,  y^)  de  ces 
trois  points  variables  satisfont  à  la  relation 

,    ,                                                dxt        dx^        dx2 
(  59  ) H -H =  O. 

J^I  rt  ^3 

Si  la  courbe  sécante  C  dépend  de  deux  paramètres  variables  dont  on  peut 
disposer  de  façon  que  deux  des  points  d'iniersection  (xi^  ^1),  (^î,^j)  vien- 
nent coïncider  avec  deux  points  quelconques  donnés  à  l'avance  de  C,  les 
coordonnées  (^3,^3)  du  tr(M««iéme  point  d'intersection  sont  des  fonctions 
des  coordonnées  (xi,  yx\  ^î,^«)  des  deux  premiers  satisfaisant  à  la  rela- 

dx I         dx^ 
lion    (59).    L'équation 1 =0    est    donc   équivalente    à    l'équa- 

dxx 
lion =  o.  dont  l'intégrale  générale  est  x^  =  const.  Or  les  points  (J?i,^i), 

(^i>  y\  )  étant  sur  la  courbe  G,  on  a  /f  =  R(a:|),  y\  =  R(a7t),  et  l'équa- 

dx\        dxi  ,,  . 

tion  — -  H =  o,  que  Ion  peut  écrire 

y\       yt 

(60)  .^^^^=0, 

est,  sauf  la  différence  des  notation«(,  identique  à  l'équation  d'Ëuler.  Dans 
la  formule  qui  donne  Tintégrale  générale 

(61  )  ar,  =  F(ar,,7,  ;  x^,  y^)—  const. 

on  doit  remplacerai  et  y^  par  \/R(^i)  et  /HiJ^t)  respectivement,  les 
déterminations  des  deux  radicaux  ctani  les  lnélne^  dans  les  deux  for- 
mules (60)  et  (61).  Nous  obtenons  ainsi,  pour  l'intégrale  générale,  une 
formule  renfermant  des  radicaux,  tandis  que  la  formule  (  :)8  )  est  rationnelle. 
Mais  la  forme  irrationnelle  est  dans  certains  cas  plus  avantageuse. 

Développons  les  calculs  en  supposant  le  polynôme  R(J?)  ramené  à  la 
foirme  normale  de  Legendre  R(a7)=(i  —  a7*)(i — k}x^)^  k^  étant  diffé- 
rent de  zéro  et  de  l'unité.  La  parabole  C 

(6^^  y  =  ar^ -^  bx -\~  i 

rencontre  la  courbe  G4  représentée  par  l'équation  y^=  R(^)  au  point 
(iF  =  a,  ^  =  i)et  en  trois  points  variables  dont  les  abscisses  x^,  arj,  x^ 
sont  racines  de  l'équation 

(  63)  (a* —  k^)x^^  'xabT^-\-  (6*-i-  aa  -4-  X:'-h  i  )a7  -h  aé»  =  o, 

obtenue  en  éliminant^  et  supprimant  le  facteur  x. 


336  CHAPITRE   WIII.    —   METHODES   ÉLÉMENTAIRES   d'INTÀG RATION. 

On  déduit  de  celte  équation  les  relations 

a?, -f- xj -H ar,  =  j^ZT^i'         XxXt-\- x^Xi-Jr  XxXi=z  ^Tirji ' 

ib 

et,  par  suite, 

(64)  X\ -k- x^-h  Xi^=  aXiXfXi, 

Mais  en  écrivant  que  la  parabole  G'  passe  par  les  deux  points  (jfi, /i), 
(iF,,  j'j),  on  peut  déterniiner  a  et  b.  On  a  en  particulier 

axiXi  —  i-\ , 

X\  —  x^ 

portant  cette  valeur  de  a  dans  la  formule  précédente,  on  obtient  finale- 
ment l'expression  de  Xi  au  moyen  de  xi,  yi,  Xj,  jytt 

L*intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler 

dxi  dx^ 


(65)  . .      . -^ 

v/R(j7,)        /1T(^ 

est  donc  représentée  par  la  formule 

(66)  Xi=  —=à \  =G. 

378.  Applications.  —  Quand  on  cherche  à  déterminer  une 
courbe  piane  par  une  relation  donnée  F(a:,y,  m)  =  o  entre  les 
coordonnées  (x,  y)  d'un  point  de  cette  courbe  et  le  coefficient 
angulaire  m  de  la  tangente  en  ce  point,  les  courbes  cherchées 
s'obtiennent  évidemment  par  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  F(:r,  y,^)  =  o,  que  l'on  déduit  de  la  re- 
lation donnée  en  y  remplaçant  m  par  j^'.  Si  cette  équation  est  de 
degré  q  en  j^,  il  passe  en  général,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  loin,  q  courbes  de  cette  espèce  par  un  point  quelconque  du 
plan.  Considérons,  par  exemple,  une  famille  de  courbes  C,  repré- 
sentées par  l'équation  4>(iC,  y^  a)  =  o,  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire,  et  proposons-nous  de  trouver  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales, c'est-à-dire  les  courbes  C'qui,  en  chacun  de  leurs  points, 
coupent  orthogonalement  une  courbe  C  passant  parle  même  point. 
Soient  m,  m!  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux 
courbes  orthogonales  C,  C  passant  par  un  même  point  {x^  y)\  on 
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doil  avoir  entre  m  et  m!  la  relation  i  -h  mm^ •=.  o.  Soit  d'autre  part 
F(a:,  j^,  j^')  =  o  Téquation  différentielle  des  courbes  données  C; 
on  a  F(a:,^v,  m)=.  o,  puisque  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  une  courbe  C  passant  au  point  (jc,^)  et  par  suite 

D'ailleurs  m!  est  aussi  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
une  courbe  C  passant  au  point  {x^  y)]  cette  courbe  C  satisfait 
donc  aussi  à  Téqualion 

(67)  F(:r,j.,  -l^r-o, 

et  Von  obtient  Inéquation  différentielle  des  traje^^toires  ortho- 
gonales des  courbes  C  en  remplaçant  y  par -,  dans  l'équa- 

tion  différentielle  des  courbes  C  elles-mêmes. 

Pour  obtenir  Téquation  des  courbes  C,  on  doit  éliminer  a  entre 

les  deux  équations  q>  =  o,  ^ \-  —  y  =  o;  donc,  pour  obtenir 

Inéquation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  y  il  suf- 
fira d^ éliminer  a  entre  les  deux  relations  <ï>  =  o,--  y' —  =  o. 

•^  ^  dx  ^  dy 

Prenons  par  exemple  les  coniques  représentées  par  l'équation 

^*  -h  3 37* —  2aJ7  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable.  L'application  de  la  règle  précé- 
dente conduite  l'équation  différentielle  homogène 

{y^  —  3  iC*  )y'  -^ixy  =  o, 

qui  devient,  en  posanty  =  ux  et  séparant  les  variables, 

dx        3  du  du  du 

1 =  o. 

X  u  a  -h  I        u  —  I 

On  en  tire 

aru»=G(a*— I)         ou        7=»=  C(7*—  a:*). 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc  des  cubiques  admettant 
l'origine  comme  point  double. 

D'une  façon  plus  générale,  considérons  une  surface  S  dont  les 
coordonnées  x,  y,  z  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
G.,  II.  aa 
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mètres  variables  //,  v  : 

on  tire  de  ces  rormules 

dx  =  —  du  H — —  dv,         dv  ^  — '-  du  n — —  di\        dz  =  — -  du  H — ^  dv, 
du  dv       '  ^        du  dv  du  dv 

et  à   toute  valeur  du  rapport  ^   correspond  une  tangente  à  la 

surface  passant  par  le  point  (w,  r).  Si  l'on  se  propose  de  déter- 
miner les  courbes  de  cetle  surface  lelles  que  la  tangente  à  Tune 
de  ces  courbes  en  un  poinl  quelconque  dépende  uniquement  de 
la  position  de  ce  point  sur  la  surface,  on  est  encore  conduit  à 
intégrer  une  équation  diflférenlielle  du  premier  ordre 

(68)  f(«,..^)=o; 

inversement,  toute  équation  de  cette  forme  établit  une  relation 
entre  un  point  d'une  courbe  située  sur  la  surface  S  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  les  trajectoires 
sous  un  angle  constant  V  d'une  famille  de  courbes  données  situées 
sur  la  surface.  Étant  données  deux  courbes  C,  C  passant  par  un 
point  (w,  v)  et  se  coupant  sous  un  angle  V,  on  a  la  formule  géné- 
rale (n^  277) 

E  é/u  ow  -h  ¥  {du^v  -^  dv  ^u)  -\-  G  dv  ^ç 


(69)  cosV  = 


v/E  û?w2-h  2  F  du  dv  -h  Gdv^  /E  ow«-+-  aF  lu  ^v  -+-  G8p» 


E,  F,  G  ayant  la  signification  habituelle,  du  et  rf(^  désignant  les 
différentielles  relatives  à  un  déplacement  sur  C,  Sw  et  Sp  les  difle- 
rentiellcs  relatives  à  un  déplacement  sur  G ,  Les  courbes  G  étant 

données,  -r—  est  une  fonction  connue  de  //  et  de  c^,  -r-  =  "^{u,  v)^ 


Iv 


et  en  remplaçant  j-  par  ii(f^,  v)  dans  la  relation  précédente  (69), 

la  relation  obtenue  F  (//,   c^,  -j-j  =  o  est  Téquation  différentielle 

des  trajectoires  cherchées. 

Considérons  en  particulier  les  trajectoires  sous  un  angle  con- 
stant des  méridiens  de  la  surface  de  révolution 

a7  =  pcosa),         y  =  p  s\n(j},         z=s/{p). 
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Nous  avons  ici 

u  =  p,         p  =  CD,         E  =  I  -i-/'»(p),        F  =  o,         G  =  p*,        $(;  =  o, 
Téqualion  (69)  devient 

cosV  = 

/[i  -h/'î(P)]û^P'-^  p'c^w» 

On  en  tire,  en  résolvant  par  rapport  à  rfco, 


c^co  =  tanerV  ^ — lU-J- 

^  ? 

et  <o  s'obtient  par  une  quadrature. 


III.  -  ÉQUATIONS  D'ORDRE  SUPÉRIEUR. 

379.  Intégration  de  Téquation  ^^  =f[x),    —  Etant  donnée 
une  équation  difierentielle  d'ordre  n, 

où  y^'^  =  -T-=7  »  cette  équation  et  celles  que  Ton  en  déduit  par  des 

diflereutiations  répétées  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées, 
à  partir  de  y^"\  au  moyen  de  x^  y,  y',  y\  .  . .,  y("-*\  Si  donc 
Ton  se  donne  pour  une  valeur  particulière  Xq  de  la  variable  indé- 
pendante les  valeurs  correspondantes  j^o»  y'o',  •••?  JKiT"'^  ^^  1* 
fonction  cherchée  y  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées,  on  peut 
de  cette  façon  calculer  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  succes- 
sives de  la  fonction  inconnue  pour  la  valeur  :ro"de  j:,  et  former 
une  série  entière 

dont  la  somme  représente  l'intégrale  en  question,  si  toutefois  cette 
intégrale  peut  être  développée  par  la  formule  de  Taylor.  Jusqu'aux 
travaux  de  Cauchy,  on  avait  admis  sans  démonstration  la  conver- 
gence de  cette  série  (*).  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  qu'il  en 


(  '  )  Voir  par  exemple  le  Traité  de  Lacroix. 
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csl  bien  ainsi,  moyennant  certaines  conditions  qui  seront  préci- 
sées. Nous  indiquerons  seulement  ici  quelques  types  simples 
d^équations  différentielles  d'ordre  n  dont  l'intégration  peut  se 
ramener  à  des  quadratures  ou  à  l'intégration  d'une  équation 
d'ordre  inférieur  à  /i. 
L'équation  différentielle 

fin  Y 

constitue  le  type  le  plus  simple  possible  des  équations  difTéren- 
tielles  d'ordre  n.  Elle  s'intègre  au  moyen  de  n  quadratures  succes- 
sives; en  effet,  en  désignant  par  Xq  une  constante  numérique 
prise  à  volonté,  on  a  successivement 


dx'^- 


-Z  =,    r    dx   i  f  {x)dT  -^  Co(x  —  xo)-^  Cl, 


dx 


y=   f     dx  I     dx . . .    I     f(x)dx 

Co(  x  —  xo  )«-'        G,  (  jr  —  57o)«-* 


1.1. ..{n  —  I)         1.1.. .{n  —  2) 


-4-. .  .-h  G«-i, 


Crt_<,  Cn-2i  •  .  -î  Co  étant  n  constantes  arbitraires,  qui  sontég*'^^ 
respectivement  aux  valeurs  de  l'intégrale  et  de  ses  (n  —  i)     P''^" 
mières  dérivées  pour  x  =  Xq. 
On  peut  remplacer  l'expression 


f     dx         dx,..   I     fix)dx, 


qui  renferme  n  signes  d'intégration  superposés,  par  uneexpre^^*^*^ 
ne  contenant  qu'une  seule  quadrature  portant  sur  une  foncti^^*^^ 
la  variable  x  ligure  comme  paramètre.  Il  est  facile  de  vérifî^^^^ 
fait  qui  sera  rattaché  plus  tard  à  une  théorie  générale  (n°  39^^*  ^' 
nous  posons,  en  effet, 


(73) 


1.2.  ..(/i  — t)  jj.^ 
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on  en  déduit  successivement,  par  l'application  des  règles  connues, 


-......;.- a) /("-->''-'/(->^'' 


dx         i.1,,  .{n  —  ti).^ 


•  » 


et  enfin     ,  ^  =zf(^x).  La  fonction  Y<  est  donc  une  intégrale  de 

l'équation  (72).  D'ailleurs,  les  deux  fonctions  Y  etY^  sont  nulles, 
ainsi  que  leurs  (/i  —  i)  premières  dérivées,  pourx  =  Xo.  Leur  dif- 
férence, qui  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  n  —  i,  ne 
peut  être  divisible  par  (x  —  ^0)"  à  moins  d'être  nulle  identique- 
ment. On  a  donc  Y4  =  Y. 

380.   Cas  divers  d'abaissement.  —  Les  cas  les  plus  fréquents  où 
l'on  peut  abaisser  l'ordre  de  l'équation  sont  les  suivants  : 

i"  U  équation  ne  renferme  pas  la  fonction  inconnue,  —  Une 
équation  de  la  forme 

(74)  •'(-'^•Zi:*^'---'d^)  =  °       (■='^-^«) 

se  ramène  immédiatement  à  une  équation  d'ordre  n  —  /:  en  pre- 
nant pour   inconnue  -1-=^  =  u.   Si  l'on    peut  intégrer   l'équation 

auxiliaire  en  w,  on  aura  ensuite^'  par  des  quadratures,  comme  il 
vient  d'èlre  expliqué. 

Il  arrive  quelquefois  que  l'on  peut  exprimer  j:  et  w  =  -7-=^  au 

moyen  d'un  paramètre  auxiliaire  /  par  des  formules 

les  fonctions  y  et  <f  renfermant  aussi  des  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  de  l'équation  en  u.  On  peut  alors 
exprimer  aussi  y   au   moyen   de    t   par   des   quadratures;   on   a 

d'abord 

dy^k-\)^  ^{t)dx=t:^il)f'{t)dt, 

d'où  l'on  déduira  ^(*~»).  En  continuant  de  la  sorte,  on  calculera 
successivement  j^^*~2)^  ^  ^  .,  y^  jusqu'à^. 
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2**  L^ équation  ne  renferme  pas  ta  variable  indépendante , 
—   Si  Ton  a  une  équation  de  la  forme 

"»        "(^-s-g ë)=«. 

on  pourrait  la  ramener  à  la  forme  précédente  en  prenant  y  pour 
variable  indépendante  et  x  pour  inconnue;  la  nouvelle  équation 

ne  contiendrait  pas  x^  el  en  prenant  -j-  pour  nouvelle  inconnue, 

on  serait  conduit  à  une  équation   d'ordre  n —  i.  Mais  on  peut 
effectuer  ces  deux  transformations  simultanément  en   prenant/ 

pour  la  variable  indépendante  el  en  prenant  pour  inconnue  -^  =/?. 
Nous  avons  en  efl'et 

d'^y  __  dp  __  dp  dy  ^      dp 
dx*  ~  dx  ~  dy  dx  ~~  ^  dy^ 

d^y        d[     dp\        df     dp\  (  dp\^        ^d^p 

d^^-d-x\Pdy)-^\Pd^)P-P\d'y)    -^P'^' 

et  ainsi  de  suite.  D'une  façon  générale,  -^-^  s'exprime  au   moyen 

de  p  et  de  ses  r —  i  premières  dérivées  par  rapport  ky.  On  aura 
donc  bien  une  équation  différentielle  d'ordre  n  —  i. 

Supposons  que  Ton  ait  intégré  cette  équation  auxiliaire  d'ordre 
n  —  1  el,  pour  prendre  une  hypothèse  générale,  supposons  que  y 
et/7  soient  exprimées  à  l'aide  d'une  variable  auxiliaire  ^,  qui  peut 
être  l'une  de  ces  variables  elles-mêmes,  y=f(t)^  />  =  ©(/),  les 
fonctions  y* et  îp  dépendant  en  outre  de  constantes  arbitraires.  De 
la  relation  dr  =  p  dx  on  lire  /'{t)  dt=  f(t)dxy  de  sorte  que  x 
s'obtient  à  son  tour  par  une  quadrature 


J     9{t 


?(0 

Cette  méthode  est  surtout  employée  pour  l'équation  du  second 
ordre 

que  l'on  ramène  ainsi  à  l'équation  du  premier  ordre 


F(r,/'./'^j)=o. 
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Soit/>  =  (p(y,  C)  l'intégrale  générale  de  celte  équation  du  pre- 
mier ordre.  De  la  relation  -7—  =  'f  (y,  C)  on  déduira  x  par  une 
quadrature 

Si  l'intégrale  générale  de  l'équation  en/?  est  résolue  par  rapport 
k  y^  et  se  présente  sous  la  forme  j^=y(/^,  C),  on  a  de  même 

f{p)dp  =  pdx 
et,  par  suite, 

f{p)dp 


I 


X  —  x^  -+- 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  intégrale  sont  ainsi 
exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  p  qui  représente  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

3®  LI équation  est  homogène  en  y^  y ^  y" ,   .  . . ,  y^^^  —  Si  m 
est  le  degré  d'homogénéité,  l'équation  est  de  la  forme 


/       V 

[x,  — 

\    y 


(76)  ^mF(x,  ^,   ^,    ...,^j=0, 


et  l'on  voit  que,  si  y^  est  une  intégrale  particulière,  il  en  est  de 
même  de  )vJ^m  quelle  que  soit  la  constante  X.  On  abaisse  l'ordre 
de  cette  équation  d'une  unité  en  posant^  ^  ^/«rfx-  q,^  g^  déduit 

en  effet 

y  —  u  e-'"''-^,        y"  =  <?•'*'*<'■»•  (  a' -+-  £z«  ),   . . . , 

et  d'une  façon  générale  y^'"^  est  égal  au  produit  de  ^•'"^•^  par  une 
fonction  entière  de  w,  ti  ^  w",  .  . .,  w^'*""*^  Après  la  substitution  dans 
l'équation  proposée,  il  restera  donc  une  équation  d'ordre /i —  i. 

4"  Uéquation  est  homogène  par  rapport  à  x^  y,  dx,  dy, 
d'^y^  . .  .,  d"y.  —  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  Téquation  ne  change  pas 
quand    on  change  x   en   Cxy  y  en  Cy,  C   étant   une  constante 

quelconque.  Cela  posé,  imaginons  que  l'on  prenne  ~  =z  u  pour 

nouvelle  variable  indépendante  en  prenant  j?  ou  j^/*  pour  inconnue. 
Quand  on  change  x  en  Cx,  y  en  Cy,  u  ne  change  pas;  la  nou- 
velle équation  différentielle  (entre  x  et  u  par  exemple)  doit  donc 
rester  la  même  quand   on  remplace  x  par  Cx  sans  changer  u. 
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Celle  équalîon  esl  donc  homogène  par  rapport  à  x,  x' ^  x" ,  . . . ,  x^'^\ 
el  l'on  relombe  sur  le  cas  précédenl. 

Remarque.  —  Dans  les  différents  cas  de  réduction  précédents, 
il  peut  se  faire  que  Ton  sache  obtenir  certaines  intégrales  de 
Téqualion  auxiliaire,  sans  pouvoir  en  déterminer  l'intégrale  géné- 
rale. Les  méthodes  précédentes  sont  encore  applicables  el  per- 
mettent d'obtenir  par  des  quadratures  des  intégrales  de  l'équation 
proposée,  renfermant  moins  de  n  constantes  arbitraires. 

381.  Applications.  —  i"  Les  équations  de  la  forme  y^ ■=.  fi^y)  rentrent 
dans  l'un  des  types  précédents.  On  peut  les  intégrer  directement  sans 
aucune  transformation,  car,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  2/', 
on  en  déduit,  après  une  première  intégration, 

y*=GH-  Ç   if{y)dy  =  ¥{y)-^-Q, 

et  Ton  a  ensuite  x  par  une  quadrature 

r  dy  p, 

X  =   I  —  -+-  G  . 


__  r d} 


Considérons  par  exemple  Téquation 

y  =  «or'  -+-  «ir*  -+-  ^tv  -^  «8. 

l'un  au  moins  des  coefficients  ao,  «i  n'étant  pas  nul.  Nous  avons  d'abord, 
en  multipliant  les  deux  membres  par  iy'  et  en  intégrant, 

r*=  —  r^-h  -  a^y^-hUir^-hia^y-^C. 

L'intégrale  générale  de  cette  nouvelle  équation  est  une  fonction  elliptique 
(n**  373),  pouvant  comme  cas  particulier  se  réduire  à  une  fonction  simple* 
ment  périodique  ou  même  à  une  fonction  rationnelle,  si  Ton  a  choisi  la 
constante  G  de  façon  que  le  polynôme  qui  est  au  second  membre  ne  soii 
pas  premier  avec  sa  dérivée. 

2°  11  peut  se  faire  que  l'on  puisse  appliquer  successivement  plusieurs 
des  méthodes  de  réduction  à  une  même  équation.  Prenons  par  exemple 
l'équation  du  quatrième  ordre  5(y"')^ — Sj^"^''^' =  o.  Si  l'on  pose  d'abord 
y' =  M,  l'on  en  déduit  une  équation  du  second  ordre  5w'' — 3Ma*  =  o,  qui 

est  homogène  en  a,  u',  u".  Posons  u  =  e-'*'^^:  il  vient  iv'  =  at»*.  ou  -^  =  5' 

el  l'on  en  tire 

3        I 

V  = t 


•À  X  -h  a 
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a  élanl  une  constante  arbitraire.  Nous  avons  ensuite  successivement 

3 

u  ^y"  =  b{.v  -\-  o)    ^, 

y  =  —  7.b{x  -^  a)   ^-hc. 

y  =.  —  \b{x  -h  aY  ■{-  ex  -\-  dj 

m 

b,  c,  d  élanl  trois  nouvelles  constantes.  On  retrouve  donc  l'équation 
générale  des   paraboles  (n"  303). 

3"  Soit  à  déterminer  les  courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  est 
proportionnel  à  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  pied  M  et  le 
point  de  rencontre  N  de  celte  normale  avec  une  droite  fixe.  Celte  droite 
fixe  étant  prise  pour  axe  des  x,  l'équation  différentielle  du  problème  est 

(77)  i -^  y -+- i^yy"  =  o, 

le  coefficient  jx  étant  éj^al  au  rapport  du  rayon  de  courbure  à  la  lon- 
gueur MN,  précédé  du  sijçne  -+-  ou  — ,  suivant  que  la  direction  qui  va  de  M 
au  centre  de  courbure  coïncide  avec  la  direction  M!\  ou  avec  la  direction 
opposée.  Pour  inléjj^rer  Féquation  (77),  posons  y'  =  p;  elle  devient 


1  -+- 

P' 

4- 

"""'  dy 

=  0, 

ce 

qu'on 

peut 

encore 

écrire 

dy 

y 

-+- 

'ip  dp 
1  -i-/>* 

=  0, 

et  l'on  en  tire,  après  une  première  intégration, 


G  étant  une  constante  arbitraire.  La  relation  dy  =^  p  dx  nous  donne  ensuite 

—  fjLG/?(i -h/>2)    *      dp=pdx, 


ou 


(i-f-/)*)    '      dp. 


Posons  p  =  tanga;  toutes  les  courbes  obtenues  en  faisant  varier  G  et  a:,, 
se  déduisent,  par  une  translation  ou  une  transformation  homothélique,  de 
la  courbe  F  représentée  par  les  équations 

(F)  X  =z  UL   I      cos\^a  doLy        j^  =  cos^-a. 

Il  est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe  d'après  ces 
équations,  quelle  que  soit  la  valeur  de  jx.  Quand  fi  est  un  nombre  entier, 
on  peut  effectuer  la  quadrature.  Si  {jt  est  un  nombre  entier  p(>sitif,  la  courbe 
n'a  pas  de  branches  infinies,  mais  elle  peut  avoir  deux  formes  d'asf>ects  très 
différents  suivant  la  parité  de  [i.  Si  [i  est  un  nombre  impair,  x  est  une  fono- 
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tion  périodique  de  a  (^f,  n**  117),  et  la  courbe  F  est  une  courbe  algébrique 
fermée  convexe.  Si  {Ji  est  pair,  x  augmente  d'une  quantité  constante  difîé- 
renie  de  zéro  lorsque  a  augmente  de  27t,  j^  est  toujours  positif.  On  a  une 
courbe  périodique,  avec  une  infinité  de  points  de  rebroussement  sur  Oar. 
L'aspect  est  celui  d'une  cycloïde;  c'est  du  reste  une  cycloïde  pour  fi  =  2. 

Remarque.  • —  Dans  les  exemples  que  nous  venons  d'étudier  on  cherche 
toujours  à  ramener  l'intégration  d'une  équation  dilTérentielle  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  d'ordre  moindre.  Quelque  singulier  que  cela  paraisse 
au  premier  abord,  le  procédé  inverse  peut  quelquefois  réussir.  Étant 
donnée,  par  exemple,  une  équation  du  premier  ordre  f{Xy  ^y  y')  =  o,  en 
la  combinant  avec  celle  qu'on  en  déduit  par  une  diiïérentiation,  on  obtient 
évidemment  une  infinité  d'équations  du  second  ordre  qui  admettent  toutes 
les  intégrales  de  l'équation  proposée.  Supposons  que  l'on  puisse  trouver 
ainsi  une  équation  du  second  ordre  qui  soit  inlégrable,  et  soitj^  =  <p(jr,  C,G') 
l'intégrale  générale.  Toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre 
proposée  sont  comprises  dans  cette  formule;  mais,  comme  elles  ne  dépendent 
que  d'une  constante  arbitraire,  il  doit  y  avoir  une  relation  entre  les  con- 
stantes C,  C.  Pour  l'obtenir,  il  suffit  d'écrire  que  la  fonction  f  (ar,  C,  C) 
satisfait  à  l'équation  du  premier  ordre;  on  est  ainsi  conduit  à  un  certain 
nombre  de  relations  entre  les  constantes  C,  C,  et  ces  relations  doivent  se 
réduire  à  une  seule. 

L'exemple  le  plus  intéressant  de  cet  artifice  est  dû  à  Monge,  qui  s'en  est 
servi  pour  trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Soient  lûf,  26, 
2C  les  trois  axes;  les  projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  du 
grand  axe  et  de  l'axe  moyen  sont  déterminées  par  l'équation  différentielle 

En  différentiant  l'équation  (78),  puis  en  éliminant  la  quantité 
on  obtient  l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre 

■il  .  Z!  _  L  — 

d'où  l'on  tire  successivement  yy' =  Cx^  puis^*=  Cx*-h  C. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (78)  s'obtiendra  en  établissant  entre  C 
et  C  la  relation  ACG'-+-  G'-+-  BG  =  o,  comme  on  le  vérifie  en  remplaçant/* 
par  Gar'-h  G'  dans  le  premier  membre  (*). 

('  )  L'équation  (78)  s'inlcgre  aussi  aisément  par  les  procédés  classiques.  Il  suffit, 
en  effet,  de  poser  x^  —  \.  y  —  Y,  après  avoir  multiplié  tous  les  termes  par  xy  dx\ 
**-- lé  à  une  équation  de  Clairaut. 


eu  cuci,  uc  pusci  a. 

pour  être  ramené 
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EXERCICES. 


1.  Trouver  Téquation  difTérentielle  des  coniques  en  partant  de  leur 
équation  générale  non  résolue,  et  en  éliminant  les  coefficients  entre  cette 
équation  et  les  relations  obtenues  par  cinq  dérivations  successives. 

2.  Intégrer  les  équations  dilTérentielles 

(y»— ^)*=^(y*-+-^)*,     7(ï-H9.y*)-+-ary=o, 
(I  -^-y')yy"  =  (3y*-  oy*,    (ar»-hy  )y->^y»-h  xy^^xy--y  =  o, 

a-iyiH.  ^xy(y  —  ia)y—iy^{y  —  '2.a)  =  o,  a^y-f- j^y^— ^y  =  o, 

y»-h3y»-f->'«— 4  =  0. 

3.  Appliquer  les  méthodes  générales  d'abaissement  à  l'intégration  de 
réquation  difTérentielle  des  coniques. 

4.  On  demande  les  intégrales  de  l'équation  y"  =  iy^{y  —  i)  qui  sont 
des  fonctions  rationnelles  ou  simplement  périodiques  de  la  variable. 

[Licence  :  Paris,  1899.J 

.^.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  une  courbe  F  dans  le  plan  de  ce 
triangle,  soient  a,  6,  c  les  points  de  rencontre  des  côtés  du  triangle  avec 
la  tangente  en  ma  la  courbe  F.  On  demande  les  courbes  F  pour  lesquelles 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  m,  a,  6,  c  est  constant,  lorsque 
le  point  m  se  déplace  sur  Tune  d'elles. 

Le  rapport  anharmonique  de  la  tangente  en  m  et  des  droites  m  A,  mB, 
mC  est  constant  aussi. 

6.  Étant  donnés  un  point  0  et  une  droite  D,  trouver  une  courbe  telle 

que  la  portion  de  tangente  >JN,  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et  le 

point  N  où  la  tangente  rencontre  la  droite  D  soit  vue  du  point  0  sous  un 

angle  constant. 

[Licence  :  Besançon,  i885.] 

7.  Trouver  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  courbes  situées  sur  le 

paraboloïde  ^az  =  mx*-\-y^y  dont  les  tangentes  font  un  angle  constant 

donné  y  avec  Taxe  Oz. 

[Licence  :  Paris,  1879.] 

8.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  familles  de  courbes  repré- 
sentées par  l'une  des  équations  suivantes  : 

y*(ia  —  X)  =  x^.        y^-\-mx^ — aaar  =  o, 

(a'*-hy  )*=  a^j*^,         37* -h^*  =  a*  log  f  —  ]  > 

a  étant  le  paramètre  variable. 
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9.   Pour  que  l'équation  6(j',  y)  =  G  représente  une  famille  de  courbes 
parallèles,  il  faut  et  il  suTOt  que  Ton  ait 


ïp(6)  étant  une  fonction  quelconque  de  6. 

[On  écrit  que  les  trajectoires  orthogonales  sont  des  lignes  droites.] 

10.  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  oourbes 

intégrales   de   l'équation  y' •=.f{^x^  y)   forment   une    famille   de   courbes 

parallèles,  et  montrer  qu'on  peut  effectuer  l'intégration  par  une  q|uadra- 

ture. 

^Licence  :  Paris,  i  ^98.] 

11*.  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  coupent  une  croaique 
donnée  G  orthogonalement  aux  quatres  points  communs.  Ges  coniques 
forment  en  général  plusieurs  familles  distinctes:  trouver  les  trajectoires 
orthogonales  de  chacune  de  ces  familles.  En  déduire  tous  les  systèmes 
orthogonaux  dont  les  deux  familles  se  composent  de  coniques.  [Si/=o, 
©  =  o  sont  les  équations  de  deux  coniques  se  coupant  orthogonalement  en 
leurs  quatre  points  communs,  on  a  une  identité  de  la  forme 

àx  ôx        dy  dy  ^' 

X  et  (Ji  étant  deux  coefficients  constants.] 

12.  Trouver  la  condition  pour  que  les  courbes  intégrales  de  l'équation 
différentielle  ^'  =  /(j:,   V)  forment   une  famille  de   courbes   isothermes, 

et  montrer  qu'on  peut  obtenir  un  facteur  intégrant. 

[SoPHi's  Lie.] 

13.  Soient^i,  j^j  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  de  Riccali(26) 
(p.  396).  En  posant '^^ —  =  z^  on  est  conduit  à  l'équation  linéaire 

;;'-+- X(^,  -  ji)5  =  0. 

14.  Trouver  une  courbe  plane  G  telle  que  le  triangle,  ayant  pour 
sommets  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  le  centre  de  courbure  cor- 
respondant et  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M,  ait  une  surface  constante. 
On  fera  voir  que  l'une  des  coordonnées  s'exprime  en  fonction  de  l'autre 
par  une  quadrature,  et  que  l'on  peut  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la 
courbe,  sans  en  avoir  l'équation  en  termes  finis.  [Les  axes  de  coordonnées 

sont  supposés  rectangulaires.] 

[Licence  :  Paris,  1877] 

15.  Étant  donnée  une  courbe  plane  G,  soient  M  un  point  de  celte  courbe, 
P  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point,  et  MT  la  tangente.  Par 
le  point  T  où  celte  tangente  coupe  l'axe  des  ar,  on  mène  une  parallèle 
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à  Oy  qui  renconlre  la  normale  MP  en  un  point  N.  Déterminer  la  courbe  G 
de  façon  que  le  rapport  de  MP  à  Mi\  soit  constant. 

[Licence  :  Toulouse,  1884.] 

16.  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  que,  en  chacun  de  leurs 

points,  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales  soient  dirigés  dans 

le  même  sens  et  aient  une  somme  constante  a.  On  indiquera  la  figure  du 

méridien  de  la  surface. 

[Licence  :  Toulouse,  1878.] 

17*.  L'intégrale  générale  de  l'équalion  d'Euler  peut  s'écrire 

en  supposant  X  =  a^x^-^-  ai «r'-f-  a^x^-^-  a^x  -f-  a^. 

[Laurange.] 

[11  suffit  de  résoudre  l'équation  (58)  (p.  334)  P«r  rapport  à  la  constante, 
et,  après  quelques  transformations,  on  obtient  la  forme  de  Lagrange.] 

18.  Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  représentée  par  les  équations 

a?=  A(w  — a)'«(p  — a)«,    y  =  B(u^b)"'{v  —  b)",     .5  =  C(a— c)'"(p  — c)» 

s'obtiennent  par  l'intégration  de  l'équation  d'Euler  lorsque  l'on  a  m  =  /i, 
ou  /w  -H  n  =  I.  Déduire  de  ce  résultat  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face tétraédrale 


(:)'-(?)"- ar- 


19.  Gomment  peut-on  reconnaître  si  une  équation  différentielle 

dy  —f^x,y)dx  =  0 

admet  un  facteur  intégrant  de  la  forme  XY,  X  ne  dépendant  que  de  x 

et  Y  ne   dépendant  que  de  y^  et  trouver  ce  facteur  intégrant  lorsqu'il 

existe? 

[Licence  :  Paris,  octobre  1902.] 

20*.  Étant  donnée  une  courbe  plane  G,  on  prend  le  milieu  m  de  la 
corde  MM'  qui  joint  deux  points  quelconques  M,  M'  de  cette  courbe.  Le 
point  M  restant  fixe,  lorsque  le  point  M'  décrit  la  courbe  G,  le  point  nt 
décrit  une  courbe  homothétique  c.  Démontrer  que  les  courbes  c  satisfont 
à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  s'intègre  comme  l'équa- 
tion de  Glairaut,  en  y  remplaçant^'  par  une  constante  arbitraire.  (Bulle- 
tin de  la  Société  mathématique,  t.  XXllI,  p.  88.) 


CHAPITRE  XIX. 

THÉORÈMES  D'EXISTENCE. 


Les  premières  recherches  rigoureuses,  pour  établir  l'existence 
des  intégrales  d'un  système  d'équations  difTérentielles  ou  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  sont  dues  à  Cauchy.  L'illustre  géo- 
mètre a  fait  connaître  pour  les  équations  analytiques  un  type  de 
démonstration  fondée  sur  une  méthode  de  comparaison  â  laquelle 
il  a  donné  le  nom  de  Calcul  des  limites.  On  lui  doit  aussi  une 
autre  méthode,  qui  ne  suppose  pas  les  fonctions  analytiques,  et 
dont  nous  parlerons  plus  loin. 


I.  —  CALCUL  DES   LIMITES. 

382.  Généralités.  —  L'idée  fondamentale  du  Calcul  des  limites 
consiste  dans  l'emploi  des  fonctions  majorantes;  les  raisonne- 
ments ont  la  plus  grande  analogie  avec  celui  dont  on  s'est  servi 
pour  établir  l'existence  des  fonctions  implicites  (I,  n®  187).  Toute 
fonction  analytique  admettant  une  infinité  de  fonctions  majo- 
rantes, on  conçoit  que  la  méthode  puisse  être  variée  de  bien  des 
façons.  La  simplicité  des  démonstrations  tient  en  grande  partie 
au  choix  des  fonctions  majorantes.  Depuis  les  travaux  de  Cauchy, 
ses  démonstrations  ont  été  perfectionnées  et  étendues  à  des  cas 
plus  généraux  par  Briot  et  Bouquet,  Weierstrass,  MM.  Méray, 
Darboux,  M™*  de  Kowaleski,  et  beaucoup  d'autres.  Aujourd'hui 
encore,  on  se  sert  à  chaque  instant  de  cette  méthode  pour  traiter 
des  questions  analogues,  relatives  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, avec  des  conditions  initiales  variées. 

383.  Existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
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rentlelles.  —  Considérons  d'abord  une  seule  équalion 

dont  le  second  membre  /(x ^  y)  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
d'un  système  de  valeurs  ^oîJKo»  Nous  nous  proposons  de  démontrer 
que  cette  équation  admet  une  intégrale y{x)  holomorphe  dans 
le  domaine  du  point  Xq-,  se  réduisant  à  y^  pour  x  =  Xq. 

Supposons,  pour  abréger  les  formules,  Xo  =  yo  =  o,  ce  qui 
revient  à  écrire  x  et  y  k  h  place  de  ^  —  .ro,  y  — yo.  Si  l'équation 
proposée  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  du 
pointa;  =o,  et  s'annulant  avec  x^  il  suffira,  pour  jjouvoir  écrire 
le  développement  en  série  entière  de  celte  intégrale,  de  savoir 
calculer  les  valeurs  tie  toutes  les  dérivées  successives  de  cette 
intégrale  pour  x  =  o. 

L'équalion  (i)   nous  donne  d'abord  (7^)   =/(o,  o);  d'autre 

part,  les  équations  que  l'on  en  déduit  par  des  difTérentiations 
répétées  permettent  de  calculer  la  valeur  d'une  dérivée  d'ordre 
quelconque  au  mo^en  de  x,y  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur, 

(2)  j  d^y  ^à^f  ^    ^    à^f    dy    ^    d^//dyy  ^    df  d^y 

I  dx^        dx^  dx  dy  dx        ày^  \  dx  /         ôy  dx^  ' 


en  faisant  dans  ces  relations  j7==y=o,  on  calculera  de  proche 
en  proche  les  valeurs   initiales  des  dérivées  successives  \-r^)  ♦ 

(^~  j  >  •••*  (zf^j  >   •••)  de  l'intégrale  cherchée  au  moyen  des 

coefficients  du  développement  àe  f{x^  y)  suivant  les  puissances 
de  X  et  de  y.  Jusqu'aux  travaux  de  Cauchy,  on  avait  admis  sans 
démonstration  que  la  série  entière  ainsi  obtenue 

I dy\    X        /d^y\     x^                  (d^y\         x^ 
(3)       ^=(-j^      _- -^.  (  ^ j_...^(^l. j_... 

\dx  /  Q  i        \  dx^  /  0  I .  îi  \  dx^  /  0  \.i. .  .n 

était  convergente  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  zéro. 

Pour  démontrer  en  toute  rigueur  ce  point  essentiel,  observons 
que  les  opérations  par  lesquelles  on  calcule  les  coefficients  de  la 
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série  (3)  se  réduisenl  en  déHnllive  à  des  additions  et  à  des  muiti 
peut  s'écrire 

(4)  (  "JZJi  )    ~  f*/»(ûtoo,  ûfoi,  a  10,    .  .  . ,   Oonj    •  •  •■(  «no)» 

Pn  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  et  positifs,  et  a/A  dési- 
gnant le  coefficient  de  x^y'^  dans  le  développement  de  /{x,y).  Si 
donc  on  remplace  la  fonction  /{x^  y)  par  une  fonction  majo- 
rante 'f  (^5  Y)  et  que  Ton  se  propose  de  déterminer  une  intégrale 
holomorphe  de  Téquation  auxiliaire 

dY 

(5)  5x=^<''^) 

s^annulant  avec  Xy  les  coefficients  de  la  série  obtenue  pour  le  déve- 
loppement de  Y  seront  des  nombres  positifs  respectivement  supé- 
rieurs aux  modules  des  coefficients  du  même  rang  de  la  série  (3). 
Si  la  série  obtenue  pour  Y  est  convergente  dans  un  certain  domaine, 
il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  la  série  (3).  Or  la  série  obtenue 
pour  Y  sera  certainement  convergente  si  Téquation  auxiliaire  admet 
une  intégrale  holomorphe,  s^annulant  pour  x  ^=  o. 

Supposons  la  fonction  /{x,  y)  holomorphe  lorsque  les  va- 
riables X  el  y  restent  dans  les  cercles  C,  G  de  rajons  a  et  b. 
décrits  de  l'origine  pour  centre  dans  les  plans  des  deux  variables, 
et  continue  sur  ces  cercles  eux-mêmes,  et  soit  M  la  limite  supé- 
rieure de  |y^(-P,y)|  dans  ce  domaine.  On  peut  prendre  pour  fonction 

M 

majorante  f  (x,  Y)  r=T — -,  et  Téquation  auxiliaire  (5) 

peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (  i  —  -r 


M 


X 

a 


Nous  pouvons  vérifier  directement  que  cette  équation  admet 
une  intégrale  holomorphe  nulle  pour  j?  =  o;  en  eff'et,  les  variables 
étant  séparées,  on  déduit  de  cette  équation 

(7)  Y-|i=-aMLog(,-^). 
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La  constante  qu^il  faudrait  ajouter  au  second  membre  pour  avoir 
l'inté^ale  générale  de  Téqualion  (6)  est  nulle,  si  Ton  adopte  pour 
le  logarithme  la  détermination  qui  est  nulle  pour  j:  ==  o.  En  résol- 
vant l'équatiou  (^)  par  rapport  à  Y,  il  vient  encore 


(8) 


=  6-6y/i-^aa|Log(.-^j; 


si  Ton  prend  pour  le  radical  la  détermination  qui  se  réduit  à  i 
pour  ^  =  o,  la  formule  (8)  représente  bien  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (6)  qui  est  nulle  pour  j?  =  o.  Cette  fonction  Y  est  holo- 
morphe  dans  le  domaine  de  l'origine;  en  effet  la  fonction  sous  le 
radical  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rayon  a,  et 
cette  fonction  s'annule  pour 

(9)  X  =•  ^  =  a\\  —  e    *"*•/. 

Lorsque  la  variable  x  reste  à  l'intérieur  du  cercle  Cp  de  rayon  p 

ty  /Z  iVl  /  X    V 

décrit  de  l'origine  pour  centre,  le   module  de     ,     Logf  i j 

reste  inférieur  à  l'unilé  (')  et  le  radical  est  une  fonction  holo- 
morphe de  X  dans  ce  cercle.  La  série  obtenue  pour  le  développe- 
ment de  Y  est  donc  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  p,  et  il  en 
est  de  même  à  plus  forte  raison  de  la  première  série  obtenue  (3). 
On  voit  aisément,  d'après  la  formule  (8),  que  tous  les  coefficients 
du  développement  de  Y  sont  réels  et  positifs,  ce  dont  nous  étions 
assurés  a  priori.  Si  l'on  donne  -a  x  une  valeur  quelconque  de 
module  inférieur  à  p,  le  module  de  Y  est  donc  inférieur  à  la  somme 
de  la  série  obtenue  en  remplaçant  x  par  p.  On  a  donc,  pour 
tout  point  pris  dans  le  cercle  Cp,  |Y|  <C  6,  et  par  suite  \y\  <<  6. 
Si  Ton  remplace  y  par  la  >omme  de  la  série  {'A)  dans /"(a:,  j^),  le 
résultat  de  la  substitution  est  donc  une  fonction  ^{x)  holomorphe 
dans  le  cercle  de  rayon  p.  D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu 

les  coefficients  de  la  série  (3),  les  deux  fonctions  4>(j?)  et  ^  sont 

égales,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  successives,  pour  x  =  o. 


(')  En  eiïet,  tous  les  coefficients  du  développement  de  celte  fonction  suivant 
les  puissances  de  x  sont  réels  et  négatifs.  Le  module,  pour  \x  <  p,  est  donc 
inférieur  au  module  de  la  valeur  qu'elle  prend  pour  ^  =  p,  c'est-à-dire  à  Tunité. 

G.,  II.  23 
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Klles  sont  donc  identiques,  et  la  fonction  holomorphe  y  satisfait  à 
toutes  les  conditions  de  Ténoncé. 

Pour  calculer  les  coefficients  de  la  série  (3),  on  peut  subsliluer 
directement,  à  la  place  de  >',  dans  Téquation  (  i  ),  une  série  en- 
tière y  =  (',^  -f-  (^2  J^^-f-.  •  . ,  et  écrire  que  les  deux  membres  sont 

identiques.  Le  coefficient  de  x""*  dans  -^  est  nCnj  tandis  que  le 

coefficient  de  .r''  '  dans  le  second  membre  ne  dépend  évidemment 
que  de  C|,  Ca,  .  .  .,  C;i_i  et  des  coefficients  a,f(.  On  vérifie  bien 
de  cette  façon  que  les  coefficients  (]„  se  calculent  par  les  seules 
opérations  d'addition  et  de  multiplication. 

La  méthode  s'étend  sans  difficulté  à  un  système  d'un  nombre 
quelconque  d'rquations  du  premier  ordre.  Soit 

(lo)  -^  =//(^»ri-rt>  "-lyn)        (i=  1.1,  ...y  n) 

un  système  d'équations  différentielles,  où  les  fonctions  f^  sont 
holomorplies  dans  le  voisinage  des  valeurs  ^o>(j^Ooj  •  •  •?  (/«)«* 
Ces  équations  admettent  un  système  d^ intégrales  holomorphes 
dans   le  domaine  du  point  Xoy  se  réduisant   respectivement 

à  {y\  )o,  (^2)0,  .  .  . ,  {yn)ù  pour  x  =  x^. 

En  reprenant  des  raisonnements  tout  pareils  aux  précédents,  la 
démonstration  de  ce  théorème  se  ramène  à  établir  que  le  système 
d'équations  auxiliaires 

(II) 


dx         dx  dx 


(-j)(-ï)-(-^) 


admet  un  système  d'intégrales  holomorphes  dans  le  voisinage  de 
l'origine,  s'annulant  toutes  pour  x  =  o;  les  fonctionsyi  sont  sup- 
posées holomorphes  tant  que  l'on  a  |^—  :Fo|  =  ^1  \yi — (y/)o|  = 
et  M  désigne  encore  le  module  maximum  desy,  dans  ce  donn^*'*^* 
Ces  intégrales,  ayant  leurs  «lérivées  égales,  et  s'annulant  toutes 
pour  07  =  0,  doivent  être  identiques,  et  il  suffit  de  consî^J^''^'^ 

l'équation  unique 

^ M 

dx  ~'  j        x\(         YX»' 
où  l'on  peut  encore  séparer  les  variables.  Cette  équation  a^tï^^ 
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l'intéK:rale 


\r       L       L  "rV         (n-hi)yia  .       I         x\ 
\  =  b-b   ^.+ g ^^{'-a) 


qui  est  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  ç -^  a\\  —  ^^n-^^maj^ 
et  qui  est  nulle  pour:r  =  o.  Les  intégrales  du  système  (lo)  sont 
donc  holomorphes  dans  le  même  cercle. 
Une  équation  unique  d'ordre  n 

(12)  -r^  =  Fia:,  X.  -r-'  •  •  •  »  -t — 4  ) 

peut  être  remplacée  par  un  système  équivalent  formé  de  n  équa- 
tions du  premier  ordre 


(i3)  <   ^'^'^  ^. 


( 


dx         -""-''  dx 


en  introduisant  comme  inconnues  auxiliaires  les  dérivées  succes- 
sives de  jKî  jusqu'à  Tordre  n  —  i.  On  déduit  alors  du  théorème 
général  que  V équation  (12)  admet  une  intégrale  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  x^y  et  telle  que  cette  fonction  et 
ses  (n  —  i)  premières  dérivées  prennent  pour  x  =  Xq  des  valeurs 
données  à  l'avance  y  q^  yj,,  . . . ,  y^Q~^\  pourvu  que  la  fonction  F 
soit  holomorphe  dans   le  voisinage  du  système  de  valeurs  Xq, 

yot  y^y  •  •  •  )  Xo 

11  résulte  de  la  démonstration  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
intégrale  holomorphe  de  l'équation  (i)  prenant  pour  x=^Xo  la 
valeur  Vo.  Mais  rien  ne  permet  d'aftirmer  jusqu'ici  qu'il  n'existe 
pas  d'intégrale  non  holomorphe  satisfaisant  à  la  même  condi- 
tion (*).  C'est  un  point  qui  sera  établi  plus  loin  d'une  façon  rigou- 
reuse (n°387). 


(*)  Voici  le  raisonnement  employé  par  Briot  et  Bouquet  pour  traiter  cette 
question.  Soit  ;k,  l'intégrale  holomorphe  de  l'équation  (1)  prenant  la  valeur  ^^ 
pour  X  =  x^.  En  posant  y  =  y^  -h  5,  elle  prend  la  forme 

dz 
<i  bis)  j^  =«  +  (a:,  z), 

^{x^  z)  étant  holomorphe  pour  x  —  x^,,  z  —  o.  Supposons  que  cette  équation 
admette  une  intégrale,  autre  que  2  =  0,  tendant  vers  zéro  lorsque  la   variable  x 
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384.  Systèmes  d'équations  linéaires.  —  On  trouvera  plus  loin 
par  une  autre  méthode  une  valeur  plus  grande  pour  la  limite  infé- 
rieure du  rayon  de  convergence  des  séries  qui  représentent  les 
intégrales  (n"  390).  Lorsque  les  fonctions  fi  ont  des  formes 
spéciales,  on  peut  parfois,  en  se  servant  toujours  du  calcul  des 
limites,  employer  des  fonctions  majorantes  plus  avantageuses. 
C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  dans  le  cas  très  important  des 
équations  linéaires.  Soient 

(i4)    -^  —  cLix  yx-\-  aixyi-\- . ,  ,->r  Qin  yn-^  bi        (t  =  i,  2,  ...,  n) 

un  système  d'équations  linéaires,  où  les  fonctions  a/^et  6/ sont  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x,  holomorphes  dans  le  cercle  C  de 
rayon  R  décrit  du  point  x^  comme  centre.  Ces  équations  admet- 
tent un  système  d^ intégrales  holomorphes  dans  le  cercle  C,  se 
réduisant  respectivement  à  (j^i)©,  (^2)0,  •  •  •  j  {yn)opourx  =  Xo, 
On  peut,  pour  la  démonstration,  supposer 

(  .Ti  )o  =(  J^i  )o  =  ...=  (  ^/i  )o  =  o, 

car  si  l'on  change^,  en  {yi)o  +y<,  le  système  (i4)  ne  change  pas 
de  forme  et  les  nouveaux  coefficients  sont  encore  holomorphes 
dans  le  cercle  C.  Soit  M  la  valeur  maximum  du  module  de 
toutes  les  fonctions  ai>,  bi  dans  un   cercle  C  de  centre  Xq  et 

de  rayon  r  <  R.  La  fonction (i  -h  Yj  +  Y2-I-. . .  -h  Y|,) 

r 
est  majorante  pour  toutes  les  fonctions  aixyx  -h.  .  .-f-  «i/ijK«~l-  ^/r 


décrit  une  courbe  C  aboulissant  au  point  j?,.  Soient  a:,,  x  deux  points  de  cette 
courbe  auxquels  correspondent  deux  valeurs  2,  et  x,  de  z.  On  déduil  de  Téqua- 
tion  {i  bis) 


I      -^  =  I       ^{x,  z)dx. 


Lorsque  x^  tend  vers  x,^^  z^  tend  vers  zéro  et  le  module  du  premier  membre  de 
cette  égalité  augmente  indéfiniment,  tandis  que  le  module  du  second  membre 
conserve  une  valeur  finie;  il  ne  peut  donc  y  avoir  une  intégrale  tendant  vers 
zéro,  différente  de  x  =  o.  Mais  le  raisonnement  suppose  que  le  point  x  tend 
▼ers  a?|  en  décrivant  une  courbe  C  de  longueur  finie. 
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el  nous  sommes  conduits  à  considérer  le  s^^stème  auxiliaire 

1 

r 

Les  fonctions  Y| ,  Yj,  . .  . ,  Y;,,  devant  être  nulles  pour  x  =  Xq^ 
et  ayant  leurs  dérivées  égales,  sont  identiques,  et  le  système  (i5) 
peut  être  remplacé  par  l'équation  unique 

qui  s'intègre  en   séparant  les  variables.  L'intégrale  qui  est  nulle 
pour  X  =  Xq  'd  pour  expression 


-  j  [(- '-^p-i 


el  elle  est  holomorphe  dans  le  cercle  G,  Il  en  est  donc  de  même 
des  intégrales  du  système  (i4)  et,  comme  le  nombre  r  peut  être 
pris  aussi  voisin  de  R  qu'on  le  veut,  il  s'ensuit  que  ces  intégrales 
sont  holomorphes  dans  le  cercle  C 

385.  Équations  aux  différentielles  totales.  —  Soient  j^i,  x^y  ...,  Xn 
un  système  de  n  variables  indépendantes,  z  une  fonction  inconnue  de  ces 
variabies,  Ql  f\,  A?  •  •  *ifa  f^  fonctions  données  de  Xx.  arj,  .  . .,  Xn,  z. 

Une  équation  aux  différentielles  totales  est  une  relation  de  la  forme 

(17  )  ^^  =f\dxi-\-ftdxt-^.,,-\-fn<ixn\ 

elle  est  équivalente  en  réalité  à  n  équations  distinctes 

dz        ^  dz         .  dz  . 

Admettons  qu'il  existe  une  fonction  z  de  x^-,  x^,  ...,  Xn,  satisfaisant  à 

ces  n  relations  ;  nous  pouvons  calculer  de  deux  façons  différentes  la  dérivée 

d^z 

seconde ^ —  (19^  k).  En  écrivant  que  les  résultats  obtenus  sont  iden- 

ôxi  dxii  ^ 

tiques,  nous  obtenons  les relations 

1.2 

et  la  fonction  z  ne  peut  élre  prise  que  parmi  les  fonctions  qui  satisfont  à 
ces  relations.  Nous  allons  considérer  seulement  le  cas  très  important,  où 
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ces  relations  soiil  vérifiées  identiquement.  On  dit  alors  que  Téquation  (17) 
ou  le  système  équivalent  (18)  sont  complètement  inté^rables. 

h  tant  donnée  une  équation  aux  différentielles  totales  complètement 
intégrablcy  oà  les  fonctions  fi  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  (Xx)o,  (^1  )o,  ...,  (^/i)o»  ^0»  cette  équation  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs  (J^i)o 

(  j*„)o,  se  réduisant  à  «0  pour  Xi  =  (-F|)o,  •  •  •»  ^«  =  (^n)o' 

Les  équations  (18),  et  celles  que  l'on  en  déduit  par  des  difTérentiations 
successives,  permertent  d'exprimer  loutes  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion inconnue  z  au  moyen  de  5,  Xi,  x^,  ...,  x„.  Mais,  tandis  qu'il  est 
évident  qu'on  ne  peut  calculer  que  d'une  seule  façon  les  dérivées  telles 

àP  z     . 
que  T-T*  il  f<*ut  ^^  P^u  plus  d'attention  pour  s'assurer  que  l'on  obtiendra 

%JX  I 

toujours  la  même  expression  pour  une  dérivée  d'ordre  quelconque,  telle 

dP^f  z 
que  >  que  l'on  peut  calculer  de  plusieurs  façons  différentes.  Il  en 

ax^  dj^j 

est  ainsi  pour  les  dérivées  du  second  ordre,  lorsque  les  conditions  (19)  sont 

vérifiées  identiquement.  Pour  vérifier  que  la  propriété  est  générale,  il  suffit 

de  montrer  que,  si  elle  est  vraie  jusqu'aux  dérivées  partielles  d'ordre/», 

elle  est  encore  vraie  pour  les  dérivées  partielles  d'ordre  p  -h  1    Nous  nous 

appuierons  pour  cela  sur  la  remarque  suivante.  Soit  Vi^iy  ^1,  ...,  ^ny  -«  > 

une  fonction  quelconque  de  ^i,  j-j,  ...,  x„,  z  :  posons 

e/U  _  dU        dU  d^\}      _     d    /dV  \         .  •    ,  _ 

dxi'~"d^i^~ôi'^''    dxi dxk "d^ydxf)    (^^-•'^' •••» '»)î 

des  conditions  (19)  on  déduit  immédiatement  que  l'on  a,  quelle  que  soit 

la  fonction  U, 

d*D  d^lj 

dxi  dxk        dxfi  dxi 

Gela  po^é,  soieni  a  et  t>  deux  dérivées  partielles  d'ordre  /?,  qui  ne  diffèrent 
qu'en  ce  qu'une  dérivation  par  rapport  à  j:*/  a  été  remplacée  par  une 
dérivation  par  rapport  à  x/(.  Tout  se  réduit  à  démontrer  que  l'on  a 

Ou        ^"  /  _    ^^        ^^  f 
ô^k^  'dz^'''~  àXi'^  'dz ^^' 

ou  -5 —  =  -7 — •  Mais  a  et  t'  ont  été  obtenues  en  prenant  les  dérivées  d'une 
axk       dxt 

dérivée  partielle  w  d'ordre  p  —  1,  par  rapport  aux  variables  xt  et  Xk  res- 
pectivement. On  a  donc  u  =  —, — ,  v  =  -; — »  et  l'éffalité  à  établir  se  réduit 

dxi  dxk 

d^  w  d^  w 

à  -; — -j —  =  — — ,  relation  que  l'on  vient  de  démontrer. 

axi  axic       dxif  ax^  ^ 

Pour  démontrer  la  convergence  du  développement  ainsi  obtenu,  on  peut 
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<ionc  remplacer  les  fonctions  fi  par  ries  fonctions  majorantes  f/,  pourvu 
<|ue  Ton  choisisse  ces  fonctions  9/  de  façon  que  Téquaiion  aux  différen- 
tielles totales  auxiliaire  soit  elle-même  complètement  intégrable.  Sup- 
posons pour  simplifier  [X\  )o  =  (  Xjio  =  . .  =  (  j'/Jo  =  ^o  =  o;  on  peut  prendre 
pour  fonction   majorante  de  toutes  les  fonctions  fi  une  expression  de  la 

M 

lorme tz — >  et  Téquation  auxiliaire 


/  ^,  -h  . . .  -h  :r,;  \  /  L\ 


^  \1  (  dx\  -^  dx^  -h ...  -h  dxn  ) 

(  Jio  )  aZ  = 


/     _  .ri  -H  j-, -h ... -f-  Xn  \  /    _  ^\ 

est  complètement  intégrable,  d'après  la  symétrie  du  second  membre  rela- 
tivement aux  n  variables  j?/.  Pour  obtenir  une  intégrale  holomorphe  s'an- 
nulant  avec  ces  variables,  il  suffît  de  chercher  une  intéj^rale  qui  soit 
fonction  de  la  seule  variable  \  =  a^i  -h  j"j  -f- . . .  H-  Xnt  ce  qui  conduit  à  une 
équation  différentielle  ordinaire  de  la  forme  (6) 


( 


5W  =  ^ 

<3  /  A 

r 


\ 


Cette  intégrale  étant  représentée  par  un  développement  en  série  conver- 
j:ente  où  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  j:f' ...  j^^"  c*^t  réel  et  positif, 
le  développement  obtenu  pour  i  est  a  fortiori  convergent  dans  le  même 
domaine. 

f>e  théorème  s'étend  sans  difficulté  aux  systèmes  d'équations  aux  diffé- 
rentielles totales  entre  n  variables  indépendantes  x^^  jtj,  . . . ,  j-,,  et  m  fonc- 
tions de  ces  variables  5|,  55,  . . .,  -3,„, 

(21)  dzh=  fhdx^-h , .  .-^  fil,  dxi^ . . ,  r-fnhdxa         (    .~  /  ./  *"'  ^  ). 

En  calculant  de  deux  façons  différentes  les  dérivées  de  la  l'orme -r ^» 

J  dXiOxic 

on  est  conduit  aux  conditions 

'  ^^)  TZ ^  -77-  ./ Al  -^- .  .  .  -I-  -77-"  /A'w  =  "77 f-  -77—  //l  -•-•••  -^-  TTT"  Jnn  y 


dxf,        dzr  •"* dz,„^''"'        dx:     '     dz^  •"'' dz 


m 


le  système  (  21)  est  dit  complètement  intégrable  lorsque  les  conditions  (22) 
sont  vérifiées  identiquement,  et  l'on  a  le  théorème  suivant  qui  se  démontre 
comme  le  précédent  : 

Tout  système  complètement  intégrable^  où  les  fonctions  fi  sont  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  d^un  système  de  valeurs  {Xi)qj  (j:i)oj  •••» 
(•^uJoj  (*\)o^   ••••  (  •=/«  )o  admet   un  système  dHntégmles   holomorphex 
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clans  le  domaine  du  point  (a^i  )o,  . . .,  {Xn)^y  prenant  respectivement  les 

valeurs  (Zi)oy  (st)o,  .,,,  (Sm)o  pour  Xi  =  (xt)o,  -  >  .y  :Pn  =  (^n)o' 

386.  Application  du  calcul  des  limites  aux  équations  aux  déri- 
Tées  partielles.  —  Le  calcul  des  limites  permet  aussi  de  démontrer 
l'eNistence  des  intégrales  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  Considérons  d'abord  une  équation  du  premier  ordre 


âz  /  âz      dz  dz  \ 


OÙ  le  second  membre  ne  renferme  pas  la  dérivée -r — •  Celle  équa- 
tion et  celles  que  Ton  en  déduit  par  des  diflTérentialions  succes- 
sives permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  de  2  au 
moyen  Ae  x%^  j^a,  . .  .,  a;,,,  5,  et  des  dérivées  partielles  de  éprises 
par  rapport  aux  variables  x-^^  x^,  , .  ,,  x^  seulement.  La  propriété 

est  évidente  en  effet  pour  les  dérivées  de  la  forme  -^ — r—z r-=-' 

^  âx*  âx^  . . .  djr*» 

comme  on  le  voit  en  différentiant  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (28)  0L2  fois  par  rapport  à  X2^  . . . ,  a/,  fo>s  par  rapport  à  x^. 
Si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  l'équation  (aS)  une  seule 
fois  par  rapport  à  j;i ,  et  un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport 
aux  autres  variables  x^j  ^3,  . .  •,  Xn^  puis  qu'on  remplace  dans  le 
second  membre  les  dérivées  partielles  où  figure  une  fois  la  va- 
riable ^1  par  les  expressions  déjà  obtenues,  on  obtiendra  de  même 

les  dérivées  ,  .  ,    ^— r-  exprimées  de  la  façon  annoncée,  et  il 

est  clair  qu'on  peut  continuer  à  appliquer  le  même  procédé  indé- 
finiment. 

(]ela  posé,  supposons  la  fonction  /  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage d'un  système  de  valeurs  (:ri)o,  ...,  (^i»)o»  ^o>  {Pt)oi  •••' 
(/>«)oj  et  soit  ^{x2t  ^3,  .  .  . ,  Xji)  nne  fonction  des  (/i  —  i)  varia- 
bles x^^  x^^  . .  .,  Xi,^  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (') 
(^â)o)  (^3)0?  •  •  •  ?  {^n)oy  et  telle  que  l'on  ait,  pour  ces  valeurs  par- 


(')  Pour  abréger,  nous  appellerons  point  tout  système  de  valeurs  parlica- 
lières,  réelles  ou  imaginaires,  attribuées  aux  variables  qui  figurent  dans  la  ques- 
tion. 
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tîciilières, 

Ces  condilions  étant  supposées  vérifiées.  Inéquation  (aS)  admet 
une  intégrale  régulière  dans  le  domaine  du  point  (a:i)o,  .  .  -, 
(•2t*/ï)o>  ^^  se  réduisant  à  'f{jC2t  ^^j  •  •  •  ^  ^n)  pour  x^  =(j;,)o. 

La  fonction  '^(j727  -^3?  •  •  •»  ^n)  peut  par  hypothèse  être  déve- 
loppée en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  des 
variables  xi  —  (x/)o.  et  les  coefficients  sont,  à  des  facteurs  numé- 
riques près,  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  cette  fonction  au 
point  (0:2)0,  •••1  {^n)o'  La  fonction  5,  dont  nous  voulons  dé- 
montrer l'existence,  devant  se  réduire  à  cp(a:2i  -^si  •••»  ^n) 
pour  Xi  =(2:1  )o,  nous  connaissons  par  là  même  les  valeurs  au 
point  (^i)oî  (^2)0»  •  •  «1  (^/»)o  de  toutes  les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  où  la  variable  J7|  ne  figure  pas.  On  vient  de  voir  à 
rinstant  comment  on  peut  exprimer  toutes  les  autres  dérivées  par- 
tielles de  z  au  moven  de  celles-là.  Nous  pouvons  donc  calculer 
de  proche  en  proche  tous  les  coefficients  du  développement  de  z 
suivant  les  puissances  des  variables  xi  —  (^/)o  a"  moyen  des  coef- 
ficients des  deux  développements  de  la  fonction  f  et  de  la  fonc- 
tion ^,  et  ce  calcul  se  fait  par  les  seules  opérations  d^addition  et 
de  multiplication.  Pour  démontrer  la  convergence,  nous  pouvons 
donc  encore  employer  des  fonctions  majorantes  :  si  la  série  obtenue 
en  remplaçant  dans  le  calcul  précédent  y  par  une  fonction  majo- 
rante F,  et  îp  par  une  autre  fonction  majorante  <ï>,  est  convergente, 
il  en  est  forcément  de  même  de  la  série  obtenue  pour  z. 

On  peut  tout  d*abord,  par  une  suite  de  transformations  faciles, 
remplacer  les  conditions  initiales  par  d'autres  plus  simples.  On 
peut  supposer  (2:,  )o=:(  .r2)o  =  »  •  .=(^n)o  "^  o,  car  cela  revient  à 
écrire  xi  au  lieu  de  xi  —  (X|)o;  si  l'on  pose  de  plus 

la  nouvelle  fonction  inconnue  w  doit  se  réduire  à  zéro  pour  a: «  =  o. 
On  peut  supposer  aussi  qu'après  ces  transformations  te  second 
membre  ne  renferme  pas  de  terme  constant;  si  le  développement 
commençait  par  un  terme  constant  a  différent  de  zéro,  il  suffirait 
de  poser  «=  ax^  -h  v  pour  le  faire  disparaître.  Toutes  ces  Irans- 
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formations  étant  e(Teclii<^es,  si  nous  remplaçons  le  second  membre 
par  une  fonclion  majorante  convenable,  la  démonstration  du 
ihéorème  se  ramène  à  établit'  que  ré(|iiation 

(-^4)   5-^ ^ .^ r7---M, 


où  M,  /*,  p  sont  des  nombres  positifs  déterminés,  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  domaine  de  Tori^^ine,  se  réduisant  à  zéro 

pour  j7|==:o.  Si  l'on  remplace  dans  le  second  membre  Xi  par  — » 

a  étant  uu  nombre  positif  moindre  que  Tunilé,  on  augmente  les 
coefficients,  et  le  ibéorème  sera  a  fortiori  établi  si  Ton  démontre 
la  proposition  pour  la  nouvelle  équation 

V  ■ -r A' ^ / 

Il  suffit  même  de  montrer  que  celte  équation  admet  une  inté- 
grale régulière,  représenlée  par  une  série  enlière  dont  tous  les 
coenicienls  sont  réels  et  positifs.  Car  les  coefficients  de  ce  troi- 
sième développement  sont  au  moins  égnux  à  ceux  de  la  série 
obtenue  en  supposant  que  Z  s'annule  pour  j",  =  o,  puisque  tous 
les  coefficients  se  déduisent  par  voie  d'addition  et  de  multiplica- 
tion des  coefficients  des  termes  indépendants  de  X\,  Pour  établir 
ce  dernier  point,  cherchons  à  «satisfaire  à  l'équation  (*i5)  en  prenant 

pour  Z  une  fonction  de  la  seule  variable  X  :=  —  -H  J:^^  H"  •  .  .-H  ^nî 
nous  sommes  conduits  à  Téquation  difTérentielle  du  premier  ordre 


r 


/i7 

Supposons  a  choisi  assez  petit  pour  que  le  coefficient  de  -ç- dans 

le  premier  membre  soit  positif.  Pour  X  =  Z  =  o,  l'équation  (26) 
admet  deux  racines  distinctes,  dont  l'une  est  égale  à  zéro.  Cette 
équation  admet  donc  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine 
de  l'origine,  nulle  ainsi  que  la  dérivée  première,  pour  X=  o.  Il 
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est  ai^^é  de  vérifier  dlrocleinenl  que  l«)us  les  coefficients  du  déve- 
loppement de  tîette  intégrale  sont  des  nombres  positifs.  On  peut 
écrire,  en  effet,  Téquation  (a6) 


0 


|..(£|)^*a,z), 


V  étant  positif,  et  <I>(X,  Z)  désignant  une  série  dont  tous  les 
coefficients  sont  positifs.  Après  \\w^  première  dérivation,  il  vient 

[)Our   \  ==  o,    Z  et  -^  sont   nuls,  -r^  est  donc   positif,   et  on    le 

vérifie  de  \9i  même  façon  pour  les  dérivées  suivantes. 

La  série  obtenue  pour  le  développement  de  l'intégrale  cherchée  z 
est  donc  convergenle  tant  que  les  modules  des  différences  xi  —  (J?i)o 
restent  plus  petits  qu'un  nombre  positif  /*.  La  somme  de  cette 
série  est  une  fonclion  holomorphe  dans  ledoniviine  du  point  (j7,)o, 
(a:^)©?  •  •  «^  (-^^njiM  ^<^  réduisiiiil  à  'f  (rj,  ^3,  .  .  .,  ^«)  poiirj?,  =(j7,)o. 
Celte  fonction  satisfait  bien  à  ré(|UHtion  proposée;  en  eff*et,  si  Ton 

remplace  dans  f  les  variables    :;,  -r-^ -5-^  par   la    fonction 

précédente  et  par  ses  dérivées  partielles,  le  résultat  est  une  fonc- 
tion régulière  •i(/*i,  «-Pa»  •  •  «i  ^'n)  dans  le  domaine  du  point  (./*,)o, 
(•^2)0»  •  •  -7  {^fi)oi  ^^  d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les 

co«îfficieiits  de  la  séiie  :;,  les  deux  fonctions  'i  et  , —  sont  égales, 

»        âxi  "        ' 

ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  partielles,  au  point  {Xi)o^  (^2)0?  •  •  •  » 

{j'n)n'',  elles  sont  donc  identiques. 

La   démou'^tration   est    la  même   pour  un   système  d'équations 

simultanées  du  premier  ordre 

âzi  ^  dz^         ,  àz 


dont  les  seconds  membres  ne  renferment  que  les  variables  J7, , 
x^s  .  .  . ,  Xn^  l^s  fonclii)ns  ^| ,  S21  •  •  •  >  ^p^  Cl  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  autres  que  les  dérivées  par  rapporta  X|.  En  sup- 
posant les  seconds  membres  holomorphes  dans  le  voisinage  d'un 
système  particulier  de  valeurs  attribuées  à  toutes  les  variables  qui 
y  figurent  (a:/),,,  (3^)0,  (/>f)oî  ces  équations  admettent  un  système 
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d^ intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  {x^  )©,  . . . , 
(^/i)o7  ^^  se  réduisant  pour  x^  =  {x^  )o  à  p  /onctions  données  ©|, 
^2>  •  •  •  »  'fp  des  {n  —  i)  variables  X2,  ^»,  . . . ,  a:»,  holomorphes 
dans  le  domaine  du  point  {x^)^',  (^s)o>  •  •  -,  {^n)ùt  ^^  telles  que 

les  valeurs  de  ^k  et  de  ^  en  ce  point  soient  précisément  {zk)% 
«M/^/)o  (*•  =  «^  ^,  •  •  -1  ;>;  «  =  îA,  3,  . ..,  /i). 

387.  Intégrale  générale  d'un  système  d'équations  différentielles. 
—  Le  théorème  précédent  permet  de  compléter  sur  plusieurs 
points  importants  la  théorie  des  équations  diflTérentielles.  Ainsi 
l'existence  d'une  infinité  de  facteurs  intégrants  pour  une  expres- 
sion telle  que  P(x^  ))dx  -hQ{x,  jr)dy  en  est  une  conséquence 
immédiate  lorsque  P  et  Q  sont  des  fonctions  analytiques  des 
variables  x  ely  (n"  374). 

Reprenons  Téquation  du  premier  ordre  y=zf(x,  j'),  et  soit 
(j7oî^o)  "ïï  couple  de  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  f{x^y) 
est  régulière.  L'intégrale  holomorphe  dont  on  a  établi  l'existence, 
qui  prend  la  valeur  j^o  pour  x^  Xoy  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  de  trois  variables  indépendantes  J?,  Xo^  y^\  c'est  à 
ce  point  de  vue  que  nous  allons  l'étudier.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  la  fonction  fi^x^  y)  régulière  dans  le  domaine  d'un 
point  (x  =  a,  y  =z  P),  Nous  pouvons  évidemment  considérer 
l'équation  proposée  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles 

définissant  une  foncti<»n  y  des  trois  variables  x,  x^y  ^'0,  et  nous 
proposer  de  déterminer  une  intégrale  de  cette  équation,  holo- 
morphe dans  le  voisinage  du  point  a?  =  a,  x^^  a,  yo=  ?i  et  se 
réduisant  kyo  pour  x  =  Xo-  Cette  dernière  condition  n'est  pas  de 
la  même  forme  que  celle  du  paragraphe  précédent;  mais  il  sufBt, 
pour  tourner  la  difficulté,  de  prendre,  au  lieu  de  x  et  de  Xoj  deux 
nouvelles  variables  indépendantes  u=^  x  -{- Xq^  v  =  x  —  Xo* 
L'équation  (28)  devient 

,  ày        dy        ^/u-hv       \ 

et  l'on  est  ramené  à  trouver  une  intégrale  de  cette  nouvelle  équa- 
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tion,  holomorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs  M=2a,  i^  =  o, 
j^Q=  ^,  et  se  réduisant  à  y^  pour  r  =  o.  D'après  le  théorème 
général,  il  existe  une  intégrale  holomorphe,  et  une  seule,  remplis- 
sant ces  conditions;  nous  la  désignerons  par  (f{x,  j?oî  ^o)>  en 
supposant  qu^on  ait  remplacé  //et  v  par  leurs  expressions.  Soit  D 
un  domaine  défini  par  les  conditions  \x  —  a|^r,  \x^ — *|  =  ^j 
1^0 — ?|  =  P»  ^"  cette  fonction  (f{x^  Xq,  yo)  est  régulière.  Elle 
possède  diins  ce  domaine  les  propriétés  suivantes. 

D'abord,  d'après  la  façon  même  dont  on  l'a  obtenue,  si  Xq  etyo 
sont  constants,  elle  représente  l'intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle ^'=/(  a:,  ^)  qui  prend  la  valeur  )o  pour  x  =  Xq.  Cette 
intégrale  est  certainement  holomorphe  tant  que  \x  —  al  est  infé- 
rieur à  /*,  quels  que  soient  Xo,  y^  dans  le  domaine  D. 

Le  développement  de  <f(a;,  x^^y^)  est  de  la  forme 

P  désignant  aussi  une  fonction  régulière.  D'après  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions  implicites,  on  peut  inversement  tirer  de  cette 
relation ^0=  4'(^»  ^o»^)?  le  second  membre  étant  aussi  une  série 
entière.  Cette  fonction  ^{x^  ^o^  y)  ^st  identique  à  ©(^o»  ^ly)* 
En  effet,  soient  Xq  et  Xt  deux  points  du  domaine  D;  l'intégrale 
qui  est  égale  àyo  pour  x  =  Xq  prend  au  point  Xt  une  certaine 
valeur  yi,  et  l'on  aj^i  =  cp(ir«,  Xq^  yo)-  Mais  il  y  a  évidemment 
réciprocité  entre  les  deux  <;ouples  de  valeurs  (^o,  ^o)^  (^i?  JKi)? 
et  l'on  a  aussi  par  conséquent  j^o=  ?(-2^o»  -^iiJKi). 

Soit^rjj  une  valeur  quelconque  de  j?  telle  que  l'on  ait|j:r^  —  a|<Cr. 
Toute  intégrale  holomorphe  de  l'équation  (28),  passant  par  un 
point  quelconque  (Xo^yo)  du  domaine  D,  satisfait  à  une  rela- 
tion de  la  forme 

(3o)  ^{x'n,  X,  y)=  C. 

En  effet,  considérons  l'intégrale  holomorphe  égaleàjKopour;r  =  aro; 
cette  intégrale  prend  pour  x'^  une  valeur  ^J,  et  l'on  a  par  consé- 
quent, d'après  la  définition  de  la  fonction  <p,  <p(^J,,  Xq^  y^)=y'^. 
Soit  X  une  autre  valeur  de  la  variable  dans  le  même  domaine,  et  y  la 
valeur  correspondante  de  l'intégrale  ;  on  a  aussi  (f  (x'^,  Xy  y)  =  j^J,, 
et  par  suite  l'intégrale  holomorphe  considérée  satisfait  bien  à  une 
relation  de  la  forme  (3o).  En  différentiant  par  rapport  à  x,  et 
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remplaçant^'  par  sa  valeur /*( or,  y),  on  en  conclut  que  la  fonc- 
tion 'f(^o,  ^jX)  satisfait  à  la  relation 

(3.)  g^^/(,,^)=o; 

cette  relation  se  réduit  forcément  à  une  identité,  car  elle  doit  être 
vérifiée  pour  x  =:^  Xq^  rzi^y^^^  et  le  point  {xq^  y^)  est  un  point 
quelconque  du  domaine  D. 

Ceci  permet  de  répondre  à  une  question  laissée  en  suspens 
(n°  383).  Soit  dans  le  plan  de  la  variable  x  une  courbe  quelconque  F 
se  rapprochant  indéfiniment  du  point  ^oi  nous  dirons  qu'une  fonc- 
tion )'  de  la  variable  x^  dont  on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  lout  le  lonj^  de  F,  tend  vers  ^o  lorsque  x  tend  vers  x© 
sur  F  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  correspondre  un  anlre 
nombre  positif  rj  tel  que  |  j^ — )'o  |  reste  inférieur  à  e  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  situées  sur  F  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 
•t\  et  de  centre  ^0'  Le  raisonnement  de  Briot  et  Bouquet  ne  prouve 
pas  qu'il  n'existe  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe 
tendant  vers^o  lorsque  x  tend  vers  a?o,  au  sens  qui  vient  d'être 
précisé.  C'est  pourtant  ce  qui  a  lieu.  En  effet,  considérons  un 
point  déterminé  (Xo,  yo)  du  domaine  D,  et  prenons  dans  l'équa- 
tion (28)  pour  nouvelle  inconnue  la  fonction  définie  plus  haut 
Y  =  ©(.ro,x,  v).  On  a 

d\  _  df        d(f  dy 

dx        àx    '    dy  dx 

et,  d'après  la  relation  (3i),  l'équation  différentielle  proposée  se 
réduit  à  -7-  =  o.  Or,  si  y  tend  vers^o  lorsque  x  tend  vers  x%^  il 
en  est  de  même  de  Y,  et  la  seule  intégrale  de  l'équation  nou- 
velle  ^- =  o  qui  satisfait  à  cette  condition  est  évidemment  Y  =  ^>0' 
L'intégrale  cherchée  doit  donc  satisfaire  à  la  relation 

?(a?o,  op,y)  =  y^, 
ou 

(32)  y^  —  y  ^  i^x  —  X^)?  {x,  y), 

et,  d'après  la  théorie  des  fonctions  implicites  (I,  n®  187),  il  n'y  a 
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qu'une  racine  de  Inéquation  ('Sa)  tendant  vers  jKo  lorsque  x  tend 
vers  ^0?  cl  celle  racine  est  bien  une  fonction  holomorphe  (*). 

Il  s'ensuil  que  toule  intégrale  de  l'équation  (28)  qui  passe  par 
un  point  du  domaine  D  vérifie  une  relation  de  la  forme  (3o).  On 
dit  pour  cette  raison  que  celte  équation  représente  (intégrale 
générale  de  ré(|uation  difTérentielie  dans  ce  domaine;  C  est  la 
constante  d'intégration  qui  reste  arbitraire  au  moins  entre  cer- 
taines limites.  Nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  aussi  mettre  l'équa- 
tion (3o)  sous  la  forme  équivalente  y  =  ©(^,  -^qî^o)?  'a  constante 
d'intégration  étant  r,[. 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  élendnes  à  un  système 
d'équations  difTérentielles 

Supposons  les  seconds  membres  holomorphes  dans  le  voisinage 
du  systèmes:  =  a,j^|  =  f^i,  . .  •^  yn=^  P»»  On  peut  encore  regarder 
les  équations  précédentes  comme  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  entre  n  fonctions  y^^  y^,  ...,  yn  et  /i -f- ^ 
variables  indépendantes  Xj  x^^  (,*'i)oi  •  •  •  >  {yn)Qj  cl  chercher  les 
intégrales  de  ce  système  qui  sont  régulières  dans  le  voisinage  des 
valeurs  a:  =  a,  Xo  =  a,  {y y  )q  ==  p, ,  .  .  . ,  (^„  )o  =  p»  et  se  rédui- 
sent respectivement  à  [y^  )o,  (^2)0?   •  •  •  ?  (^71)0  pour  x  =  Xq, 

Soient 


(34)         j 


Yn  =  <?«[a7,  370,  (J^l)or    •  •  -,    (j^/i)o], 


les  n  fonctions  ainsi  définies,  que  nous  supposons  holomorphes 
dans  le  domaine  D  défini  par  les  conditions  \x  —  a|  =  r,  |^o  —  ^|  = '% 
\yi  —  (yi)o|^p.  Des  formules  (34)  on  tire  inversement 

(35)  (^i)o=<Pi(aro»^.ri»  ■••»/«)»  •••»  (j^/i)o  =  «p/i(iPo,  ^,  ri»  •••»r«)» 
et  chacune  des  fonctions  cp/  satisfait,  quel  que  soit  x^y  à  la  relation 

(  36  )  -7-  -^  T^  /i  ^"  •  •  •  ^"  z —  /«  =  ^• 

àx       dyx  •'  dyn 


(')   Picard,   Traité  d'Analyse,  i.  II.  p.  3i5-3i7;  Painlkvk,  Leçons  de  Stoc- 
kholm, p.  39{|. 
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On  le  démontre  comme  tout  à  l^heure  en  observant  que  les 
intégrales  holomorphesqui  prennent  les  valeurs  (^i)©?  •  •  •->  (^«)o 
pour  x  =  Xfi  vérifient  les  relations  (35)  el  par  suite  les  relations  (36) 
que  Ton  en  déduit  en  diflTérentiant  par  rapport  à  la  variable  indé- 
pendante X  el  remplaçant  la  dérivée  -^  ^wc  fi.  Ces  relations  (36) 

doivent  se  réduire  à  des  identités;  en  effet,  x^  étant  supposé  fixe, 
on  montre  comme  plus  haut  qu'on  peut  disposer  de  (yi)o»  •••>  (/«)o 
de  façon  que  la  courbe  intégrale  (  *  )  passe  par  un  point  quelconque 
du  domaine  D.  Le  premier  membre  de  la  formule  (36)  doit  donc 
être  nul  pour  les  coordonnées  d\in  point  quelconque  de  ce  do- 
maine. 

Si  dans  les  équations  proposées  (33)  on  prend  pour  nouvelles 
fonctions  inconnues 

Y,  =  <pi(a7o,  a:,  j'i,  .    .,/n)>         ...,         Y„  =  <p„(.ro,  a?,  j^i,  ...,  j^«), 

Xq  étant  constant,  ces  équations  deviennent,  d'après  les  condi- 
tions (36), 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  intégrales  du  sj^stème  (33)  satisfont  à  des 
relations  de  la  forme  (35),  où  (yi)o^  •  •  •  ^  (.y«)o  sont  des  constantes, 
tout  au  moins  celles  de  ces  intégrales  qui  ont  un  point  à  l'intérieur 
du  domaine  D,  où  les  fonctions  cp  sont  régulières.  Nous  dirons 
encore  que  les  formules  (35)  représentent  l'intégrale  générale  du 
système  (33)  dans  ce  domaine. 

On  peut  aussi  déduire  de  ces  équations  qu'il  n'y  a  pas  d'autre 
système  d'intégrales  que  les  intégrales  holomorphes,  tendant  vers 
0'i)o»  •  •  •  >  {yn)o  lorsque  x  tend  vers  x^^.  On  a  en  effet 

et  le  jacobien  ?n  ?i>  "»>  ^n)  ^^  réduit  à  l'unité  poura:  =  Xo. 

D'après  la  théorie  générale  des  fonctions  implicites,  les  équa- 
tions (35)   n'admettent  qu'un    seul   système  de   racines    en  y\^ 


(  *)  Far  extension,  nous  dirons  que  tout  système  d'intégrales  des  équations  (33)- 
déûnit  une  courbe  intégrale. 
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j^2,  .  .  . ,  yn^  tendant  vers  {y y  )«,  .    . ,  (^ii)o  lorsque  x  tend  vers  Xq^ 
et  ces  racines  sont  holomorphes. 

En  résumé,  par  tout  point  du  domaine  D  il  passe  une  courbe  in- 
tégrale et  une  seule,  représentée  par  n  équations  yi  =  J>/  (x),  où 
les  fonctions  A/  sont  holomorphes  tant  que  Ton  a  \x  —  a|  =  r. 


II.  —  METHODE  DES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES. 
MÉTHODE  DE  CAUCHY-LIPSCHITZ. 

388.  Approximations  successives.  —  La  méthode  des  approximations 
successives  a  été  employée  avec  succès  par  IM.  K.  Picard  pour  les  équa- 
tions différentielles  et  pour  un  grand  nombre  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  (Vous  ne  l'appliquerons  qu'aux  équations  différentielles  avec  un 
complément   important  dû  à   M.  Ërnst  Lindelôf. 

Supposons  d'abord  les  variables  réelles  et  considérons,  pour  fixer  les 
idées,  un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre 

(38,  ±=/i.,y.z).         g  =  »(x.^,.): 

nous  admettrons  que  les  deux  fonctions  y  et  cp  sont  continues  lorsque  x 
varie  de  x^k  x^^-^  a,  et  que  t  et  s  varient  respectivement  entre  les  limites 
(^0 — ^»To-*-^)  et  <  5o  —  c,  Zo-i-c),  que  la  valeur  absolue  de  chacune 
de  ces  fonctions /"  et  ^  reste  inférieure  à  un  nombre  positif  M  lorsque  les 
variables  a^,  ^,  5  restent  comprises  dans  les  limites  précédentes,  enfin  qu'il 
existe  deux  nombres  positifs  A  et  B  tels  que  l'on  ait 

\  \A^.r.^}-f{^^y\  z')\<K,y-y\-^h\z-z' , 


quels  que  soient  les  points  (cr,  ^,  z)  et  {x^y\  z')  dans  le  domaine  précé- 
dent. 

Supposons,  pour  la  commodité  du  raisonnement,  a  >  o,  et  soit  h  le  plus 

b       c 
petit  des  trois  nombres  positifs  a,  ^»  tî*  Nous  allons  prouver  que  les 

équations  (38)  admettent  un  système  d^inté^rales^  continues  dans 
l'intervalle  {xq^  .^o-+-  h) ^  prenant  les  valeurs y<i  et  Zq pour  x  =  Xq.  A  cet 
effet,  nous  formerons  une  suite  de  systèmes  auxiliaires.  Le  premier  s'obtient 
en  remplaçant^  et  z  dans  les  seconds  membres  des  équations  (38)  par  les 
valeurs  initiales  j'o  et  Zq  des  intégrales  cherchées.  Ce  système  s'intègre 
par  quadratures,  et  nous  poserons 


,  •»■  j-%X 


(4o)ri=7o-H    /    /{X,  jo,Zo)dx,         Zi=Zq-^  I     <^ix,  yo,  Zo)dx: 

G.,  n.  .  24 
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X  étant  compris  dans  Tintervalle  {x^^  otoH-  A)ï  nous  avons 

Iri  — 7o|<MA<6, 

et  de  même  \zx  —  ^o|  <  c.  Si  Ton  remplace,  dans /"et  çp,  ^  et  «  par^,  eUj, 
les  fonctions  de  x  ainsi  obtenues  sont  donc  continues  entre  oto  et  Xq-i-A: 
nous  poserons  encore 

Pour  la  même  raison  que  tout  à  Theure,  j^^  et  z^  sont  des  fonctions  con- 
tinues de  X  dans  Fintervalle  (^o*  ^0+^))  et  Ton  a  dans  cet  intervalle 
l^j  —  yo\  <  b,  \Zi—  Zo\  <i  c.  Le  procédé  précédent  peut  donc  être  pour- 
suivi indéfiniment;  nous  poserons,  d'une  façon  générale, 


(4i) 


r« 

=  yo-^ 

i 

/(^, 

^rt—lt 

Zn- 

-\)dx, 

^n 

=  Zo-f- 

r 

?(^» 

yn-ly 

Zn- 

.x)dx. 

Toutes  les  fonctions  yn  et  Zn  sont  continues  entre  Xq  et  Xq-\-  A,  et  l'on  a 
toujours  \yn — jKol  <  ^j  l-s» —  «ol  <  c  dans  cet  intervalle. 
D'autre  part,  nous  pouvons  écrire  les  relations  (40) 

•*'o  •'■# 

et  par  suite  nous  avons  aussi 

(4'-*)       \y\i^)—yQ\  <  M(a:  — aro),  |-S,(jr)— 5o|  <  M ( jr  —  arg ), 

ar    étant    une    valeur   quelconque    de    l'intervalle  (ar©,   j?o-1-  A).   "  ^'^"^ 
ensuite 

•«"c 

et,  en  tenant  compte  de  la  première  des  inégalités  (^9), 

\yt{^)—yd3:)\<    C    \\y,(t)-y^\dt-^  f    B|«,(n  — 5o|^^ 
et,  par  conséquent,  d'après  les  inégalités  (4^)) 

(x  —  Xq)^ 


lrt(^)-ri(*^)l<(A  +  B)M 


1.2 


On  a  une  formule  analogue  pour  \zi(x)  —  zi(x)\^  et,  en  continuant  àt  '* 
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sorte,  on  voit  que  l'on  a  d'une  façon  générale 
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(  ia  f>is  ) 


}  I .  a . . .  /i 


\z„{x)  —  z„-t{x)\  <  M(  A-h  B)«-> 


I  .  -Jt .  .  .  /l 


Les  deux  sj'ries 


ifi) 


dont  tous  les  ternies  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle 
(ar©,  :ro-f-A),  sont  donc  uniformément  convergenles  dans  cet  intervalle. 
Les  sommes  de  ces  deux  séries  ^ix)  et  Z(a7)  sont  par  suite  des  fonctions 
continues  de  x  entre  Xq  cl  x^^-h  h.  Les  séries  obicnues  en  différentiant 
terme  à  terme  sont  elles-mêmes  uniformément  convergentes.  En  effet,  nous 
axons  par  exemple 

\dy„        dy'n-x 


dx 


dx 


=  |/(^.  Jn-I,  5/ï-l)— /(^,  r«-î,  Zn-i)\ 

<A  \yn-\—yn-\\-^  B|^,,_,  — 5„_5| 

I .  '1 . . .  (  /i  —  I  ) 

Cela  prouve  que  les  Jonctions  j'^,  5,,,  -^  1   ^—  ont  respectivement  pour 
limites,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Y,  Z,   ^_»   ^ -  •  Si,  dans  les  rela- 


tions 


-^   ^fiJ^*yn-\y  -5/1-1), 


dx     dx 


dzn 


le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  il  vient  donc  à  la  limite 

et  ces  fonctions  Y  et  Z  satisfont  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

La  méthode  précédente  s'applique  évidemment,  quel  que  soit  le  nombre 
des  équations  du  système.  Les  inégalités  (Sg),  qui  jouent  un  rôle  essentiel 
dans  la  démonstration,  sont  certainement  vérifiées,  pour  des  valeurs  con- 
venables de  A  et  de  B,  toutes  leç  fois  que  les  fonctions  /  et  çp  admettent 
des  dérivées  partielles  par  rapport  aux  variables^  et  z^  continues  lorsque 
les  variables  restent  comprises  entre  les  limites  indiquées;  c'est  une  con- 
séquence facile  de  la  formule  des  accroissements  finis.  Remarquons  aussi 
que,  si  les  fonctions  y  et  «p  restent  continues  lorsque  x  varie  entre  x^ —  a 
et  Xks-^  O",  et  les  variables  y  e.\.  z  entre  les  même**  limites  que  plus  haut,  le 
même  raisonnement  prouve  l'existence  d'un  système  d'intégrales  Y(ir)  et 
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Z<^x),  prenant  les  valeurs^,,  el  Zo  pour  x  =  rr©,  el  continues  dans  l'inter- 
valle (Xq —  /i,  Xo-\-  h),  h  ayant  la  même  signification  que  tout  à  Theure. 
//  n'existe  pas  d^autre  système  d'intégrales  que  Y(x)  et  Z(x)  pre- 
nant les  valeurs  yo  et  s©  pourx  =  Xq.  Le  raisonnement  étant  toujours  le 

dy 
même,  prenons  pour  simplifier  une  seule  équalion  -—  =f{x,  y)^  et  posons 

comme  tout  à  Theure 

Soit  Yi(j')  une  intéjjrale  de  celte  équation  prenant  la  valeur  y^^  pour 
X  =  Xa.  et  continue  dans  un  intervalle  {x^,  Xq-^t  a'),  a'  étant  inférieur  au 

plus  petit  des  nombres  a  et  —  »  et   tel  que,  dans  cet  intervalle,  on  ait 

|Yi(  j^)  —  Vo|  <  b.  Puisque  Yi  satisfait  à  IVquation  proposée,  on  peut  écrire 

Y,(^)-j^o=   f  /[t.  Yi(t)]dt, 
et,  par  suite. 

\,(x)-yn(x)=   f    )f[f,\,(t)]--/[t,r„-i{f)][dt. 

Faisons  successivement  dans  cette  relation  /i  =  k  '2,  3,  . . .  ;  on  a  d'abord 

|Y,(:r)— j',(:r)|<  A6(ar  — a-o), 
puis 

|Y,(:r)— rî(^)|<  A.  f    Ab(f  -Xo)df  =  k^b^^  ~  ^''^\ 
et  d'une  façon  générale 

(X  —  Xo)" 


\\i(x)—yn(x)\<A"b 


i  .'À. . .  n 


Le  second  membre  de  cette  inégalité  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment;  l'intégrale  Yi  est  donc  identique  à  la  limite  de  y»,  c'est- 
à-dire  à  Y. 

389.  Cas  des  équations  linéaires.  —  Le  raisonnement  général  prouve 
que  les  intégrales  sont  sûrement  continues  dans  l'intervalle  {xq,  Xo-h  h) 
défini  plus  haut.  Mais  on  peut  dans  bien  des  cas  affirmer  l'existence 
d'un   intervalle    plus   étendu    où   ces    intégrales  sont   continues.    Si    Ton 

reprend   en  effet  la   démonstration,   on   voit  que  les  conditions  h  <^  -^y 

M 
c 
h  <i  -rr  n'interviennent  que  pour  être  assuré  que  les  fonctions  intermé- 
diaires yi,  Zx^  y^,  Zî,  ...  ne  sortent  pas  des  intervalles  {yo —  b,  yo-^  b)^ 
(zo — c,  Zo-h  c)y  de   façon  que  les  fonctions /(ar,  yt^  */),   <p(ar,  yi,  Si) 
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soienl  des  fonctions  continues  de  x  entre  x^  ei  t^-^  h.  Lorsque  les  fonc- 
tions/(jr, ^,  3),  ©(ar,  j^,  s)  restent  continues  lorsque  J7  varie  de  j?©  à  x^-^  a^ 
et  que  /  et  3  varient  de  —  x  à  -^  x,  il  est  inutile  de  tenir  compte  de  ces 
conditions.  Toutes  les  fonctions^/,  z/  sont  continues  dans  l'intervalle  (o,  a). 
Pour  pouvoir  démontrer  la  convergence  des  deu\  séries  (43),  il  suffit 
encore  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  A  et  B,  tels  que  les  inéga- 
lités (39)  soient  vérifiées  quelles  que  soient  les  valeurs  de  y^  y',  z,  z\ 
lorsque  x  reste  compris  dans  l'intervalle  (:ro,  Xi^-^  a).  On  reconnaît,  en 
effet,  en  reprenant  les  calculs  faits  plus  haut,  que  les  inégalités  (42  bis)  sub- 
sistent, pourvu  qu'on  désigne  par  M  la  valeur  maximum  de  \f{.x,y^,  -So  )| 
et  ile  I  o(a?,  yQ,  Zq)\  dans  l'intervalle  (xq,  ro-t-  a). 

Ces  conditions  sont  satisfaite*,  d'après  la  formule  des  accroissements 
finis,  lorsque  les  fonctions  /(jr,  v,  s),  ^{x,y,  z)  admettent  des  dérivées 
partielles  par  rapport  aux  variables  y  et  z.  qui  restent  finies,  quels  que 
soient  K  et  5,  lorsque  x  varie  de  j^o  ^  XQ->r-  a.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  de 

l'équation 

dy 

ar 

le  second  membre  est   une  fonction  continue,  quels  que  soient  x  et  y,  et 

la  dérivée  partielle  -j-  est  au  plus  égale  à  un  en  valeur  absolue.  Toutes 

les  intégrales  de  cette  équation  sont  donc  des  fonctions  continues  lorsque  x 
varie  de  —  x  à  -h  x  (  •  ). 

Les  conclusions  précédentes  s'appliquent  en  particulier  aux  systèmes 
d'équations  linéaires 

dy, 
(44)    -^  =  ai\y\-^at^y^-\-,.,-\-ainyn-^bi        (  t  =  1,  2,  . . ., /i), 

où  les  coefficients  a,k^  bi  sont  des  fonctions  de  x.  Si  toutes  ces  fonctions 
sont  continues  dans  un  intervalle  (j^o»  ^i  )»  toutes  les  intégrales  de  ce  sys- 
tème sont  également  continues  dans  cet  intervalle.  Lorsque  les  coefficients 


(')  On  peut  dédoire  un  théorème  analogue  du  calcul  des  limites.  Soil/(a:,^) 
une  fonction  analytique  réelle  pour  tout  système  de  valeurs  réelles  de  x  et  de^, 
et  bolomorphe  dans  le  voisinage.  Supposons  en  outre  que  i/(a?,  y)\  reste  inférieur 

à  un  nombre  fixe  M  lorsque  l'on  a  respectivement    *'^(— )'^a,  et  U'Hf^  H^ft; 

x^^  jK«  étant  un  système  de  valeurs  réelles  quelconques  pour  x  et  y.  la  fonc- 
liony(j:,  y)  est  holomorphe  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités  \x  —  x^\*ia^ 
\y — y^'  ^  6,  et  son  module  est  inférieure  iM.  Alors,  d'après  le  calcul  des  limites, 
l'intégrale  de  l'équaiion  y'  —  f{x^  y)y  qui  est  égale  à  y^  pour  x  =  x^y  est  sûre- 
ment holomorphe  dans  un  cercle  C  dont  le  rayon  r  est  indépendant  de  x^^  y^.  On 
peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  de  cette  intégrale  le  long  de  l'axe  réel, 
au  moyen  de  cercles  de  rayon  r,  et  l'on  voit  qu'elle  est  holomorphe  à  l'intérieur 
de  la  bande  limitée  par  deux  parallèles  à  Taxe  réel,  à  une  distance  /•  de  cet  axe. 
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sont  des  polynômes,  toutes  les  intégrales  sont  donc  continues  lorsque  x 
varie  de  —  x  à  -h  x. 

En  se  limitant  aux  variables  réelles,  on  voit  que  les  intégrales  des  équa- 
tions linéaires  ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singuliers  que  ceu\  des 
coefficients.  Celte  propriété  si  importante  ne  s*élend  pas  à  d'autres  équa- 
tions en  apparence  aussi  simples,  par  exemple  à  l'équation  j''  =  ^'*. 

390.  Extension  aux  fonotlons  analytiques.  —  La  méthode  peut  être 
étendue  aux  variables  complexes.  H  suffit  d'observer  pour  cela  que  l'on  a, 
pour  une  fonction  analytique  d'une  ou  plusieurs  variables,  des  inégalités 
analogues  aux  inégalilés  (39).  Soit  d'abord  /(t)  une  fonction  holomorphe 
d'une  variable  complexes:  dans  une  aire  il  limitée  par  une  courbe  convexe  C 
et  sur  celle  courbe  elle-même,  et  soit  A  la  valeur  maximum  de  |/'(-^)| 
dans  cette  région.  \jB  difiFérence  /(a^j  )  —  /{jti  ),  où  .r^  et  Xt  sont  deux  points 

quelconques  de  celte  région,  est  égale  à   l'intégrale  définie    1  /'(r)  dr, 

prise  le  long  de  la  droite  qui  joint  ces  «leux  points.  On  a  donc 

Soit  de  même  /(Tj  y)  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  x 
et  y^  lorsque  ces  variables  restent  respectivement  dans  deux  régions  Û 
el  U',  limitées  par  deux  courbes  fermées  convexes  C  et  C,  et  soient  A  et  B 
les  valeurs  inaxima  de  \f'x\  d  cle  |/',.|  <^a"5  ce  domaine.  On  peut  écrire, 
X\  et  .Tj  étant  deux  valeurs  quelconques  de  x  dans  Û,  et  ^1,  y^  deux  va- 
leurs quelconques  de  j^  dans  U', 

et,  par  suite,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  on  a 

La  démonstration  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes. 

Gela  posé,  bornons-nous,  pour  simplifier  l'écriture,  au  cas  d'une  équa* 
tion  unique 

(45)  S=/^-'^)- 

dont  nous  supposons  le  second  membre  holomorphe  dans  le  domaine 
défini  parles  inégalilés  \x  —  x^\-a^  \y  -  y^\~h.  Soit  M  la  valeur  maxi- 
mum de  \f{  x^  y)\  dans  ce  domaine,  et  h  le  plus  petit  des  deux  nombres  a 

et  jt:  •  Dans  le  plan  de  la  variable  a?,  décrivons,  du  point  j:©  comme  centre. 
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un  cercle  C^  de  rayon  h  et  posons,  comme  on  l'a  déjà  fait, 


la  iiiiiite  supérieure  x  étant  un  point  intérieur  à  C^.  on  démontre  d'abord 
de  proche  en  proche  que  Ton  a 

Irt— ^oK^t    Ir»— ro|<^ \yn-yo\<f> 

Toutes  ces  fonctions  ^|,  ^j,  ...,^„,  ...  sont  donc  des  fonctions  holo- 
morphes  de  x  dans  le  cercle  C/^,  et  le  procédé  peut  élre  continué  indéfi- 
niment. Nous  pouvons  encore  écrire 


f46 


l'intégrale  étant  prise  suivant  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  x^^  x. 
Soii  A  la  valeur  maximum  de  j-  lorsque  l'on  a  |ar  —  :ro|  =  /*,  \y  — y^\  =  b\ 
d'après  la  remarque  qui  vient  d'être  faite,  nous  avons  toujours 

\f[t.yn-x(t)\^f\t.yn-t(t)\\<K\yn-x(t)-yn-tit)\. 

Pour  démontrer  que  Ton  a  une  inégalité  analogue  aux  inégalités  (  ^i  bis  ), 
supposons  que  l'on  ait 

iy„-.(r)-^„-.(/)i<MA«-.,i;-;;'":;^. 

ce  qui  a  lieu  évidemment  pour  n  =  i.  Soit  a?  =  -to-+-  re^'";  le  changement 
de  variable  /  —  Xo=p€^'  ramène  l'intégrale  (46)  à  une  intégrale  prise  le 
long  de  l'axe  réel  de  o  à  r,  et  l'on  a  (n"  302) 


\yn{^)-yn-x(,T)\<    f    M\n--l  îU!. do  =  M^n-^  - 


,.^  i  .1, . .  n  —  1     '  i  ,'À. . ,  n 


ou 


|^„(^)~^,._,(:r)|<  MA''-i  i^-^"i^. 


I   .  9.  .   .   .   /l 


La  suite  de  la  démonstration  s'achève  comme  plus  haut.  La  série  dont 
le  terme  général  est  ^,i  —  yn-i  est  uniformément  convergente  dans  le 
cercle  C/,  et,  comme  tous  ses  termes  sont  des  fonctions  holomorphes, 
la  somme  de  cette  série  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  même 
cercle  (n**  298),  qui  satisfait  à  l'équation  (45)  et  qui  prend  la  valeur  ^o 
pour  X  =  Xq.  Le  développement  en  série  entière  de  cette  intégrale  est 
forcément  identique  à  celui  que  fournit  le  calcul  des  limites^  mais   la 
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limite  obtenue  pour  le  rayon  de  convergence  est  supérieure  à  celle  que 
donne  la  première  méthode. 

La  remarque  relative  aux  équations  linéaires  s'étend  aussi  aux  fonctions 
analytiques.  Supposons  que  les  coefficients  atk  et  6/  des  équations  (44) 
soient  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  complexe  â^.  Marquons  dans 
le  plan  les  points  singuliers  de  ces  fonctions  et  supposons  que  de  chacun 
de  ces  points  singuliers  on  trace  une  demi-droite  indéfinie  suivant  le  pro- 
longement du  segment  joignant  j^q  ^u  point  singulier.  On  appelle  étoile 
correspondant  au  système  de  points  singuliers  l'ensemble  des  points  du 
plan  qui  ne  sont  situés  sur  aucune  des  lignes  précédentes.  I^  droite  qui 
joint  le  point  x^  à  un  point  r  de  l'étoile  ne  passe  par  aucun  des  points 
singuliers  et  la  méthode  du  n°  389  prouve  que  toutes  les  intégrales  du 
système  (44)  ^^"ï  ^^^  fonctions  holomorphes  le  long  de  cette  droite.  Le 
point  X  étant  un  point  quelconque  de  l'étoile,  il  s'ensuit  que  toutes  les 
intégrales  du  système  linéaire  (44)  sont  des  fonctions  holomorphes  dans 
toute  l'étoile,  résultat  qui  sera  établi  plus  tard  d'une  autre  façon  (  n**  397). 

La  méthode  des  approximations  successives  permet  en  outre  d'obtenir 
pour  les  intégrales  des  développements  en  séries  convergents  dans  toute 
l'étoile.  Soit  A  une  région  du  plan  limitée  par  un  contour  fermé  C  appar- 
tenant tout  entier  à  l'étoile;  les  séries  fournies  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  sont  uniformément  convergentes  dans  A.  Nous  lais- 
sons au  lecteur  le  soin  de  développer  la  démonstration,  qui  se  fait  toujours 
de  la  même  façon. 

391.  Méthode  de  Cauchy-Ldpschitz.  —  La  première  démonstration 
donnée  par  Cauchy  de  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations 
différentielles  nous  a  été  conservée,  grâce  aux  leçons  recueillies  par 
l'abbé  Moigno  et  publiées  en  i844'  Elle  a  été  notablement  simplifiée  par 
M.  Lipschitz  qui  a  bien  mis  en  évidence  les  hypothèses  nécessaires  pour 
la  validité  de  la  démonstration. 

Pour  bien  saisir  la  suite  des  idées,  reprenons  l'équation  simple 

On  a  établi  (I,  n**  76)  que  l'intégrale  de  cette  équation  qui  prend  la  va- 
Itsur  ^0  pour  x  =  x^  est  la  limite  de  la  somme 

U7)  J^o-+-/(^o)(:r,  —  jro)-H/(^i)(j*î— ^i)-f-...-f-/(ir«_,)(a?  — a:„_,), 

a?!,  a7j,  ...,  Xfi—\  étant  n  —  i  points  de  l'intervalle  (a:©»  ^)»  lorsque  le 
nombre  n  augmente  indéfiniment  de  façon  que  tous  les  intervalles  {Xf — x/— 1) 
tendent  vers  zéro.  C'est  ce  procédé,  convenablement  généralisé,  qui  con- 
duit à  la  première  méthode  de  Cauchy.  Pour  simplifier  l'exposition,  nous 
prendrons  le  cas  d'une  seule  équation 

(48)  ^=/<^>.r); 
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la  fonctiony(j".  y)  des  variables  réelles ar,  ^ est  supposée  continue  lorsque  j* 
varie  de  Xq  ii  J?o H-  «.  et  que  ^  varie  de  ^o  —  ^  à  ^o -^-  ^>  et  il  existe  un 
nombre  positif  K  tel  que  l'on  ait,  ^  et  ^' étant  deux  nombres  quelconques 
compris  entre  j^© — f>  et  jKo-+-^  et  or  étant  compris  entre  Tq  et  iToH-a, 

(49)  l/(-^,r')-/(^.r);<K|r-r'l- 

Cette  condition,  dont  l'importance  a  été  mise  en  lumière  par  M.  Lips- 
chitz,  siîra  appelée,  pour  abréger,  condition  de  Lipschitz;  elle  a  déjà  été 
utilisée  «lans  la  méthode  des  approximations  successive**. 

Soient  M  la  limite  supérieure  de  \f^or^y)\  dans  le  domaine  précédenl 

et  h  le  plus  petit  des  d<;ux  nombres  a  et  -rj  (  nous  supposons  a  >  o,  6  >  o). 

Pour  démontrer  que  l'équation  (48)  admet  une  intégrale  prenant  la  va- 
leur y^  pour  X  =z  x^  et  continue  dans  l'intervalle  (  Xo.  x^^  -h  A),  nous  imite- 
rons autant  que  possible  la  marche  ^^uivie  pour  établir  l'existence  d'une 
fonction  primitive  de  f{x).  Soit  x  une  valeur  de  la  variable  appartenant 
à  cet  intervalle;  prenons  entre  a?o  et  x  un  certain  nombre  de  valeurs  inter- 
médiaires xx,  Xi,  ...,  x,-i,  Xi,  ...,  x„-i  allant  en  croissant  de  Xq  à  x. 
Nous  poserons  successivement 

et  d'une  façon  générale 

(5i)     yi  =  yi^i-hf(Xi.u  yi-iH^i—  ^i-i)        (^=  i^'^-,  ...,/i  —  i). 
La  somme 

^^  (  -h/{x„-i.yn-\){^  —  ^n-l) 

offre  une  analogie  évidente  avec  la  somme  (  47  )  ^  laquelle  elle  se  réduit 
lorsque  la  fonction  f{x,  y)  ne  dépend  pas  de^.  On  est  donc  conduit  à 
rechercher  si  cette  somme  tend  vers  une  limite  lorsque  le  nombre  n 
augmente  indéfiniment.  Nous  générali<erons  la  question  en  définissant 
d'abord  deux  sommes  analogues  aux  quantités  S  et  j  (f,  n'*  71  ). 
Considérons  le  triangle  ABC  formé  par  les  droites  ayant  pour  équations 

\  =:ro-h  A,  Y  =jo-f-  M(X  — j^o),  V  =>'«—  M(X     -  x^). 

D'après  la  façon  dont  on  a  défini  A,  la  fonction  f{x,  y)  est  continue  lorsque 
le  point  (ar,  y)  reste  à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés  de  ce  triangle  et  sa  valeur 
absolue  est  au  plus  égale  à  IVI. 

Les  parallèles  à  l'a xe  des  ^,  X  =  arj ,  X  =  a^j,  • . . .  X  =  j^  décomposent 

ce  triangle  ABC  en  un  certain  nombre  de  trapèzes  isoscèles  dont  le  premier 

se  réduit  à  un  triangle.  Soient  Mi  et  mj  les  valeurs  maximum  et  minimum 

.   de /(a:,  ^)  dans  ce  triangle  A6|C|  ;  on  a  —  M  1 /Wi  <  iMi_  M.  Par  le  point  A 

meDons  les  droites  de  coefficients  angulaires  Mj  et  nii  qui  rencontrent  la 
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droite  \  =  J7|  en  deux  points  P|  el  px  dont  les  ordonnées  sont  respective- 
ment Y|  —  ^0-+- «^i(^i  —  ^o)  et  ^1  =^0-^ /^iiC^i  —  ^o)  [la  lettre  j^/  ne 
désignant  plus  la  même  quantité  que  dans  les  formules  (5o)  à  (52)].  Ces 
points  Pi  et  p\  sont  évidemment  à  Tintérieur  du  triangle  ABC  ou  sur  les 
eûtes,  et  l'on  a  Yi>^|.  Par  le  poinl  Pi  menons  la  droite  de  coefficient 
angulaire  IV1  jusqn*à  sa  rencontre  en  Q^  avec  la  droite  a^bti  ^^  par  p\  menons 
de  même  la  droite  de  coefficient  angulaire  —  M  jusqu'à  sa  rencontre  en  q^ 
avec  la  même  droite  aib^.  Soient   M^  et  m^  les  valeurs  maximum  et  mi- 


l-'ig-  9' 


(•^ov^Aî! 


JCrs-^h 


nimiim  de  f(x,  y)  dans  le  trapèze  Pi  Qs9t/>i;  la  droite  de  coefficient  angu- 
laire Mj  menée  par  Pi  rencontre  la  droite  aj6j  en  un  point  Pj  dont  l'or- 
donnée est 

Y,=  Y,-f-  Mj^j-s  — a-,  ), 

et  la  droite  de  coefficient  angulaire  m^  menée  par />|  rencontre  ai^t  en  un 
point  /?j  d'ordonnée  ^j  —  ^i -h /Wj(r,  —  a^i  ).  On  a  évidemment  Yi>^|» 
et  Yj  —  jKî  =  Yi  —  Yx,  l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  la  fonction  y(a^,K) 
était  constante  dans  le  trapèze  PiQî^î/>i.  Le  procédé  peut  être  continué; 
ayant  obtenu  deux  points  P,_|  et  />,_i  sur  la  droite  a/_i6/_i,  menons 
par  P/_i  une  parallèle  à  AH  et  par /?/_i  une  parallèle*  à  AG;  nous  formons 
ainsi    un    trapèze    isoscèle  P/-iQ/Ç//>i-i.   Soient   M,  la   valeur  maximum 
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âe/ix,  y)  dans  ce  trapèze  el  m,-  la  valeur  miniiiiuin  :  la  droite  de  coeffi- 
cient angulaire  M,-  menée  par  P/_j  rencontre  la  droite  a/6/ en  un  point  P/, 
el  la  droite  de  coefficient  angulaire  m/  menée  par  p/_i  rencontre  a/b,-  en 
un  point/>/.  Nous  formons  ainsi  deux  lignes  polygonales  partant  du  point  A, 
A  P|  Pj  . . .  P/_i  P/ . . .  P„  ou  L,  el  A/>i/>; . . .  pi-\  Pi  ' .  •  pn  ou  /,  aboutissant 
à  deux  points  P„  et/?,,  fie  la  droite  X  =  jr.  D'après  la  construction  même 
de  ces  deux  lignes,  il  est  évident  qu'elles  sont  Tune  el  l'autre  dans  le 
triangle  ABC,  que  la  ligne  L  est  toul  entière  au-dessus  de  /,  et  que  la  dis- 
lance de  ce**  deux  lignes  comptée  sur  une  parallèle  à  l'axe  O^'  ne  peut 
diminuer  lorsque  l'abscisse  croit  de  x^  à  .r.  Les  ordonnées  Y„  et  y,,  des 
deux  points  extrêmes  sont  tout  à  fait  analogues  aux  sommes  S  et  5 
(f,  n"*  71).  Nous  poserons  S  —  Y„,  5  =  >%/. 

A  cbaque  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  (aro»  ^)  correspond  une 
somme  S  el  une  somme  s.  Si  l'on  subdivise  chacun  des  inlervalles  par- 
tiels (./"/_,,  Xi)  en  inlervalles  partiels  plus  petil>  d'une  façon  arbitraire, 
la  construction  géométrique  précédente  montre  immédiatement  que  la 
ligne  L'  correspondant  à  celte  nouvelle  division  est  toul  entière  au- 
dessous  de  L  et  la  ligne  /'  au-dessus  de  /.  On  a  donc  S'_S,  s'<Sy  en  dési- 
gnant par  des  lettres  accentuées  le^  sommes  relatives  à  la  seconde  division. 
On  en  conclut,  comme  au  n"  71.  que  si  S,  s,  Sj.  S\  représentent  rq^pecti- 
vement  les  sommes  relatives  à  deux  modes  quelconques  de  division  de 
l'intervalle  ( x^^  j*),  on  a  .v  <  S|,  ^i  <  S.  En  <lésignant  par  I  la  limite  infé- 
rieure des  sommes  S  el  par  V  la  limite  supérieure  des  sommes  5,  on  a 
donc  11  J. 

Pour  que  les  sommes  S  el  ^  aient  une  limite  commune  lorsque  l'ampli- 
tude maxiraa  des  intervalles  partiels  tend  vers  zéro,  il  faut  el  il  suffit  que 
S — s  tende  vers  zéro.  Nous  pouvons  écrire,  en  effet, 

S  —  5  =  S  —  r -h  r  -  i'-h  r— 5; 

la  différence  S  —  s  ne  peut  être  inférieure  à  un  nombre  t  que  si  chacui^ 
des  nombres  S  —  I,  I  —  T.  I' — .»  (dont  aucun  ne  peut  être  négatif)  est 
lui-même  inférieur  à  t.  Le  nombre  positif  e  étant  arbitraire,  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  (|ue  si  l'on  a  1'=  L  d  il  faut  en  outre  que  S  el  5  aient  pour 
limite  commune  1.  Pour  établir  que  S  — 5  a  zéro  pour  limite,  il  ne  suffit 
pas  de  supposer  la  fonction  y(;r,  j')  continue,  el  c'est  ici  qu'intervient  la 
condition  de  Lipschitz. 

Soient  Y/  et  >7  les  ordonnées  des  points  P,  et  />/  et  8/  la  différence 
Y/—  >/.  La  fonction  f{x^  y)  étant  continue  dans  le  triangle  ABC,  à  tout 
nombre  positif  X  nous  pouvons  faire  correspondre  un  autre  nombre  po- 
sitif ^  tel  que  Ton  ait 

|/(.r,^)-/(:r',y)|<X. 

pourvu  que  la  distance  des  deux  point**  (x^y)  el  {x\  y  )  du  triangle  AB(^ 
soit  inférieure  à  3*;  nous  supposerons  toutes  les  différences  Xf — Xf-x  infé- 
rieures à  3*.  D'après  la  construction  qui  donne  les  points  P/,  pi  au  moyen 
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(les  points  P/_|,/>/_i,  nous  avons 

0/  =  0/-1  -+-  (  M/—  m/  )(Ti—  T/_,  ); 

d'autre  part,  on  peut  écrire 

M,-  mi  =  /{x'^,  y,}  -f{x),  y)) 

=  /(^'m  v;-)  -/(^';,  y'i)^ [fi  X),  y))  -fix),  y))]. 

(^'/»  y'î)  6^  (^)t  y'i>  étant   les   coordonnées   de   deux    points  du   trapèze 
f*i-iQ/7i7>i-i-  On  a  donc,  en  tenant  compte  de  la  condition  (49), 

mais  la  différence  \y) — j^/|  est  au  plus  éjçale  à  o,-|-+- tilVI(X|  —  ^t-i).  et 
nous  avons  encore 

M/—  /Wi  C  X  -h  i  !VIK(  J"/—  Xi-x  )  H-  K  8/_|. 

Supposons  tous  les  intervalles  assez  petits  pour  que  tous  les  produits 
iMK{xi—  Xi-i)  soient  inférieurs  à  X;  la  différence  M/ — m/  sera  infé- 
rieure à  xX  -4-  Koi_i  ^■^'>  par  suit^.  nous  avons  Tinégalité 

(53)  o/<  o/_,[n-  K(j:i~ :r/-,)]  -h  2X(J|  — ^/_,) 

que  l'on  peut  encore  écrire 

0/-4-  -^  </8/>|-h  ^j^  j[>^-  K(4r/  — ar/_,)J. 

On  a  donc  a  fortiori, 

il 


•s        '>'  X  . .  /  >  a  X  \ 

0,  -h  —  <  gKu,-.r._,)  ^  0/-,  -H  -jT-  ) 


En  faisant  t  =  i,  j»,  . . . ,  /i  successivement  dans  cette  dernière  formule 
et  en  multipliant  membre  à  membre  les  inégalités  obtenues,  il  vient 

^         v>.X        aX    .. 
"        K    ^    K 
ou 

Le  nombre  po^^itif  X,  pouvant  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut  pourvu 
que  tous  les  intervalles  partiels  soient  eux-mêmes  inférieurs  à  un  autre 
nombre  positif  convenablement  choisi,  on  voit  que  les  sommes  S  et  *  ont 
une  limite  commune.  Cette  limite  est  une  fonction  de  x,  H'(jr),  définie 
dans  l'intervalle  (-Fq,  j?o-J-^).  Nous  allons  montrer  maintenant  que  cette 
fonction  F{x)  est  une  intégrale  de  Téquation  proposée  (4^)1  ^^  réduisant 
à  y^  pour  x  =  j^o»  Nous  continuerons  pour  cela  à  nous  servir  de  la  repré- 
sentation géométrique. 
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Lorsque  tous  les  intervalles  partiels  tendent  vers  zéro,  non  seulement 
les  extrémités  des  deux  lignes  polygonales  L  et  /  tendent  vers  un  point 
limitey  mais  ces  lignes  elles-mêmes  tendent  vers  une  courbe  limite.  Une 
droite  quelconque  parallèle  au  côté  BG  rencontre  la  ligne  L  en  un  point  P 
et  la  ligne  /  en  un  point  p  et  la  distance  \* p  est  inférieure  à  S  —  s.  D'après 
les  propriétés  de  ces  lignes  polygonales,  tous  les  points  Pont  leurs  ordon- 
nées supérieures  aux  ordonnées  des  points/?;  comme  la  distance  Vp  tend 
vers  zéro,  il  s'ensuit  que  les  points  P  et  />  tendent  vers  un  seul  point 
limite  TU  situé  sur  la  droite  considérée.  Le  lieu  de  ces  points  tc  est  évidem- 
ment une  courbe  G  située  entre  les  deux  lignes  polygonales  L  et  /et 
passant  au  point  A.  L'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe  d'abscisse  t 
est  égale  à  la  fonction  ¥{x)  définie  tout  à  l'heure,  car  pour  avoir  la  posi- 
tion du  point  Tz  sur  la  «Iroite  X  —  x.  on  n'utilise  que  les  portions  des  deux 
lignes  polygonales  qui  sont  à  gauche  de  cette  droite.  Supposons  les  deux 
lignes  polygonales  L  et  /  prolongées  jusqu'au  côté  BG,  tous  les  intervalles 

partiels   étant    inférieurs   au    plus   petit   des   deux    nombres   a.      .,,.•»   et 

soient  P(.r),  Q(.r  )  les  deux  fonctions  continues  qui  représentent  les  ordon- 
nées d'un  point  de  la  ligne  L  et  de  la  ligne/  dans  l'intervalle  (j'y.  a^o-H  A). 

2X 
La  différence  P(  x)  —  Q(^  )  est  inférieure  à  —  (e**^ —  i  ),  et  chacune  des 

fonctions  Y^{a').  Q(J^)  diffère  de  ¥{x)  d'une  quantité  moindre.  Gomme  X 
peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  >oit  que  l'on  peut  former 
une  série  uniformément  convergente  de  fonctions  continues  ajant  pour 
somme  ¥{x)  dans  l'intervalle  {tq^  .ro-+-  h)\  cette  fonction  est  donc  aussi 
continue.  (  Voir  T.  I,  p.  471-475') 

Toute  ligne  polygonale  comprise  entre  L  et  /  a  évidemment  pour  limite 
la  même  courbe  G.  Telle  serait  la  ligne  polygonale  A  dont  les  coordon- 
nées (a:/.  -5/)  des  sommets  successifs  s'obtiendraient  par  la  loi  de  récurrence 

le  premier  sommet  étant  le  point  (a7o».Ko);  nous  retrouvons  les  expres- 
sions (52)  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Remarquons  aussi  que, 
si  l'on  applique  la  construction  à  partir  d'un  point  M'ix',  y')  de  la  courbe  G 
on  obtient  deux  lignes  polygonales  L'  et  /'  comprises  entre  L  et  /  et  qui 
se  rapprochent  elles-mêmes  de  plus  en  plus  de  la  portion  de  G  comprise 
entre  M'  et  la  droite  BG.  Soit  d'aprè»*  cela  Wix'.y')  et  W^x",  y")  deux 
points  voisins  de  Gi:r'>  x).  Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  M'M'  est 
compris  entre  la  valeur  maximum  et  minimum  de  f{x^  y)  lorsque  le 
point  {Xj  y)  décrit  le  triangle  formé  par  les  droites 

\  =  x\         Y— y=M(X-:r'),         Y— y=  -  M(X- j-'); 

si  la  différence  x" — x'  est  inférieure  à  un  nombre  positif  choisi  convena- 
blement, ces  deux  valeurs  à^  /(x^y)  différeront  de /(a?', y)  et  à^fix'^y") 
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d'aussi  peu  qu'on  le  voudra.  Si  rkn  des  deux  points,  \1'  par  exemple,  se 
rapproche  indéfiniment  du  premier,  l«  coefficient  angulaire  de  M' M'  a 
donc  pour  limite  f{T\  y'),  La  fonction  ¥\t)  satisfait  par  conséquent  à 
réquation  différentielle  proposée  (48);  il  est  d'ailleurs  évident  que  la 
courbe  C  passe  au  point  A,  c'esl-à-dire  que  l'on  a  F(xo)  =  J^o» 

La  courbe  C  est  la  seule  répondant  à  la  question.  S'il  en  existait  une 
seconde  G',  cette  courbe  C  ne  pourrait  être  à  Ja  fois  au-dessous  de  toutes 
les  lignes  L  et  au-dessus  de  toutes  les  lignes  /,  puisque  ces  lignes  tendent 
vers  la  courbe  C.  On  pourrait  donc  trouver,  par  exemple,  une  ligne  L  qui 
serait  rencontrée  par  cette  ligne  C.  Comme  C  esl  au-dessous  de  la  ligne  L 
dans  le  voisinage  du  point  A,  supposons  qu'elle  passe  au-dessus  de  L  en 
traversant  cette  ligne  en  un  point  /i/  du  côté  P,_|  P/  et  soit  m/_|  le  point 
de  C  d'abscisse  ^r/-!.  Le  coefficient  angulaire  de  la  corde  m/_|/i/  est  égal, 
d'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  à  la  valeur  de  la  fonction 
y(^i  y)^^  un  point  de  l'arc  01,-1/1/ ;  ce  coefficient  angulaire  ne  peut  donc 
être  supérieur  au  coefficient  angulaire  du  cùlé  P/_i  P/,  puisque  l'arc  /«/-|/i/ 
est  dans  le  trapèze  P/_|  Q/^//?/_|.  Or  la  figure  montre  qu'il  devrait  lui 
être  supérieur. 

La  première  méthode  de  Cauchy,  et  celle  des  approximations  succes- 
sives, donnent,  01I  le  voit,  la  même  limite  pour  l'intervalle  dans  lequel 
l'intégrale  existe  certainement.  Mais,  au  point  de  vue  théorique,  la  méthode 
de  Cauchy  possède  une  supériorité  incontestable;  nous  allons  montrer, 
en  efl'el,  que  cette  méthode  permet  de  trouver  l'intégrale  dans  tout  inter- 
valle fini  où  celle-ci  est  continue.  D'une  façon  précise,  supposons  que 
l'équation  i^S)  admette  une  intégrale  ^- =  F(ar)  continue  dans  l'inter- 
valle (a7y,  Xo-\-l)^  que  la  fonction  /ix,  y)  soit  elle-même  continue  dans 
la  région  (  E)  du  plan  des  ary  limitée  par  les  deux  droites  j:  =  a:©,  x  =  Xq-^  l, 
et  les  deux  courbes  Y  =  F{x)  ±  tj,  t,  étant  un  nombre  positif  pris  à  volonté, 
et  vérifie  la  condition  (  49)  dans  ce  domaine.  Imaginons  que  l'on  décompose 
l'intervalle  (xq,  a^o-h  0  en  intervalles  partiels  plus  petits  et  que  l'on  con- 
struise la  ligne  polygonale  A,  dont  on  vient  d'expliquer  la  construction, 
partant  du  point  ixoi  y^)  et  relative  à  ce  mode  de  subdivision.  Pourvu 
que  tous  les  intervalles  partiels  soient  moindres  qu*un  nombre  positif 
convenable  3*,  cette  ligne  polygonale  sera  tout  entière  dans  la  ré- 
gion  E,  et  la  différence  des  ordonnées  de  deux  points  de  même  abscisse, 
pris  sur  la  courbe  intégrale  G  et  sur  la  ligne  A,  sera  inférieure  à  un 
nombre  positif  donné  à  l'avance  s. 

Soient  Xq,  Xi,  j-^,  . . .,  .r/— i,  x,-,  . . .,  Xn—t*  Xo-k-  l  les  abscisses  des  points 
de  division,  y»,  yii  .  .,  Y  les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  C 
et  yo,  Zx^  5j,  ...,  ^/,  ...,  Zn  les  ordonnées  des  sommets  de  la  ligne  A. 
Admettons  d'abord  que  tous  les  sommets  à  gauche  du  sommet  (j*/,  -5,), 
soient  dans  la  région  (E),  et  proposons-nous  de  calculer  une  limite  supé- 
rieure de  la  différence  rf/=  l^/  — ^/|. 

Nous  avons  d'une  part,  d'après  la  définition  même  de  A, 
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d'autre  part,  d'après  la  formule  des  accroissements  fînis,  on  a  aussi 

yi  =  yi-\  -+-  /(  ^/ ,  y)  )  (^/  —  ^/-i  ), 

{x'iy  y'i)  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  G,  et  x'i  étant  compris  entre  a?/— i 
et  Xi.  On  en  déduit 

(  54)   zi  —  yi=  Zi^x—yt-i  -h  (^i—  ^/-i  )[/(.r/_i,  zi-i  )  —/{x[,  y})]  : 

le  coefficient  de  {Xi — J7/-i  )  peut  encore  s'écrire 

[/(j7/_,,  3/_, )  — /(x/_,,  j-/-, ) ]  H-  [/(:r,_,,  j^,_, )  — /( ar-,  ^;.)]. 

La  valeur  absolue  de  la  première  dillerence  est,  d'a|)rès  la  condition  (49)» 
inférieure  à  Kcli-i-  D'un  autre  côté,  la  fonction  /{x,  y)^  étant  continue 
dans  la  région  (Ë),  est  une  fonction  continue  de  x  le  long  de  G  et  Ton 
peut  prendre  un  nombre  positif  a*  assez  petit  pour  que|/(ir,^) — fi^' y')\ 
soit  inférieur  à  un  nombre  donné  positif  2X,  pour  deux  points  quelconques 
(j-,  y)^  {x\  y')àe,  la  courbe  G  pourvu  que  \x  —  x' \  soit  <  a*.  Le  nombre  ^ 
étant  choisi  de  cette  façon,  on  a  donc 

(55)  d/<,d,-i-h  {Xi—Xf-i)(i'k  -h  Kài^i), 

relation  toute  pareille  à  la  relation  (53),  et  d'où  Ton.  déduira  par  con- 
séquent 

Iv 

Supposons  le  nombre  X  assez  petit  pour  que  l'on  ait  aXCe*^' —  1)  <  Ktj; 
on  établira  de  proche  en  proche  que  di,  dt,  ...,  dn  sont  inférieurs  à  7). 
Tous  les  sommets  de  la  ligne  polygonale  A  sont  donc  dans  la  région  (E). 

Soit  P(x)  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  A;  soit  de  même  Q{x) 
l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  polygonale  auxiliaire  A'  obtenue  en 
joignant  les  points  de  G  d'absci«*ses  Xq,  xi,  Xj,  . . .,  x„-i^  Xq-^-  l.  On  a 

P(x')-^¥{x)~  V{x)^q{x)-\-(^{x)—  ¥(x)\ 
si  l'oscillation  de   la  fonction  F(J7)  dans  chacun  des  intervalles  partiels 
est  inférieure  à-j  on  a  constamment  |  Q(a?)  —  F(^)  |  <-(  votr  1.  J,  p.  474)' 

Si  de  plus  le  nombre  tj  est  inférieur  à  -»  on  aura  |  P{x)  —  Q(ar)  |  <  -> 

et  par  suite  |  H(a:) — F(ar)|<£.  La  fonction  continue  P{x)  représente 
donc  la  fonction  ¥{x)  avec  une  approximation  moindre  que  s  dans  tout 
l'intervalle  {xq,  x^-k-  l). 

La  méthode  de  Gauchy-Lipschitz  s'étend  aux  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles sans  autre  difficulté  que  quelques  complications  dans  les  for- 
roules.  Elle  s'étend  aussi  aux  variables  complexes.  Les  recherches  de 
M.  E.  Picard  et  de  M.  Painlevé  ont  montré  que  la  méthode  conduisait  à 
des  développements  en  séries  convergentes  des  intégrales  dans  tout  leur 
domaine  d'existence  lorsque  les  seconds  membres  des  équations  proposées 
restent  holomorphes  dans  ce  domaine. 


384  CHAPITRK    XIX.    —    TIIBORRMB8   D'EXISTENCR. 

III.  —  INTÉGRALKS  PREMIÈRES.  —  MULTIPLICATEUR. 

392.  Intégrales  premières.  —  Etaot  donné  un  système  de  (n  —  i"^ 
éc|uations  diffcrentieWes  analytiques  du  premier  ordre,  nous  écri- 
rons ces  équations  sous  la  forme  symétrique 


(56) 


\i  Xj  X,| 


les  dénominateurs  X|,  X2,  •..,  X,/  étant  des  fonctions  des  n 
variables  X| ,  x^,  .  . . ,  j:/».  Cette  forme  des  équations  diflférentielles 
ne  suppose  rien  sur  le  choix  de  la  variable  indépendante,  qui  peut 
être  Tune  des  variables  x/,  ou  êlre  prise  d'une  façon  quelconque. 
Nous  avons  vu  plus  haut  que,  sous  certaines  conditions  qui  ont 
été  précisées,  toutes  les  intégrales  de  ce  système  qui  passent  par 
un  point  quelconque  d'un  domaine  D  sont  représentées  par  un 
système  d'équations  de  la  forme 

!/i  ( Xj ,  a^j,  . . . ,  .r;,  )  =  G| ,        fti^xi  ^i^  •  •  •  >  ^n )  =  Gî,  . . . , 

fx^f'i fii~\  étant  (/i  —  i)  fonctions  holomorphes  dans  D, 

et  C|,  C2,  .  .  «1  C„_i  des  constantes  que  Ton  peut  choisir  arbitrai- 
rement,  au  moins  entre  certaines  limites  (n°  387).  Les  formules  (5^  • 
représentent  V intégrale  générale  du  système  (56)  dans  le  do- 
maine D,  qui  n'embrasse  pas  forcément  tout  l'ensemble  des  valeurs 
possibles  pour  les  variables.  Il  peut  se  faire  que  l'on  ait  plusieurs 
systèmes  de  formules  diilérents  pour  représenter  l'intégrale  géné- 
rale dans  des  domaines  différents.  Il  est  clair  aussi  que,  dans  un 
même  domaine  D,  le  système  des  formules  (S-j)  n'est  pas  unique; 
on  peut  remplacer  les  (/i  —  i  )  fonctions  y)  par  (/i  —  1  )  fonctions  F, 
ne  dépendant  que  des  fonctions /*/,  pourvu  que  ces  [n  —  i)  fonc- 
tions F|  soient  des  fonctions  distinctes  des  variables //. 

Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  ait  pris  les  fonctions /",-,  si  les 
formules  (5n)  représentent  l'intégrale  générale  du  système  (56), 
les  fonctions  fi  satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  En  effet,  supposons  les  coordonnées  d'un 
point  X|,  ^2?  .  .  . ,  A'rt  d'une  courbe  intégrale  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  variable;  si  l'on  remplace,  dans  fi,  les  coor- 
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données  vTi,  j?2,  »  •  »^  Xn  par  leurs  expressions  en  fonction  de  ce 
paramètre,  le  résultat  se  réduit  à  une  constante.  On  a  donc  rf//=  o, 
et,  en  remplaçant,  dans  rf//,  les  diflerentielles  dx^i  dx-^.  .  .  .  par 
les  quantités  proportionnelles  X|,  Xo,  .  .  . ,  on  trouve  que/}  satis- 
fait à  la  relation 

(58)  \(/)=X,    ^M-X2;^-h...H-\.  ;^    =  O. 

(jette  relation  doit  se  réduire  à  une  identité,  quand  f  est 
remjilacée  par  yV,  puisqu^on  peut  disposer  des  constantes  C/  de 
façon  que  la  courbe  intégrale  passe  par  un  point  quelconque  de  D. 
Les  {n  —  I  )  fonctions  /i,  /a,  .  .  . ,  fn-t  sont  donc  {n  —  i)  inté- 
grales de  l'équation  X(/):=o;  toute  fonction  H  (y,, /a,  ..  ., /*«_!) 
est  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation,  quelle  que  soit  la 
fonction  II,  d'après  la  relation  facile  à  véritier 

\(N).-  \(/l)H-   -Tf     X(y2)-h...-4-   — —    \(/„_,). 

Inversement,  on  obtient  ainsi  toutes  les  intégrales  de  l'équa- 
tion X(y^=o.  Des  n  relalions 

X(/)  =  o,         X(/,  )  =  o,  ...,         X(/„-,)  =  o, 

on  déduit  en  effet,  en  éliminant  les  coelficienls  X/, 

\){j'\.  x-iy  .  .  .  ^  or„  ) 

ce  qui  montre  que  f  est  une  fonction  0(^*1,  ^j»  •  »  •  •»  fn-\) 
des  (/i  —  i)  intégrales  particulières /|,  /2.  ...,/„_i,  (I,  n"  28). 
On  peut  encore  le  vérifier  par  un  changement  de  variables.  Imagi^ 
nons  en  effet  que  l'on  prenne  un  nouveau  système  de  variables  in- 
dépendantes jKm  ^27  •  •  '1  yni  les  /2  —  I  variables j^,,^2î  •  •  -^ yn-\ 
étant  précisément  les  Ibnclionsy*,, /a?  •  •  -t  fn-\  elles-mêmes,  et  la 
variable  j^,/  étant  choisie  de  façon  à  former  avec^i,j^2î  •  •  «^JK^-i 
un  système  de  n  fonctions  distinctes  des  variables  primitives  j^i, 
X2,  ...  5  Xfi'  L'équation  X  {f)  =  o  est  remplacée  par  une  équation 
de  même  forme 

(:>t))  Y(/)=  Y,  ^  H-  Y,  -^  -h. .  .H-  Y„  -^=0. 

G.j  II.  25 
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qui  doit  admettre  les  (/i  —  i)  intégrales  particulières 

On  a  donc 

Y|  =  Yj  = . . .  =  Y„_i  =  o, 

et  l'équation  (  Sq)  se  réduit  à  -p-  =r  o.  L'intégrale  générale  est  donc 

une  fonction  arbitraire  de ^1,^2?  ••M^n-i  (*)• 

L'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  \(f)=  o  est 
donc  ramenée  à  l'intégration  du  système  d'équations  différen- 
tielles proposé  (56).  Inversement,  supposons  que  par  un  moveo 
quelconque  on  ait  obtenu  une  intégrale  y  de  l'équation  \(/)=z  o. 
Si  Ton  remplace  dans  cette  fonction  Xi,  X2,  .  . . ,  t^  par  les  coor- 
données d'un  point  d'une  courbe  intégrale,  supposées  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  qui  peut  être  l'une  des  coordon- 
nées elles-mêmes,  /e  résultat  obtenu  se  réduit  à  une  constante. 
En  effet,  si  l'on  suppose  que  Xt^  x^^  . . . ,  :p„  soient  des  fonctions 
d'un  paramètre  variable  vérifiant  les  relations  (î>6),  la  différentielle 
totale  df  àe  la  fonction  précédente  se  réduit  à  K.X(y*),  K  dési- 

gnant  la  valeur  commune  des  rapports  -=^.  L'équation /*=  C  est 

donc  une  conséquence  du  système  d'équations  différentielles  pro- 
posé; on  dit  pour  cette  raison  que  la  fonction  /est  une  intégrale 
première  de  ce  système  (*). 

Si  Ton  connaît  n  —  i  intégrales  premières  distinctes,  on  peut 
écrire  immédiatement  l'intégrale  générale  du  système  (56);  si  l'on 
connaît  seulement  p  intégrales  premières  distinctes  (p  <C.  n  —  i), 
on  peut  ramener  l'intégration  du  système  proposé  à  l'intégration 
d'un  système  de  n  —  p  —  i  équations  différentielles.  Soient,  en 


(*)  Les  deux  raisonnements  n'exigent  pas  que  la  fonction  /  soit  analytique. 
Les  seules  conditions  nécessaires  sont  celles  qui  sont  exigées  pour  que  Ton  puisse 
appliquer  les  formules  du  changement  de  variables,  c'est-à-dire  l'existence  ei  la 
continuité  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  cherchée/. 

(')  Le  raisonnement  ne  s'appliquerait  plus  si  le  facteur  K  était  infini  pour 
tous  les  points  de  la  courbe  intégrale,  ce  qui  aurait  lieu  si  les  coordonnées  de 
tous  les  points  de  cette  courbe  annulaient  les  n  fonctions  X,.  Il  faut  aussi  faire 
exception  pour  les  intégrales  qui  sont  telles  que  Tune  au  moins  des  fonctions  X,, 
X,,  ...,  X^  n'est  pas  hotomorphe  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de 
cette  courbe.  Ce  cas  se  présente  pour  les  intégrales  singulières. 
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effel,  /i,  /"a,  . .  ,  ^  fp  ces  p  inlégrales  premières;  des  p  relations 

on  peut  tirer/?  <les  variables  J7|,  x^^  ..  .,  Xn,^  par  exemple  Xs^ 
X2j  ...,  J?;,  en  fonction  des /i — /?  variables  restantes  2:^^.1,  .  ",x„, 
et  des  p  constantes  arbitraires  C|»  C2,  .  • .,  C^.  Il  suffira  donc  de 
déterminer  Xp^u  Xp^^i   •  •    y  x»  en  fonction  d'une  seule  variable 

indépendante.  Si  l'on  dési^^ne  par  X.^^|,  X^.^j,  ...,  X»  ce  que 
deviennent  les  fonctions  X;,^i,  ...,  X„  après  qu'on  y  a  rem- 
placé J^i,  x^t  .  ,  .  ^  Xp  par  leurs  expressions,  il  suffira  donc  d'inté- 
grer le  nouveau  système 


<6o) 


dxp^x  _  (/.y pu  _       __  dxn 

'  ^1  — —    ^^^™^  *  •  •  •        ■  ~ 


où  les  dénominateurs  dépendent  de  p  constantes  arbitraires. 

On  peut  encore  raisonner  d'une  autre  façon.  Si  l'on  prend  un 
nouveau  système  de  variables  indépendantes  j^i,  )'2j  •  •  •?  ^m  où 
les/?  variables  j^i,  j'21  .  .  . ,  j^/,  soient  identiques  aux  yo  inté- 
grales premières  connues /i, /ij,  .  .  .,//>,  l'équation  X(/)=  o  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  Y(y^=o  qui  doit 
admettre  les  intéf;rales  y=  >',,  .  .  .,  f=:yp'^  cette  équation  est 
donc  de  la  forme 

Y  ^f    ^      ^y     ^f       ^ 

•et  son  intégration  se  ramène  à  celle  d'un  sj'stème  de  n  —  p  —  i 
•équations  différentielles  du  premier  ordre 

dyp^\  _       _  dy_n 

On  voit  par  là  de  quelle  importance  est  la  recherche  des  in- 
tégrales premières.  Dans  chaque  cas  particulier,  la  découverte 
d'une  intégrale  première  nouvelle  constitue  un  pas  de  plus  vers 
la  solution  complète.  On  ne  saurait  donner  à  cet  égard  une  règle 
bien  précise;  observons  seulement  que  le  problème  revient  à 
former  une  combinaison  intégrable  des  équations  (56),  c'est- 
à-dire  à  déterminer  n  facteurs  [JL4,  [Xa,  •  •  •,  (An)  tels  que  l'on  ait 

{JLi  Xj  -h  JX,  X,  -h  .  .  .  -+-  fX„  X,,  =  o, 
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el  que 

JJLl  dXi  -+■  [Li  dXi  -h ...  -h  lia  dXn 

soil  une  différentielle  exacte  rfcp.  Il  est  clair  en  effet  que  l'on  peut 
déduire  des  équations  (56)  un  nouveau  i^apport  égal  aux  premiers 

dxi  _  |jLi  dxx  -h . . .  -T-  \Ln  dx,t  ^ 

la  relation 

dt^  =  |i,  dx\  -h  —  -f-  fi.//  dxa  =  o 

est  donc  une  conséquence  des  équations  (56)  si  Ton  a 

et  l'on  aura  une  intégrale  première  -^  par  des  quadratures,  con- 
naissant les  facteurs  |jL/.  Il  en  est  ainsi  en  particulier  toutes  les  fois 
que  Ton  peut  trouver  n  facteurs  [jL|,  [Xj,  . .  .,  [a^,  le  facteur  jx/  ne 
dépendant  que  de  la  variable  .r/,  de  façon  que  Ton  ait 


V  ja/X/  =  o. 


Observons  aussi  que,  lorsqu'on  a  obtenu  p  intégrales  premières 
de  s^^stème  (^56),  il  peut  se  faire  que  le  nouveau  système  (6o) 
puisse  être  intégré  complètement  pour  des  valeurs  numériques 
particulières  des  constantes  C<,  Ca,  ...,  C^,  tandis  que  l'inté- 
gration effective  est  impossible  pour  des  valeurs  arbitraires  de 
ces  constantes. 

Exemples.  —  i*^  Soit  à  intégrer  le  système 

du  dv  dw 

^^'>  ;?;  =  ""''      ^  =  "'"'       7^?  =  "": 

on  aperçoit  aisément  deux  combinaisons  intégrables  udu  =  v  dv  =  w  dw^ 
On  a  donc  deux  intégrales  premières  a' — i;2=Gi,  m* — iv*=C2,  et,  e» 
portant  les  valeurs  de  i^  el  de  tv  tirées  de  ces  relations  dans  la  première 
des  équations  (6i),  on  a  pour  déterminer  u  Téquation  diiTérentielle 

(6'2)  ^  =  v/(a«-C,)(a*-C,}, 

dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  elliptique  (n°  373),  pouvant 
comme  cas  particulier  se  réduire  à  une  fonction  simplement  périodique  ou 
même  rationnelle.  Comme  le  système  proposé  est  symétrique  en  w,  f,  w, 
on  en  conclut  que  v  tl  w  sont  aussi  des  fonctions  elliptiques. 
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a"  Considérons  le  système 

,_^  du  dv  dw 

(63)  ^='-''-y»''        5?  =''"'-'■"'         rfï=^"-'"'' 

OÙ  />,  ^,  r  sont  des  fonctions  données  de  x.  On  a  encore  une  combinaison 
intégrable  u  du  -^  v  dv  -^  w  dw  =  o,  d'où  Ton  tire  l'intégrale  première 
u*M- c*-i- tv*=  C.  Laissant  de  côté  le  cas  où  C  serait  nul,  on  peut  sup- 
poser C  =  I,  car  le  système  (6H)  ne  change  pas  quand  on  multiplie  e/,  ç, 
w  par  un  même  facteur  constant.  Au  lieu  de  tirer  l'une  des  inconnues  de 
la  relation  a'-Hp'-h  tv'=  i,  on  peut  opérer  d'une  façon  plus  symétrique 
en  considérant  u,  v^  w  comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  sphère  de 
rayon  un^  et  les  exprimer  au  moyen  de  deux  paramètres  variables,  par 
exemple  au  moyen  des  paramètres  qui  déterminent  les  génératrices  rçc- 
tilignes  de  la  sphère.  Posons  pour  cela 

u  -h  iv         i  -h  w        ^  u  -{-  iv         I  —  w 

=    r-    ~   A,  ■ =^   r-   =  —  fl, 

\      •  W  U  ~  IV  i  -h  w  u  —  IV 

ce  qui  donne 

I  —  Xa  .  I  H-  Xu  X  -f-  jji 

M   rrz î-,  Ç  =   t   -r -,  w   =    r ^. 

A  —  [JL  A  —  fJL  A  —  ]x 

En  substituant  ces  valeurs  de  a,  v,  w  dans  le  système  (63),  on  trouve 
après  quelques  calculs  faciles  que  X  et  \l  doivent  vérifier  une  même  équa- 
tion de  Riccati 

(64)  ^  =  ^iri^tlJt^^±±^^; 

ax  -A  2 

l'intégration  du  système  proposé  est  donc  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  de  Riccati  (^). 

3**  Prenons  encore  l'équation  intégrée  par  Liouville 

x'  -h  ^(x)y  -h  fijr)/^  =  o; 

en  posant  ^''=  5,  on  la  remplace  par  le  système 

dx        dy  —  dz 

d'où  l'on  tire  la  combinaison  intégrable  -^  -j-  %{x)dx  -^f{y)dy  =  o. 


L'équation  du  second  ordre  proposée  admet  donc  l'intégrale  première 

y 

que  l'on  pourrait  aussi  obtenir  directement,  en  divisant  par  y'  tous  les 


'>-Ar.  e-'y.      '         =  G, 


(')  Darboux,  Théorie  des  sur/aces^  t.  I,  p.  19-29. 
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termes  de  Téquation  du  second  ordre;  l'équation  du  premier  ordre  précé- 
dente est  de  la  forme  y  =■  CXY  et,  les  variables  étant  séparées,  on  achè- 
vera l'intégration  par  deux  quadratures. 

Remarque  1.  —  On  remplace  quelquefois  le  système  (56)  par  le  svstème 

djTx        da-f  dxn         ,. 

(t>5)  <r~  —  ~v~  "...=  "v—  =  a', 

A|  Aj  A« 

t  étant  une  variable  auxiliaire  qui,  dans  bien  des  cas,  n'est  introduite  que 
pour  plus  de  symétrie  dans  les  raisonnements.  Si  l'on  a  intégré  le  système 
primitif  (56)  on  obtiendra  t  par  une  quadrature,  car  si  l'on  remplace  jr^? 
a?3,  ...,  Xn  par  exemple  par  leurs  expressions  en  fonction  de  Xx  et  des 
constantes  Ci,  C{,  ...,  C/i_|  dans  X|,  on  est  conduit  à  une  relation 

dt  —  P(ri,  Cl,  C2,  . . .,  C,|_,  )dxi^ 

d'où  l'on  déduira  /  par  une  quadrature.  Il  suit  de  là  que  l'intégrale  géné- 
rale du  nouveau  système  (65)  sera  représentée  par  les  n  équations 

\  y*!  =  C|,         /t  =  Cj,  ....         fn-\  =  C,|_|, 

(66) 

^  Jni^i,    ri,    .  .  .,    Xn)  =  /  —  /o, 

fitfx^  *-"ifn-\  étant  (n — 1)  intégrales  distinctes  de  X(y*)  =  o,  et  i^ 
une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Inversement,  pour  obtenir  la  courbe  intégrale  du  système  (56)  passant 
par  un  point  donné  x\^  x\y  ....  .rj[,  on  peut  chercher  les  intégrales  du 
système  (65),  où  t  est  considéré  comme  la  variable  indépendante,  qui 
pour  /  =  o  prennent  les  valeurs  x\^  x\^  • . .»  ^X  respectivement.  Soient 

\  Xx  =  ^\Kt\x\ xl),        :r2  =  ^,(/:  jr-o^  ...,j7j),         

(67)  j  __  .     0  0 

ces  intégrales;  il  est  clair  que  les  formules  précédentes  représentent  la 
courbe  intégrale  cherchée.  Il  n'y  aurait  exception  que  si  toutes  les  fonc- 
tions X|  étaient  nulles  pour  les  valeurs  initiales  x^  et  holomorphes  dans 
le  voisinage.  Dans  ce  cas  les  formules  (67)  se  réduiraient  à  Xi=x^.  Mais 

dx*  dx 

les  rapports -7 — »  •••»  --j^  se  présentant  sous  forme   indéterminée,   rien 

ne  permet  d'affirmer  jusqu'ici  qu'il  n'y  a  pas  de  courbe  intégrale  passant 
par  le  point  donné.  C'est  un  cas  qui  sera  examiné  plus  loin  (n"  417). 

Remarque  II.  —  La  liaison  qui  existe  entre  le  système  d'équations  diflo- 
rentielles  (56)  et  Téqualion  linéaire  (58)  prouve  que  \(f)  est  un  cova- 
riant  du  système  (56  ).  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Imaginons  que 
l'on  prenne  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes^!,  y^,  . . .,  j^«, 
liées  aux  variables  xi,  x^,  ,,.^x,i  par  les  relations 

(68)  -Pi^^iiyx.yi,  "",  yn)        (*=  i,  a,  ...,  n); 
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d*api*ès   les   formules  du  changement  de  variables,  -~  est    une    fonction 

linéaire  et  homogène  ries  dérivées  -~- ,  et  X(/)  se  change  en  une  expres- 
sion de  même  forme 

(69)  Y(/)  =  Y, -l^-hY, -^-f-...-hY«;^  =0, 

Yj.  Yj,  ...,  Y„  étant  des  fonctions  de  y\.  y^^  ,...y,f  Cela  posé,  je  dis 
que  le  même  changement  de  variables  appliqué  au  système  (56)  conduit 
au  nouveau  système  d'équations  différentielles 

(^a\  dyt_cjr^_       _  dyn 

On  pourrait  l'établir  par  un  calcul  direct,  mais  cela  résulte  aussi  des  pro- 
priétés précédentes.  Soit  en  efl'et 

V    /    •     /  y  ,m  ...    y 

ié\  Li^  Là  If 

le  système  auquel  on  est  conduil  en  appliquant  au  système  primitif  (56) 
le  changement  de  variables  (68);  il  suffit  de  montrer  que  Zi,  Zj,  ...,  Z„ 
sont  proportionnels  à  Y|,  Yj,  ...,  Y„.  Or,  soit/(ari,  a:j,  ....  Xn)  une 
intégrale  première  du  système  (56),  et 

^(y\.yi^  ...,  yn) 

la  fonction  déduite  dey(a:|,  j?j,  ...,  x,t)  par  le  changement  de  variables; 
puisque  Ton  a  \{f)  --  o,  on  a  aussi  Y(  F)  =  o.  D'ailleurs  F(^,,  y^,  . .  .,^„) 
est  évidemment  une  intégrale  première  du  nouveau  système  (71),  c'est- 
à-dire  une  intégrale  de  l'équation  linéaire 

Z'  F)  =  Zi    - — h. .  .-h  Z«  -   -  =0. 
ày\  àyn 

Les  équations  linéaires  Y(F)=o,  Z^F)=o,  ayant  les  mêmes  intégrales, 
ont  leurs  coefficients  proportionnels,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Ce  dernier  point  résulte  de  ce  qu'une  équation  linéaire  \(y)=  o  est 
complètement  déterminée,  à  un  facteur  près,  quand  on  en  connaît  (n  — 1) 
intégrales  distinctes  fi^  f^^ ..,, /n-i ■  Kn  effet,  les  {n —  1)  équations  X(y/)  =  o, 
linéaires  et  homogènes  en  \i,  Xj,  . . .,  X,,,  «léterminenl  les  rapports  de  ces 
coefficients  inconnus,  car  tous  les  déterminants  d'ordre  ( /?  —  1)  formés 
avec  les  dérivées  partielles  des  fonctions  y*/  ne  peuvent  être  nuls  en  même 
temps  (  r,  n'*  â8  ).  On  peut  remarquer  que  l'équation  linéaire  la  plus 
générale  admettant  les  (/i  —  1  )  intégrales  y,-  peut  s'écrire 

II(j:,,  xt,  ...,  x„)      — -      -  —  o, 

U  ixi,  X21  .    "t  ^n)  étant  une  l'onction  arbitraire. 
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393.  Multiplicateur.  —  La  théorie  du  facteur  intégrant  a  été  étendue 
par  Jacobi  aux  équations  différentielles  simultanées.  Soient  ^1.  /i,  ..., 
fn-\    des    intégrales    premières    distinctes    du    système   (56);    l'équation 
X(/)  =  o  est,  comme  on  t'a  déjà  remarqué,  identique  à  l'équation 

A  =    =r ^  O. 

En  écrivant  que  les  coefficients  des  dérivées  - —  dans  les  deux  équations 
sont  proportionnels,  on  est  conduit  à  n  relations  que  Ton  peut  écrire 

(72)  A,=  MX/        (1=  I.  i.  ...,  /i  ). 

A/  désignant  le  coefficient   de  — =—  dans  le  déterminant  A:   le  facteur  M 

s'appelle  un  multiplicateur. 

Cette  fonction  M  «satisfait,  quellt^s  que  soient  les  intégrales  premières /i, 
/î»  ""i/n-iy  à  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 


r 

En  substituant  à  la  place  de  chacun  des  produits  lMX/=  A,  son  expression 
par  un  déterminant  d'ordre  n  —  1,  et  en  effectuant  les  dérivations  indi- 
quées, chaque  terme  du  premier  membre  est  en  effet  le  produit  d'une  dé- 

rivée  du  second  ordre  telle  que  ■ — ^ —  (i  ^  k)  par  («  —  1)  dérivées  par- 

tielles  du  premier  ordre.  Pour  vérifier  que  le  résultat  est  nul,  il  suffit  de 
vérifier  qu'il  ne  renferme  aucune  dérivée  du  second  ordre.  Prenons  par 

exemple  la  dérivée  --- . —  :  cette  dérivée  fiijure  dans  deux  termes;  dans 


me 


l'un  elle  est  multipliée  par  -Ji/AlZI*  ""  -^".  L_,  pt  dans  l'autre  par  le  me 

coefficient  changé  de  signe.  La  somme  de  ces  deux  termes  est  donc  nulle, 
et  de  même  pour  les  autres. 

Si  M|  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  ("S),  la  substitu- 
tion M  =  Ml  |jt  ramène  cette  équation  à  la  forme  X(^)  =  o.  Si  l'on  connaît 
un  multiplicateur  M  du  système  (56).  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (73)  est  d'après  cela  Mn(/i, /, fn-\)'  n  étant    une  fonction 

arbitraire.  Toute  fonction  de  cette  forme  est  aussi  un  multiplicateur;  en 
d'autres  termes,  il  existe  (/i  —  1)  intégrales  premières  Fj,  ...,  F«_|,  telles 
que  Mn(/i, /s,  ...,/n-i)  puisse  se  déduire  de  Fi,  Fj.  ...,  F„_|  delà 
même  façon  que  M  se  déduit  de  /i,  yi,   ...,y,i_|.  Il  suffit  pour  cela  que 
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l'on  ait,  en  supposant  Xi  ^  o. 

i  D(F,.F,,...,  F;,,,)^    I    D(F,,F,,  ....  F„-,)    D(/t,/t /^^-^>^Mn 

X,  D(Xi,Ti j-,,)        \|  D(/i./,,  ..../«-i)  *       D(Xî,  . ..,  Tn) 


ou 


=  n(yi,yî,  ...,f„-i). 


On  peut  satisfaire  à  cette  condition  d'une  infinité  de  manières,  et  même 
se  donner  à  l'avance  n  —  'à  des  intéjjrales  premières  F/. 
Considérons  le  sysiéme 

r/.r,         dar^  dr^ 

y  7^  /  "v —  —  ~v —  = . . .  =  -Tr —  =  ««  î 

Al  Aj  \„ 

avec  la  variable  auxiliaire  t.  Ce  «ysième  peut  être  ramené  à  la  forme 
simple 

(75)  rfr,  —  <^/y,  r=...=  ^m  -1  =  o.         dyn—dt, 

en  prenant  pour  variables  les  n  —  i  inté^^rales  premières /i,  /",,  ...,y„_| 
et  la  fonction  fn  qui  figure  dans  les  formules  précédentes  (66);  il  est  facile 
d'avoir  l'expression  générale  des  multiplicateurs  au  moyen  des  variables^/. 
En  effet,  tout  multiplicateur  est  de  la  forme 

d'autre  pan  nous  avons 

„   ^  dx\  _  dxx  dvx  àxx  dr„  _  àxi 

des  formules  V|  =/i,  ...,  y„=if„,  qui  définissent  le  changement  de 
variables,  on  lire  en  différentiant  par  rapport  à  y»  et  en  résolvant 

D(rit  Vj'  ....  V/z-i  ) 
f^^i    __  ,_       _,       r)(.rt,  3^3,  ....  x„) 

ày„  ~  r>(  ri..rii  "  ...1 /i) 

I  »  (  3"  I ,  :r j ,  . .  . ,  .7*,^  ) 
et  l'expression  générale  du  multiplicateur  peut  s'écrire 
.r,,  1  D(.r,,  :r,, :r,,  ) 

<l>  étant  une  fonction  arbitraire  de\xi>.Vî, ,  v„_|. 

Supposons   maintenant   qu'en    effectuant   un    changement   de   variables 
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quelconque  ne  portant  que  sur  les  xi  sans  changer  la  variable  /,  on  ait 
ramené  le  système  (  74)  à  la  forme 

i  --  ^  ^'»  —  ^«  -       —  fÇ^  -  ,// 

A,  Vj  A;, 

les  X}  étant  des  fonctions  des  nouvelles  variables  x'i  indépendantes  de  /. 
Si  M'  est  un  multiplicateur  de  ce  nouveau  système,  on  a  encore 

en  prenant  la  même  fonction  4>  dans  les  deux  formules,  on  en  déduit,  en 
les  divisant  membre  à  membre, 

(79)  M^=M  ^^""'r  ""]'  '"  "^"K 

ce  qui  prouve  que,  lorsqu'on  connaît  un  multiplicateur  M  pour  le 
système  (74)1  on  peut  en  déduire  un  multiplicateur  M'  pour  le  système 
transformé. 

Cette  propriété  explique  l'importance  pratique  du  multiplicateur.  Sup- 
posons que  l'on  connaisse  n  —  2  intégrales  premières  du  système  (56)  et 
de  plus  un  multiplicateur.  On   peut  alors  ramener  ce  système  à  la  forme 

dx\   _       __  dx'n-i  _  dx'n-x   _  dx„  _ 

—     Vf      —  ^^» 


o  *  o  X«_,  X 


-*« 


par  un  changement  de  variables,  et  l'on  connaîtra  pour  ce  nouveau  sys- 
tème un  multiplicateur  M',  c'est-à-dire  une  solution  de  l'équation 

d(M'x-„,,)  ^  <>(M'x;,)^^. 

M'  est  donc  un  facteur  intégrant  pour  \'f^  dx'fi^^  —  X'„_,  dx',iy  et  Ton  achè- 
vera l'intégration  par  des  quadratures. 

Un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  en  Mécanique  est  celui 

où  l'on  a  ^  3 —  =  o.  L'équation  (  73  )  se  réduit  alors  à  X  (  M  )  =  o,  et  l'on 

connaît  immédiatement  un  multiplicateur  M  =  1. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  à  l'équation  du  second  ordre  y  =  /(x^  y), 
dont  l'intégration  revient  à  celle  du  système 

dx  __  dy  __      dy' 

si  Ton  en  connaît  une  intégrale  premièn*  ^{x^y,  y' )=^  C,  on  peut,  d'après 
ce  qui  précède,  achever  l'intégration  par  une  quadrature.  Il  est  facile  de 
le  vérifier  comme  il  suit.  Supposons  Téquation  ^{x^  ^1  J^)  =  C  résolue  par 
rapport  à  y* 
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Montes  les  intégrales  de  cette  équation  du  premier  ordre  devant  satisfaire 
à  l'équation  y" z=zf{x^   k),  quelle  que  soit  la  constante  C,  on  doit  avoir 

-p  -f-  — ^  5>  =  y,  et  par  suite,  puisque /(a^,  y)  ne  renfernae  pas  G, 

d^fù  à^o  d^   do 

âC.  dx        dC  ây^         ây  ÔC 

ce  qui  exprime  que  -^  est  un  facteur  intégrant  pour  dy  —  f  dx. 
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394.  Groupes  à  un  paramètre  (  i  ).  —  Tout  ensemble  d'une  infinité  de 
transformations  d'une  nature  quelconque,  portant  sur  n  variables  Xi, 
iFj,  ....  x„,  forme  un  groupe  si  la  transformation  obtenue  en  effectuant 
successivement  deux  transformations  quelconques  de  cet  ensemble  fait 
encore  partie  de  l'ensemble.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  va- 
riables X,  y,  et  soit  T  la  transformation  définie  par  les  formules 

où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Si  Ton  regarde  ^  et  ^  comme  les 
coordonnées  d'un  point  M  dans  un  plan,  x'  et  y'  comme  les  coordonnées 
d'un  autre  point  M',  les  formules  précédentes  définissent  une  transforma- 
tion ponctuelle.  A  chaque  valeur  du  paramètre  a  correspond  ainsi  une 
transformation  déterminée;  en  faisant  varier  ce  paramètre,  on  obtient 
une  infinité  de  transformations  différentes.  Imaginons  que  l'on  effectue 
successivement  deux  transformations  différentes  de  cet  ensemble,  corres- 
pondant à  deux  valeurs  quelconques  a  et  ^  du  paramètre.  La  première 
transformation  conduira  du  couple  de  valeurs  ix,y}  au  couple  de  valeurs 
(x\  y  )  ilonnées  par  les  formules  (80);  la  seconde  transformation  conduira 
ensuite  du  couple  {x\  y')  à  un  troisième  couple  {x'^y')  où  l'on  a 

(8f)  x''=/{x\y';b),        y  =  cpcr',  y  ;  6). 

Remplaçons  dans  ces  dernières  formules  x'  et  y'  par  les  valeurs  (80);  les 
formules  obtenues 

(82)  x"  =F(x,  y\  a,  b),        y"  =  ^{x,  y\  a,  b) 

définissent  encore  une  transformation  ponctuelle  dépendant  des  deux  para- 
métres a  et  b.  Nous  dirons  que  l'ensemble  des  transformations  (80)  forme 
un  groupe  continu  à  un  paramètre  si  la  nouvelle  transformation  (8*2) 

(')  La  théorie  des  groupes  continus  de  transformations  a  été  développée  par 
Sophus  Lie  dans  un  grand  nombre  de  Mémoires  et  dans  son  Ouvrage  :  Théorie 
der  Transformationsgruppen. 
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appartient  à  cet  ensemble.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  leî^  formules  (82) 
soient  de  la  forme 

(83)  T'  =  /{j',r;  c),        y=^(T.x:c), 

c    étant    une    valeur    du    paramètre    ne   dépendant  que   de    a   et   de  6, 
c^^ia,  b).   La  définition  qui  précède  s'applique  évidemment  quel  que 
soit  le  nombre  des  variables,  en  particulier  s'il  n'y  a  qu'une  seule  variable. 
Les  formules  ;r'  =  ./•  -f-  a,  ou 

y  ^  X  -^-  a^  y  =  y  -h-àa, 

y  —  jr  cosa  —  V  sinrt,  y  =  x  s\na  -\- y  cosa, 


'=    /T« 


X  —  ax^  y  =  a^y 

donnent  des  groupes  à  un  paramètre.  Au  contraire,  les  transforma- 
tions 3^'=  j?  -+- a,^' =  ^ -f-  a*  ne  formiMit  pas  un  groupe,  car  la  transfor- 
mation résultante  de  deux  transformations  successives  x"  =  j* -4- a -h  6, 
^  =  >'H-a*-h6'  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble. 

Si  dans  les  formules  (80)  qui  définissent  un  groupe  de  transformations 
on  pose  a  =  n(3t),  a  étant  un  nouveau  paramètre,  il  est  clair  que  les  for- 
mules obtenues  définissent  encore  un  groupe»  Il  en  est  encore  de  même  si 
Ton  fait  un  changement  de  variables,  comme  on  peut  s'en  rendre  compte 
a  priori.  En  effet,  si  un  ensemble  de  transformations  ponctuelles  dans  un 
plan  est  tel  que  la  transformation  résultante  de  deux  transformations 
successives  fasse  partie  du  même  ensemble,  il  est  clair  que  cette  propriété 
est  indépendante  du  choix  des  coordonnées  à  l'aide  desquelles  on  fixe  la 
position  d'un  point  dans  le  plan.  Du  reste,  la  vérification  est  facile. 

Supposons  que  Ton  pose  x  •=  n(a,  r),  v  =  ni(i/,  r),  et  soient  inverse- 
ment M=  n-*(.r,  ^),  V  =  W\^  {x,y)^  de  façon  que  l'on  ait  identiquement 

;r  =  ii[n~i(x,  V),  ii,»(^,r)],      j  =  ii,[n-t(a',r),  VL\^{x,y)\ 

Par  hypothèse,  les  transformation*^  considérées  forment  un  groupe  et  les 
formules  (83)  où  c  —  ^{a,  h)  sont  une  conséquence  de<î  formules  (80) 
et  (81  ).  Soient  (a,  v).  (  w',  p'),  (  //',  i^')  les  couples  de  valeurs  des  nouvelles 
variables  qui  correspondent  respectivement  aux  couples  (j^,  v),  {x\  y' )y 
(x",  y'  ).  On  a 

/  w'  =  ll-»(.r',y)  =  ll-i  !/l  n(a,  i>),  II, (a,  i^):  a],  :p(  U(u,  i>),  II,(w,  v);  a]\ 
■*    \i>'=  117»  (x\  y')  =  II,  «  !./lll(M,  P),  II,  (a,  v):al  q(  II(//.  p),  H, (tt,  p);  a\\ 

et  tout  revient  à  démontrer  que  les  formules  (8.|)  définissent  encore  un 
groupe  de  transformations.  Or  on  a  par  exemple  w'=  F(a'.  v';  6),  ou 

11"-=  u~'!/[n(w'.  o'),  11,(1/',  ('');/>],  ?[ii(«\  i'').  iii(«',  i^'r,  b\[. 
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ce  qui  est  encore  t^gal,  puisque  les  formules  (80)  définisseiU  un  j»^roupe,  à 

c'est-à-dire  à 

II-» }/[!!(  M,  t?),  Il, (m,  p);  c),  9(n(M.  t'),  n,(  w,p);r];  =  F(a,  i^:  c), 

et  l'on  verrait  <le  même  que  l'un  a  v''=<P(u,  r;  c). 

Deux  groupes  de  Iransformations  que  Ton  ramène  ainsi  l'un  à  l'autre 
par  un  cliangenient  de  variables  sont  dits  semblables.  Par  exemple,  les 
deux  groupes  x'  —  ax,  u' —  u -{- b  sont  semblables,  car  on  passe  de  l'un 
à  l'autre  en  posant  u  =  logj?,  h  =  loga. 

Nous  allons  déterminer  tous  les  groupes  à  un  paramétre  en  supposant 
que  les  fonctions  y  et  çp  sont  analytiques,  et  en  supposant  de  plus  que  le 
groupe  renferme  la  transformation  identique,  c'est-à-dire  que,  pour  une 
valeur  particulière  «o  du  paramètre,  l'on  ay(.r,^:  ay)  =  x,  rs(x.  y:  a^)  =  y^ 
quels  que  soient  x  et  y. 

Dans  les  équations  de  condition 

(8)  )         /(.r',y;  b)=/{x,y;  c),         o{x\  y';  b)=  ^(x,  y;  c), 

on  peut  considérer  x,  y^  a,  c  coinm-e  des  variables  indépendantes,  et  b 
comme  une  fonction  de  a  et  de  c  définie  par  la  relation  c  =  ^{a,  b); 
x'  et  y'  soiil  des  fonctions  de  x^  y,  a,  définies  par  les  formules  (80).  En 
prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a,  on  tire  des  relations  (85) 

(86.  X  —  -^-^'^  +  '-^  —  =  o    ^^^:^'^^!^^  =  o- 

Ox    Oa    '    Oy'   Oa        Ob  Oa  '      Ox'   Ou        Oy'   Oa        Ob  àa  ' 

.    Ob  ,         ,  .        .     .       0'^        O'^  Ob  , .         , 

mais  ---  est  donne  par  la  relation  —^  -^  -:t  -t"  =  o,  et  ne  dépend  parcou- 
rra ^  Oa       ôb  Oa  ^         ^ 

séquent  que  rie  a  et  d«'  b.  En  résolvant  les  équations  précédentes  (86)  par 

Ox'     Oy 
rapport  à  — •  — — ->  on  obtient  donc!  de^  formules  de  la  forme 
*^^  Oa      oa 

^  -=  X(a,  b)^(x\y\  b),         -^  =X(a,  b)7,{x\y\  b). 

Or  x'  et  y'  ne  dépendent  pas  de  b,  il  en  est  donc  de  même  de  X,  J,  tq,  et 
.par  suite  x'  et  y'  sont  les  intégrales  du  système  d'équations  différentielles 

clx'  dy'  .  , 

qui  pour  a  =  a©  prennent  respectivement  les  valeurs  x  et  j^.  Inversement, 
quelles  que  soient  les  fonctions  5(^,J'),  to(j?,.>'),  les  formules  x=f{Xyy^  a), 
^'=cp(j',j/,  a),  qui  représentent  les  intégrales  du  système  précédent  se 
réduisant  respectivement  à  ^  et  à  ^,  pour  une  valeur  particulière  a^  du 
paramètre,    définissent    un    groupe    continu    de    transformations.     Nous 
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pouvons  d'abord,  pour  simplifier,  introduire  un  nouveau  paramètre  i  en 

posant   ^  =   /      X{a)da,  ce  qui    permet  d'écrire   les  équations  différeo- 

tielles  (87)  sous  la  forme  réduite 

dx'  dy' 

5(^»r  )      ^^^  y  ) 

L'intégrale  générale  de  ce  svslème  peut  s'écrire,  comme  on  Fa  vu  plu<5 
haut  (n°  392), 

ix,{x\  y)  =  G„      ii,(a:',  y  )  =  ^  -^  G„ 

(2i  et  Ut  étant  des  fonctions  déterminées  de  t\  y\  et  Ci,  Cj  étant  deu\ 
constantes  arbitraires.  Les  intégrales  qui  pour  /  =  0  prennent  les  valeurs  jr 
et  y  sont  données  par  le  système  d'équations 

(89)  U,  (:r',/)  =  U,(  j-,  y),         M^{x\  y')  =  U,(ir,  y)  -h  t. 

Les  formules  précédentes  définissent  bien  un  groupe  continu,  car  si 
l'on  effectue  successivement  les  deux  transformations  qui  correspondent 
aux  valeurs  /|  et  tf  du  paramètre,  la  transformation  résultante  correspond 
à  la  valeur  fi  H- /,  du  paramètre.  Les  deux  transformations  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  /et  —  t  sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Si  l'on  a 

inversement  on  peut  écrire 

Prenons  pour  nouvelles  variables 

u  =  U,( x,  y),         V  =  i2,(x,  y); 

les  formules  (89)  deviennent 

(90)  u'=Uy         v'=ç-he; 

on  dit  que  le  groupe  est  ramené  à  la  forme  réduite.  Tout  groupe  continu 
à  un  paramètre  est  donc  semblable  à  un  groupe  de  translations. 

Prenons   par  exemple   le   groupe  x'  =  ax^  y'  —  a'^y.   Nous   avons,   en 
appliquant  la  méthode  générale, 

dx'  x'  dy'  y 

-r—  =  a™  =  — ,         -~—  =  '2  ay  =  »''-• 
oa  a  âa  '^  a 

Les  équations  différentielles  (88)  sont  dans  ce  cas 

dx'  _  dy'  _  da  ^  j 

x'    ~  ly'  ~    a    ~~      ' 
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en  posant  /  =  loga.  Les  équations  finies  du  p^roupe  peuvent  s'écrire 

et  on  les  mettra  sous  la  forme  réduite  en  prenant  pour  nouvelles  va- 
riables \osx  et  ^' 

^  x^ 

395.  Application  aux  équations  différentielles.  —  Supposons  qu'une 
équation  différentielle  donnée 

(9,)  F(x.r.;^.;^.  •.•.^)  =  o 

admette  un  groupe  connu  de  transformations  à  un  paramétre,  c'est-à-dire 
soit  identique  à  Téquation  obtenue  en  effectuant  sur  les  variables  :r  et^ 
le  changement  de  variables  défini  par  les  formules  (80),  quelle  que  soit 
la  valeur  numérique  du  paramétre  a.  On  peut  se  servir  de  cette  propriété 
pour  simplifier  l'intégration.  En  effet,  imaginons  qu'on  effectue  d'abord 
un  changement  de  variables  de  façon  à  ramener  les  équations  qui  défi- 
nissent le  groupe  considéré  à  la  forme  simple  u'  =  u,  ç'  =  v  -\-  a.  Le  même 
changement  de  variables,  appliqué  à  l'équation  différentielle  proposée, 
conduit  à  une  nouvelle  équation  d'ordre  n 

_^  (  dv     d^v  d^v  \ 

(ga)  *(„,.,_._,   ...,_|  =  o 

qui  ne  doit  pas  changer  quand    on  y  remplace  v  par  p  +  a,  quelle  que 

soit  la  valeur  numérique  de  la  constante  a.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que 

si  le  premier  membre  <t>  ne  renferme  pas  la  variable  v.  Si  l'équation  est 

du  premier  ordre,  on  obtiendra  l'intégrale  générale  par  une  quadrature; 

dv 
si  /i>i,   on  abaissera  l'ordre  de  l'équation  d'une  unité  en    prenant -r— 

pour  la  fonction  inconnue. 

Prenons  par  exemple  l'équation  homogène  du  premier  ordre 


dx      *^  \x / 


Cette  équation  ne  change  pas,  quand  on  remplace  a?  et  ^  par  ax  et  ay 
respectivement,  quelle  que  soit  la  constante  a.  Or  les  formules  x'  =  aa?, 
y'r=.ay  définissent  un  groupe  de  transformations,  que  l'on  peut  encore 
écrire 

^  =  ~y      iogy=iog^-h^ 

Y 
En  posant  —  =  a,  logj^  =  p,  on  sera  donc  conduit  à  une  équation  s'inté- 

il/ 

grant  par  une  quadrature  {voir y  n'*  365). 
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Considérons   encore   l'équation    linéaire   du    premier  ordre,   et  d*abord 

Téquation    homogène  -j-    -f-  ¥y  =  o.   Cette   équation    ne   changeant   pas 

quand  on  remplace  jr  par  ay^  quelle  que  soit  la  constante  a,  on  peut  dire 
qu'elle  admet  le  groupe  de  transformations  x'=  jf,  y=:ay.  Elle  s'inté- 
grera donc  par  une  quadrature,  en  prenant  \o^y  pour  fonction  inconnue. 
Soit  en  second  lieu 

(93)  ^-^^y^^=° 

l'équation  linéaire  générale,  et  soit  j^i  une  intégrale  particulière  non  nulle 

dv 
de  l'équation  ~-  -h  V y  —  o.  Il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  (93)  ne 

change  pas  quand  on  remplace  y  par  ^^  h-  ayi  :  elle  admet  donc  le  groupe 
de  transformations  défini  par  les  formules 

x'  =  X,         î^  =  21  -1-  a. 

yi     y\ 

En  prenant  pour  nouvelle  inconnue—»  on  doit  donc  être  conduit  à  une 

équation  intégrable  par  une  quadrature.  On  est  précisément  conduit  aux 
calculs  du  n"  366,  et  l'on  verrait  de  même  que  les  différents  cas  d'abaisse- 
ment qui  ont  été  signalés  (n"  380)  pour  les  équations  d'ordre  supérieur  ne 
sont  au  fond  que  des  cas  particuliers  de  la  méthode  précédente. 

Ces  différents  procédés,  qui  apparaissent  au  premier  abord  comme  des 
artifices  de  calcul  sans  aucun  lien  entre  eux,  peuvent  ainsi  être  rattachés 
à  un  point  de  vue  commun  au  moyen  de  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formations. A  tout  groupe  continu  de  transformations  à  un  paramètre 
entre  deux  variables  x  et  y^  on  peut  de  cette  façon  faire  correspondre 
une  infinité  d'équations  du  premier  ordre  qui  s'intègrent  par  une  quadra- 
ture, et  d'équaiions  d'ordre  supérieur  dont  on  peut  abaisser  l'ordre  d'une 
unité.  Cette  remarque  peut  avoir  une  importance  pratique  dans  la  mise 
en  équation  de  certains  problèmes.  Supposons  en  effet  qu'il  s'agisse  de 
trouver  des  courbes  planes  jouissant  d'une  certaine  propriété  et  que  l'on 
connaisse  a  priori  un  groupe  (G)  de  transformations  à  un  paramètre  tel 
que,  si  l'on  applique  une  transformation  quelconque  de  (G)  à  une  courbe 
possédant  la  propriété  en  question,  la  nouvelle  courbe  possède  la  même 
propriété,  il  est  clair  que  l'équation  différentielle  de  ces  courbes  admettra 
le  groupe  donné  de  transformations.  Si  donc  l'on  choisit  un  système  de 
coordonnées  (a,  v)  tel  que  les  équations  du  groupe  (G)  soient  a' =  m, 
v'  ^  V  -r-  a.  l'équation  différentielle  des  courbes  cherchées  dans  ce  système 

...  ,.  dv     d^v  ^  , 

de  coordonnées  ne  renlermera  que  u.  -r- 1  —, —  >  ••••  Par  exemple,  sup- 

^  du     du''' 

posons   que   l'on   veuille  obtenir  les   projections  sur  le   plan  des  xy  des 

lignes  asyniptotiques  ou  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  hélicoïde, 

l'axe  Oz  étant  l'axe  du   mouvement  hélicoïdal  qui  fait  glisser  la  surface 
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sur  elle-même.  Il  fsi  clair  que,  «i  une  courbe  C  du  plan  des  xy  répond  à 
la  question,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  courbes  que  Ton  obtient  en 
faisant  tourner  C  d'un  angle  quelconque  autour  de  l'ori'jine.  L'équation 
différentielle  de  ces  courbes  admet  donc  le  groupe  formé  par  les  rota- 
lions  autour  de  l'origine;  les  équations  de  ce  groupe  sont,  avec  les  coor- 
données polaires,  p'—  p,  u>' =  lo -r- a.  Avec  le  sysiém«-  de  variables  g,  cw, 

l'éuuation  différentielle  ne  renfermera  donc  nue  o  et    -r-  (voir  I,  n"  243). 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  le  groupe  G  connu.  Nous  sommes  donc 
conduit  à  examiner  le  problème  suivant  :  Une  équation  différentielle 
étant  donnée,  reconnaître  si  elle  admet  un  ou  plusieurs  i^roupes 
continus  de  transformations  à  un  paramètre,  et  déterminer  ces 
f^roupes.  C'est  une  question  très  importante,  que  je  ne  puis  songer  à  déve- 
lopper ici  ;  je  me  bornerai  à  quelques  indications. 

;{96.  Transformations  infinitésimales.  —  Ktnnt  donné  un  système 
de  transformations  effectuées  «^ur  n  variables,  défini  par  les  formules 

(94)  ^'/  —  /ii^i,  ^*j-  ...,  ^w,  «)         («  =  I,  •>.,...,  /i). 

où  les  fonctions  y*!  dépeiuient  d'un  paramétre  arbitraire  «,  on  dit  encore 
que  (!es  transformations  forment  un  groupe  si  la  transformation  résultant 
de  deux  transformations  quelconques  de  ce  sy>léme  effectuées  successive- 
ment appartient  encore  au  système.  Ori  démontre  comme  plus  haut  que 
tout  groupe  qui  renferme  la  transformation  identique,  c'est-à-dire  tel  que 
l'on  ait,  pour  une  valeur  a^  du  paramétre,  quels  que  soient  .rj,  Xf^  . . . ,  Xnj 

fiixy,  .rj.  .. .,  j'„;  ao)  =  Xi         (/ =  I,  •>-,   .    .,  /Oj 

s'obtient  en  intégrant  un  système  d'équations  dillérentielles 


dx\  dx\ 


(95) 


Çli'^11-2^2»    •••)  ^11  )  Ça  i  •'*|  »  •^'î  j    •  •  •  î  *^«  ) 


''■'''"       =  dt 


>,«  ^  -^1  î  •••»•''//) 


Soient 

(96)  x;= 'f;(j:,,  ^,,  .. .,  j?„;  O        (  t  =  I,  -2,  . ..,  /i), 

les  mlégrales  de  ce  système  qui  se  réduisent  à  x^.  a7j,  ...,  x,i  respective- 
ment pour  ^=.0.  Les  formules  (96)  dérmissenl  un  groupe  continu  à  un 
paramètre,  la  variable  /  jouant  le  rôle  de  paramètre.  iNous  avons  vu  en 
effet  (  n"  Ii9i)  que  l'intégrale  générale  de  ce  système  peut  s'écrire 

**l(^|»«^I»    •••?   «^W  )  ^^   ^iï  •  •  •  > 

^«—1  (  ^1  r  -^ a    •  •  •  >  •''/*  )  ^=  ^/»— I  ?  »*«  (*^i  ?    •  •  •  »  ^ n  )  =  ^  ~H  Ci^, 

Sii,  iXi,  ...,  i2«  étant  n  fonctions  des  variables  x\  que  l'on  a  définies  avec 
G.,  IL  26 
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priicision.  Les  intégrales  qui  pour  t  —  o  prenneni  les  valeurs  art,  x^,  ..., 
Xn  sont  donc  fournies  par  les  relations 

i  12/(r', ,  ...,  y„)  =  U/(a-,, Xu)         (i  =  I,  2,  ...,  /i  — i), 

(97)    ■ 

/  i2«(.r',,  ..  .,x'„)  =  il„(xi,  T, x„)-h  t, 

équivalentes  aux  formules  (96).  Sous  cette  nouvelle  forme,  on  voit  immé- 
diatement que  ces  transformations  forment  un  groupe. 

Soit  F(:ri,  j?t,  ...,  Xfi)  une  fonction  des  n  variables  ar/;  si  nous  y  rem- 
plaçons les  variables  :27/  par  les  fonctions  a^',  déduites  des  formules  (96), 
le  résultat  F(x\,x'^,  ...,  :r'„  )  est  une  fonction  de  Xt,  a?,,  ...,  x„,  f,  qui 
pour  /  =  o  se  réduit  à  F(j^i,  j't,  ...,  x„).  Proposons-nous  de  développer 
cette  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

D'une  façon  générale,  nous  désignons  par  F'  ce  que  devient  une  fonc- 
tion F(j7i,  Xi.  . ..,  x,i)  quand  ou  y  remplace  Xf  par  x'f^  et  nous  poserons, 
pétant  une  fonction  quelconque  de  Xt,  Xi^  ...,  Xn^ 

X(/)  =  $i(.n.  ^2,  '"'  ^''^  ôx    "•"•••"^5'*(^»'  •^«'  •••'  ^")  ^^   î 
les  variables  x/  étant  remplacées  par  .r},  nous  poserons  de  même 

X'(/')=$t(J^',,  x, -^"^^  -+-... H- î,,(:ri,x',,  ...,.r;,)^. 

Cela  posé,  nous  avons  d'après  les  équations  différentieMes  (9^) 

dF'  ,  .      àV  ,       ,  ,      ô¥'  ,      , 

~^T"  =  çi  ("^1  ♦  •  •  "î  ^n  )  '~7~i     *-•••-+"  ç/iC-^i  î  ^j»  •  •  M  ^«  )  ^ZT  =  X  (  F  ); 

nous  avons  ensuite 

^  =  ^[X'(F')]  =  -V[X'(F')J, 

et  d'une  façon  générale 


X'/'(F')  désignant  le  résultat  de  l'opération  X'  effectuée/»  fois  successive- 

,       ,  f  j    •  .  I dPF' \ 

ment.  Pour  /  =  o,  ar,,  j?,,  . .    ,  a:,,  se  réduisent  aa^i,  ar«,  . . .,  x,i^  (  — r —  ) 

\  dtP  /,=o 

est  égal  à  X  a»^(F),  et  le  développement  de  F'  est  donné  par  la  formule 


I   F(.r;,  ...,3?;,)=  F(^,,  ...,  a:„)-4-/X(F) 
^^^^       )  H-—  \^*HF)-h...-f-^  X(A>)(F)-f-.... 

La  fonction  F  étant  supposée  régulière  dans  le  voisinage  des  valeurs  jti, 
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x<i,  ...,  :r,iy  la  série  du  second   membre  est  convergente  tant  que  |^|  est 
suffisamment  petit.  Ë)n  particulier,  nous  avons 

(99)  x>i=x,+  -  ;,+  -^  X(t,)+  -^.  X(«'(f,)+.... 

Donnons  à  t  une  valeur  infiniment  petite  o^;  les  formules  précédentes 
peuvent  s'écrire  en  posant  ^Xt  =  x'/ — j^/,  et  en  négligeant  les  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur  au  premier  par  rapport  à  8^, 

On  dit  que  ces  formules  définissent  une  transformât  ion  infinitésimale  y 

et  X(/),  ou  ^$1  T    ?  est  le  symbole  de  cette  transformation  infinitésimale. 

A  tout  groupe  à  un  paramétre  correspond  une  transformation  infinitési- 
male, et  inversement;  on  peut  choisir  à  volonté  n  fonctions  Çj,  Çj,  ...,  Ç,, 
de  jTi,  a^j,  ...,  x,i^  et  X(/)  est  le  symbole  d'une  transformation  infinité- 
simale définissant  un  groupe  continu  dont  on  obtiendrait  les  équations  en 
intégrant  le  système  d'équations  différentielles  (95).  L'introduction  des 
transformations  infinitésimales  a  permis  d'appliquer  à  la  théorie  des 
groupes  les  méthodes  du  calcul  infinitésimal.  Du  reste,  dans  beaucoup  de 
questions  relatives  aux  groupes,  c'est  la  transformation  infinitésimale  qui 
intervient  seule,  comme  nous  allons  en  voir  des  exemples. 

Considérons  x^^  x^,  ...,  Xn  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  et  t  comme  une  variable  indépendante  mesurant 
le  temps.  Lorsque  t  varie,  le  point  de  coordonnées  a?',,  a:,,  ....  x'„  décrit 
dans  l'espace  à  n  dimensions  une  courbe  ou  trajectoire  partant  du 
point  (xi,  Xf.  . . .,  x„).  L'espace  à  n  dimensions,  ou  du  moins  un  domaine 
pris  dans  cet  espace,  est  ainsi  décomposé  en  une  infinité  de  multiplicités 
à  une  dimension,  chaque  point  de  ce  domaine  appartenant  à  une  seule 
multiplicité.  On  dit  qu'une  fonction  F(ar|,  ...,  x^)  est  un  invariant  du 
groupe  considéré  lorsque  l'on  a,  quel  que  soit  /, 

r  ( a^i ,  «  •  • ,  Xfj  j  =  r  (  Xi ,  . . . ,  Xfi  ). 

II  est  aisé  d'avoir  tous  les  invariants  d'un  groupe.  En  effet,  en  divisant 
par  t  les  deux  membres  de  l'équation  (98),  où  l'on  suppose  F' =  F,  il 
vient 

X(F)-+-  -  X(«)(F)-f-...-4-  _i^l!_  Xfp'(F)-4-...  =  o; 
2  i  ,'1,  .  .p 

cette  égalité  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  /,  il  faut  en  particulier  que 
l'on  ail  X(F)  =  o.  On  dit  alors  que  la  fonction  F  admet  la  transformation 
infinitésimale  du  groupe.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si 
Ton  a  X(F)  =0,  l'on  a  aussi  X[X(F)J  =  o,  . . .,  et  par  suite  X^^^'f  F)  =  o, 
quel  que  soit  p.  Les  seuls  invariants  du  groupe  à  un  paramètre  sont 
donc  les  intégrales  de  r équation  ^(/)  =  o. 

Remarquons  que  si  deux  groupes  oni  respectivement  pour  transforma- 


4o4  CHAPITRE    \IX.    —   THÉORÈMES   d'eXISTENCE. 

lions  infinitésimales  X(/)  ot  llX(y),  n(jri,  jfj,  ...,  Xn)  étant  une  fonc- 
tion quelconque,  ces  deux  groupes  ont  les  mêmes  invariants,  sans  être 
identiques.  Si  Ton  applique  à  un  même  point  les  transformations  des  deux 
groupes,  ce  point  décrira  bien  la  même  trajectoire,  mais  avec  des  vitesses 
différentes.  Inversement,  si  deux  groupes  ont  les  mêmes  invariants,  les  deux 
transformations  infinitésimales  X(/)  et  Y(/)  ne  peuvent  difi'érer  que  par 
un  facteur  ll(ar|,  Xfy  . . .,  a:„  )  ne  dépendant  que  de  a^i,  a?j,  . . .,  Xn,  car  les 
deux  équations  \(/)  =  o,  Y(/)  =  o  doivent  avoir  les  mêmes  intégrales. 
Nous  introduirons  encore  une  notion  importante.  Soit 

(loi)  xi=/{x,  y;  a).        7i='f(^,r;«) 

un  groupe  continu  à  deux  variables.  Si  Ton  applique  une  transformation 
de  ce  groupe  à  tous  les  points  d'une  courbe  plane  C,  on  obtient  une  autre 
courbe  plane  Cj.  Soient  y'^y",  ...,^*"^  les  dérivées  successives  dey  par 
rapport  à  x  et  j^',,  y'{,  -  - -i  y  "  les  dérivées  successives  de  ^i  par  rapport 
à  a?i  ;  nous  avons  vu  (I,  n*'  3î))  connnent  on  peut  calculer  ces  dérivées  suc- 
cessives au  moyen  de  x^  y^y',  •  •  »  y"'-,  ^^  4"i  conduit  à  des  formules  de 
la  forme 

/    ' 

y["=^n{3r,y,y\  . . .,  y^"^;  a). 

Les  formules  (loi)  et  (102)  définissent  encore  un  groupe  de  transforma- 
tions à  n  H-  -2  variables  x,  y,  y\  . . . ,  y^'y  que  l'on  appelle  le  groupe  pro- 
/on^e  du  premier.  \ous  admettrons  ce  point  dont  la  démonstration  n'offre 
d'autres  difficultés  que  quelques  longueurs  d'écriture.  Nous  montrerons 
seulement  comment  on  peut  calculer  la  transformation  infinitésimale  du 

groupe  prolongé.  Soit  ^i^,  y)  -A  -+-'^i{^i7)  "^  ^^  transformation  infinité- 

ox  oy 

simale  du  groupe  donné.  Nous  pouvons  écrire  les  équations  de  ce  groupe 


(io3) 


et  l'on  en  déduit 

Le  coefficient  de  t  dans  le  second  membre,  dont  nous  avons  seulement 
besoin,  s'obtient  par  une  division,  et  il  est  égal  à 


àr^  _^/Or^_àV\dy_  / ^  J dyV 
dx        \ày        àx /  dx         \^y j\ d^f  / 
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Le  symbole   de   la   transformation   infinitésimale  du   groupe   prolongé  est 
donc,  pour  /i  =  i, 

Le   procédé   est   général.   Si  le  coefficient  de   /  dans  le  développement 
de^^"~*   est  Tr(.T,  ^,  ^',  . . ,,  ^*"-'' ),  on  a  pour^'/'^ 


J\    — 


''^'  H.T+L($dT+'^dr\-^... 


et  le  coefficient  de  /  dans  le  second  membre  est 


dx 


On  peut  donc  calculer  de  proclie  en  proche  les  transformations  infini- 
tésimales des  groupes  prolongés  que  l'on  peut  déduire  du  groupe  consi- 
déré, en  s'arrétant  à  telle  valeur  de  n  que  l'on  veut. 

On  dit  qu'un  système  d'équations  difTérenlielles 

.      ,  dxx  dx^  dx„ 

Xi  Xj  X/, 

admet  le  groupe  de  transformations  à  un  paramètre  G  défini  parles  for- 
mules (94)  lorsqu'il  se  change  en  un  système  de  même  forme 

dx\   _  dx'.,  _       __  dx„ 

\  i  O  J  ;  Y I       —      Y  r       —  •  •  •  —      Y  ' 

quand  on  prend   pour  nouvelles  >ariables  x\j  x\ x'„,  au  lieu  de  xx, 

a^j,  ...,  a",i,  el  cela  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramétre  a.  D'après  la 
liaison  qui  a  été  établie  entre  le  système  (104)  el  l'équation  au\  dérivées 
partielles 

(106)  X(/)  =  X,  i^-^\,  iliC+...-hX;,-^  =0, 

il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  toute  transformation  du  groupe  G  con- 
duise de  l'équation 


n 


^'(/^  =^'^'(^1'  ^i'    "">^'n 


) 


1^  1 


ôx) 


à  une  équation  linéaire  équivalente  à  X(/)  =  o,  quelle  que  soit  la  valeur 
du  paramètre  a.  Si  fixi,  Xt.  ...,  Xn)  est  une  intégrale  de  X(/)  =  o» 
f{x\,  x\,  ...,  x'„)  est  aussi  une  intégrale  de  X'(/)=o,  et,  par  suite, 
après    qu'on    y    a    remplacé    x\,    ...,    x'^    par    leurs    expressions    (94)» 
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/{T\y  . . . ,  x'„  )  doit  encore  être  une  intégrale  de  X(/)  =  o.  Il  s'ensuit  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles (lO-i)  admette  le  groupe  de  transformations  G,  c'est  que  toute 
transformation  de  ce  groupe  change  une  intégrale  de  l'équation  \(/)  =  o 
en  une  intégrale  de  la  même  équation. 
Soit 

(.07)  T(/).^ç,^^5,i^....^U^ 

la  transformation  infinitésimale  du  groupe  G.  Nous  pouvons  écrire,  en 
remplaçant  le  paramétre  a  par  le  paramétre  t  défini  plus  haut, 

/ix\,  x'i,  ...,  j:;,)  =/{Xi,  JTi,  ..,,  j'u)-h  ~  T(/)-h  "     T[T(/)]-f-.... 

Si  /(^i  ..-î  -x^n)  *îst  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (106).  il 
doit  en  être  de  même  de  /{x\,  . . . ,  t'„)  et  par  suite  de 

/  {  X|  ,    .  •  .  ,  Xfi  )        J  {  X\^    •  •  •  î  Xfi  ), 

ou  de 

T(/)+  't|T(/)]-^..., 

quel  que  soit  t.  En  particulier  Tif)  doit  être  une  intégrale  de  Féqua- 
tion  (  106).  Cette  condition  est  suffisante.  Soient,  en  effet, y*!,/",,  ...  fn^i 
un  système  de  /i  —  i  intégrales  distincte»*;  si  T(y, ),  T( /"$),  ...,  T{fn-\) 
sont  aussi  des  intégrales,  il  en  esl  de  même  de  T(y),  y  étant  une  autre 
intégrale  quelconque.  Nous  avons  en  effety  =  n( /*|, /j.  ...,y„_|),  et  par 
suite 

"f^/^  =  ^  T^/, )  +. . .  +  ^  T(/„_,); 

T(/)  étant  une  intégrale,  il  en  e<ît  de  même  de  T[T(/)],  et  ainsi  de 
suite;  il  en  est  donc  de  même  de/(.r', ,  .r',,  ...,  x',,). 

Donc,  pour  que  le  système  (io4)  admette  le  groupe  G  de  trans/or- 
mafionSf  il  faut  et  il  suffit  que^  si  f  est  une  intégrale  de  \{f)  =  o,  il 
en  soit  de  même  de  T(/).  On  dit  pour  abréger  que  l'équation  X(y)  =.  o 
admet  la  transformation  infinitésimale  T  {/), 

Gela  posé,  reprenons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

/     ox  dx        dy 

(.08)  ^-  ^  -. 

Pour  que  l'équation  X(  /")  =  A  -r-  H-  B  -f^  =0  admette  la  transformation 
*  ^  -^  '  dx  ffy 

»  /•  j  /• 

infinitésimale  £   —  -f- r,  -7^  1  il  faudra  que  Ton  ail.  en  désignant  parto(;r,  v)' 

dx  ày  01  7^  / 
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une  intéjçrale  (autre  qu'une  constante;  «le  X(y*)  =  o, 

.    Obi        -  âu}  ^  t)(t}  Oo} 

IJ(ci>)  étant  une  fonetion  in<léterminée  de  w.  On  tire  de  ces  relations 

Oiù  _  ini(io)  (>to  _    An((o) 

Olr  ~~  A^— H$'         'ÔJ'  "  A/,  —  BJ' 

et  par  suite, 

dtii  B  dx  —  A  /'(x . 

n((o)~      BJ— A^' 

j^ -  es!   donc  un  facteur  intéî^rant  pour  ïi  dx  —  \  dy.  Inversement, 

B  5  —  \'r^ 

soit  oix^y)  une  foncti<m  telle  que  sa  dilîérenlielle  totale  soil 


on  a  à  la  fois 


B  dx  —  A  dy 


\(0)  =  A   -i^B-^   :-0,  T(o)  =  J-I    -+-/.  -i-   =1, 

Ox  Oy  '  tfx  dy 

T(o)  c<t  donc  aassi  une  intégrale  de  l'équation  \(o)  =  o,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  résultat  comme  il  «^uit  : 

Pour  que  r équation  durèrent iel le  {\o%)  admette  le  f^voupe  de  traiis- 

if  if 

formations  déduit  de  la   transformation  infinitésimale  \ 1-  irj  —  > 

il  faut  et  il  suffit  que -^ — soit  un  facteur  intégrant  pour  B  dx  —  A  dy. 

Cette  nouvelle  méthode  n'exij^e  que  la  connaissance  de  la  transforma- 
tion infinitésimale  du  groupe.  Gomme  il  existe  une  infinité  de  facteurs 
intégrants,  on  voit  que  toute  équation  du  premier  ordre  admet  une  infi- 
nité de  transformations  infinitésimales. 

Revenons  au  cas  général  du  système  (io4).  Soit  \(f)=zo  l'équation 
linéaire  correspondante  et  ^Vif)  le  symbole  d'une  tran^formation  infinité- 
simale. Considérons  Téquatioii 

(K'9)  Z(/')  =  X|T(/)]-T|X(/)J-o, 

OÙ  X[T(/*)]  représente  le  résultai  de  l'opération  \(     }  appliquée  à  T(  /"), 

et  où  T[X(y)]  a  une  signification  analogue;  'l'(f)  est  encore  une  fonction 

if 
linéaire    et    homogène    des    dérivées    du    premier    ordre   -^r-    et    ne    ren- 

^  '  ÔXi 

ferme  aucune  dérivée  du  second  ordre.  H  suffit  de  vérifier  que  les  coeffi- 
cients d'une  dérivée  du  second  ordre  sont  les  mêmes  dan*;  VITl/")]   et 

à^  f  O'^f 

dans    T[X(/')|.    Or    le    coefficient    de   — '^    est    X/J/  et    celui    de   -: — - — 
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est  X/Ja -^  \Aç/Hans  T[\(y*)),  et  il  est  évitlont  que  ces  coefficients  sont 
les  mêmes  dans  XfT(/)].  L'équation  Z(/)  =  o  est  donc  une  équation  de 
même  forme  que  Téquation  X(  /)  =  o,  que  l'on  peut  écrire  en  mettant  les 
coefficients  en  évidence 

(iio)  Z(/)  =  fX(J,)-T(X,)|-|^  -^...^[X(5.)_T(X/)];^H-...  =  o. 

Gela  posé,  si  T( /*)  e^t  une  intéjjrale  de  Téquation  Xi/)  =  o,  lorsque/ 
est  une  inlé<;rale  de  celte  équation,  toute  inléijralc  de  \{  f)  =  o  satisfait 
évidemment  à  l'éqnalion  linéaire  Z(/)  =  o;  on  doit  donc  avoir  (n"  WSH) 

(un  XfTr/)]-TfX(/)|  =  p(j^,,:r,,  ...,^„)X(/), 

p  étant  une  fonction  indéterminée  de  x^,  .r^,  ...,  x„.  Réciproquement.  <i 
l'on  a  une  identité  «le  cette  forme,  toute  intégrale  de  l'équation  X(y*)  =  o 
satisfait  aussi  à  Téquation  XITC/*)]  —  o,  et  par  suite  T(y*)  est  aussi  une 
intégrale  de  l'équation  X(/)  =  o.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  r équation  linéaire  \  (  f)  —  o  admette  la  transformation 
infinitésimale  Tif),  est  exprimée  par  la  relation  (m)  où  p  est  une 

fonction  quelconque  de  X\.  x^ x^. 

Celte  relation  est  équivalente  à  ( /ï  —  n  relations  distinctes 

x(ç,)~T(X,)_  X(;,)-T(X,)  _         X(;;;)-T(X.,) 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  d'ordre  n 

d"r  I  dv    d^y  f/^-^rX 

pour  savoir  si   elle   admet  le  groupe  de  transformations  G  déduit  de  la 

transformation  infinitésimale  S(x,  y)  -r-  -+-t(x,  y)  -f-»  il  suffira  de  rem- 

'        ^     dx         *         '^     ày 

placer  l'équation  (ii-^)  par  un  système  de  n  équations  différentielles  du 
premiei"  ordre,  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  (  n  —  i  )  premières 
dérivées  ^',  X"»  •••i^"~'\  ^^  d'examiner  si  ce  système  admet  la  transfor- 
mation infinitésimale  du  groupe  prolongé  de  G. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  }^  —  o(x.  yj  y'  ),  que 
l'on  peut  remplacer  par  le  système 

dx        dy  dy' 


I  y        îp  (  X,  y,  y'  \ 

ou  par  l'équation  linéaire 

ôx        ôy  dy    '         .^  »  ^   / 
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il   faudra  examiner  si  celle  équalion  adinel  la  transformalion  infinitési- 
male 

En  développant  les  calculs,  on  trouve  une  condition,  qui  renferme  a?, 
y  et  y ^  et  qui  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces 
variables.  L'équation  du  second  ordre  étant  donnée,  si  l'on  veut  rechercher 
les  transformations  infinitésimales  qu'elle  admet,  les  indéterminées  dont 
on  dispose  5(3^,  ^),  r^{x^  y)  ne  renferment  pas^'.  En  écrivant  que  la  rela- 
tion précédente  est  indépendante  de^',  on  peut  avoir,  suivant  la  fonction 
donnée  cp( 37,  y,y')^  un  nombre  limité  ou  illimité  d'équations  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  fondions  l^ix,  y)  et  riix^y).  En  général,  ces  équa- 
tions seront  incompatibles,  et  l'on  voit  qu'une  équation  du  second  ordre 
prise  au  hasard  n'admet  pas  de  transformation  infinitésimale.  Il  en  est  de 
même  des  équations  d'ordre  supérieur,  «'t  l'on  comprend  par  là  comment 
Sophus  Lie  a  pu  classer  les  équations  différentielles,  d'après  le  nombre  des 
transformations  infinitésimales  distinctes  qu'elles  admettent. 


EXERCICES. 

1'.  Soit  Mo  la  plus  grande  valeur  absolue  de  /{^j  yo)  lorsque  ar  varie 
de  .To  à  a^o-ha,  les  lettres  a,  b,  K,  :ro,  yo  ayant  la  même  signification 
qu'au  n"  391,  l'intégrale  de  l'équation  ^'  =  /(ar,  ^)  qui  prend  la  valeur^© 
pour  X  =  Xq  est  continue  dans  l'intervalle  {Xq,  XQ-h  p)j  p  étant  le  plus 

petit  des  deux  nombres  a  et  ^^  log  /  1  -+-  ^ï—  )  * 

[E.  LiSDELÔv,  Journal  de  Mat  hé  ma  figues  y  1894.] 

I  On  établit  de  proche  en  proche,  comme  au  n"  388,  les  inégalités 

Ij-,,  -  J-»-,  l<  M.  K"- '-f^^^ , 
'  I  .'2. . .  n 

et  y,i    restera    compris    entre   yo  —  b    et   Xo  ■+■  bj    pourvu   que    l'on    ait 

bK  1 

Mu    J 

2.   Trouver  deux  intégrales  premières  des  systèmes  d'équations  simul- 
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lan<^es 

(a)      ^  -^'^'{x)y  -'^y{x)z  =  o,         -^  -r- '^' {x)y  ^  ^' {x)z  =  o, 

^/>'  dz  —  ./jr 


3.  L'expression estunfacteur  intégrant  pour  dy  — fi  —\dx, 

4.  La  forme  jjjénérale  des  équations  dinerentielles  du  premier  ordre  qui 

admetlent  la  transformation  infinitésimale  y  -^ .r  -^  est 

-^  Ox  ôy 

X  -r-yy        • 
Kn  déduire  un  facteur  inté<;rant. 

5.  Trouver  la  forme  jjénérale  des  éqiiation^i  différentielles  du  premier 

ordre  qui  admettent  la   transformation   infinitésimale  —  -hx-7^,  ou   la 

ôx  ày 

e  .        .    ^    .    ,  .       ,  à/  àf 

transformation  infinitésimale  x  -^ — \-  av  ^• 

()x  ^   Oy 

6.  Trouver  un  groupe  de  transformations  pour  l'équation  différentielle 

dy 

-^  =  cp(  ar  -h  ay)j  où  a  est  constant,  et   en  déduire  un  facteur  intégrant. 

7*.  Les  équations  différentielles  de  la  courbe  élastique  gauche 

y' =' -  z'y  ^  èx  -  ^Jy, 
z' .r"  -  y  z'  =-- èy  —  *  pr, 

où  a,  p,  ô  sont  des  oonsiantes,  admettent  les  deux  intégrales  premières 
x'^-hy'^-h  z''=  G,  P{3r*-+-y*}—  4^  =  G'.  On  obtient  ensuite  x  el  y  par 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre. 

[Hermitk,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques  (p.  93).] 


CHAPITRE  XX. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LLVÉAIRES. 


<i>i 


L  -  PROPRIETES  GENERALES.  —  SYSTEMES  FONDAMENTAUX. 

Les  équations  dilTéienlielles  les  mieux  étudiées  jusqu^à  présent 
sont  les  équations  linéaires.  Elles  jouissent  d'un  ensemble  de 
propriétés  caractéristiques,  qui  les  distinguent  uellement  et  en 
facilitent  l'étude.  D'ailleurs  elles  interviennent  dans  un  ^rand 
nombre  d'applications  importantes  de  TAnal^'se,  et  leur  étude 
préliminaire  est  très  utile  avant  d'aborder  les  équations  différen- 
tielles de  la  forme  lu  plus  générale.  Nous  n'étudierons  ici  que  les 
équations  dont  les  cocflicients  sont  des  (onctions  analytiques  de 
la  variable  indépendante. 

397.  Points  singuliers  d'une  équation  différentielle  linéaire.  — 

Une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n  est  de  la  forme 

ai,  aj,  .  .  .,  cifi^%  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Son 
intégration  est  équivalente  à  celle  du  système 

i  ~^~r~^  -l-ai^«-i-h...-f-  a„_,y, -h  Uny  -^-aa-^\  =  o, 

Id?-^''         lû-y^ dr     -^^-'' 

obtenu  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  n  —  i  premières 
dérivées  dey.  Supposons  les  coefficients  a/  holomorpbes  dans  un 
cercle  Go  de  ravon  R  ayant  son  centre  au  point  Xo-,  et  soientjKo? 
yot  y'ai  •••'  J'i)"  *^  ""  système  de  n  constantes  arbitraires.  En 
appliquant  aux  équations  (2)  un  résultat  général  établi  plus 
haut  (n"  384-),  nous  voyons  que  Inéquation  {\)  admet  une  in  té- 
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grale  holomorphe  dans  le  cercle  Co,  prenant  la  valeur  y^ 
pour  X  =a:o,  tandis  que  ses  n  —  i  premières  dérivées  ont  res- 
pectivement les  valeurs  y ^y  yl,  . . . ,  y^^'~*  pour  x  =  Xq. 

Nous  savons  d'ailleurs,  d'après  la  théorie  générale,  que  c'est  la 
seule  intégrale  de  l'équation  (i)  satisfaisant  à  ces  conditions  ini- 
tiales; nous  dirons,  pour  abréger,  qu'elle  est  définie  par  les  con- 
ditions initiales  (^o»  ^oi  y'oy  yly  •  •  «^  J^o"  *0-  Ceh  posé,  suppo- 
sons d'abord,  pour  tixer  les  idées,  que  les  coefficients  a,  sont  des 
fondions  uniCormes  deXy  n'ayant  dans  tout  le  plan  que  des  points 
singuliers  isolés.  Soit  1^  un  chemin  joignant  deux  points  non  sin- 
guliers a:©  et  X,  et  ne  passant  par  aucun  point  singulier;  l'intégrale 
qui  est  définie  par  les  conditions  initiales  (j^ojJKok^o?  •  •  •'^'0'"*  ) 
est  représentée  par  une  série  entière  P(x  —  Xq)  convergente  dans 
le  cercle  Cq  de  centre  Xq  passant  par  le  point  singulier  le  plus 
voisin  de  x^.  On  peut,  au  moyen  de  cette  série,  suivre  la  varia- 
lion  de  l'intégrale  le  long  du  chemin  L,  tant  que  ce  chemin  ne 
sort  pas  du  cercle  Co-  Si  la  ligne  L  sort  de  Co  en  un  point  a,  pre- 
nons sur  ce  chemin  un  point  Xi  intérieur  à  Go  et  assez  voisin 
de  a  pour  que  le  cercle  C|  de  centre  x^  passant  par  le  point  singu- 
lier le  plus  voisin  ne  soit  pas  tout  entier  à  l'intérieur  de  Go.  De 
la  série  P(x  — Xq)  et  de  celles  qu'on  obtient  par  des  dérivations 
successives  on  peut  déduire  les  valeurs  de  l'intégrale  et  de 
ses  n  —  I  premières  dérivées  au  point  x^.  Soient  yi,  y\^  ..., 
y\"~*^  ces  valeurs;  l'intégrale  de  l'équation  (i),  qui  est  définie 
par  les  conditions  initiales  (^•|,j'<,  ^',,  .  .  .,  v'/'~'),  est  représentée 
par  une  série  entière  Pi{x  —  x^)  convergente  dans  le  cercle  G<. 
Les  sommes  des  deux  séries  P(x  —  Xq)  et  P|  (x  —  x<  )  sont  égales 
dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  Go  et  G| ,  puisqu'elles 
représentent  l'une  et  l'autre  une  intégrale  de  l'équation  (i)  sa- 
tisfaisant aux  mêmes  conditions  initiales.  Il  s'ensuit  que  la 
série  P|(a:  —  ^1  )  représente  le  prolongement  analytique  dans  le 
cercle  G<  de  la  fonction  analytique  définie  dans  le  cercle  Gq  par 
la  série  P(^  —  Xo).  Si  toute  la  portion  de  L  comprise  entre  x<  etX 
n'est  pas  située  dans  le  cercle  G|,  on  prendra  un  nouveau  point^r^ 
sur  ce  chemin  à  l'intérieur  de  G| ,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrivera  certainement  à  un  cercle  renfermant  le  point  X  au 
bout  (l'un  nombre  ///i«  d'opérations.  En  efllet,  soientSIa  longueur 
du  chemin  L  et  0  la  limite  inférieure  de  la  distance  d'un  point 
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quelconque  de  L  à  l'un  des  [)oinls  singuliers.  Les  raxons  des 
cercles  successifs  employés  sont  au  moins  égaux  à  8,  el  Ton  peut 
choisir  les  centres  de  ces  cercles  de  façon  que  la  distance  de  deux 

centres  conséculifs  soit  supérieure  à  -•  Après/?  opérations  la  lon- 
gueur de  la  ligne  brisée  obtenue  en  joignant  ces  centres  suc- 
cessifs  sera  au  moins  égale  à  />  -•  Si  Ton  a  yy  -  >  S,  la  longueur 

de  cette  ligne  brisée  sera  supérieure  à  la  longueur  de  L;  après 
(/?  —  i)  opérations  au  plus,  on  sera  donc  arrivé  à  un  cercle  ren- 
fermant toute  la  portion  de  L  comprise  entre  le  centre  de  ce  cercle 
el  le  point  X. 

On  voit  en  résumé  que  l'on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  de  l'intégrale,  tant  que  le  chemin  décrit  par  la  variable 
ne  passe  par  aucun  des  points  singuliers  des  coefficients  a,.  ]\ous 
savons  donc  a  priori  quels  sont  les  seuls  points  qui  puissent  être 
des  points  singuliers  pour  les  intégrales  d'une  équation  linéaire; 
il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'un  point  a  soit  un  point  singulier 
pour  quelques-uns  des  coeflicients  cii  sans  être  un  point  singulier 
pour  toutes  les  intégrales.  Dans  le  cas  particulier  où  les  coelH- 
cienls  s.ont  des  polynômes  ou  ^\^'si  fonctions  entières,  toutes  les 
intégrales  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  tout  le  plan,  c'est- 
à-dire  des  fonctions  entières,  pouvant  se  réduire  à  des  polynômes. 

Les  raisonnements  s'étendent  aussi  au  cas  où  les  coefficients  a/  ont  des 
singularités  quelconques,  ces  fonctions  pouvant  être  multiformes.  Si  l'on 
part  d'un  point  x^^  où  ces  coefficients  sont  holomor|)hes,  et  que  Ton  fasse 
décrire  à  la  variable  x  un  chemin  L  tout  le  long  duquel  on  puisse  pour- 
suivre le  prolongement  analytique  des  coefficients  a/,  on  peut  également 
poursuivre  le  prolongement  analytique  des  intégrales  le  long  de  ce  chemin. 
Les  séries  entières  qui  représentent  les  intégrales  sont  convergentes  dans 
les  mêmes  cercles  que  les  séries  qui  représentent  les  coefficients. 

Ces  résultats  sont  bien  d'accord  avec  ceux  que  l'on  a  déduits  de  la 
méthode  des  approximations  successives  (n"  390). 

398.  Systèmes  fondamentaux.  —  Considérons  une  équation 
linéaire  et  homogène,  ne  renfermant  pas  de  terme  indépendant 

dejK, 

^''  y  d"^^  y  dy 
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nous  désignons  ici  par  F(y  ),  non  plus  une  fonction  de  la  variable j^, 
mais  le  résullat  d'une  opération  effi'ctuée  sur  une  fonction^  de  la 
variable  x.  D'après  la  définition  même  de  ce  symbole  d'opération, 
il  est  clair  que,  si  y\^y%^  •  •  ''ij'p  sont  p  fonctions  quelconques 
de  x^  et  C|,  Cj,  ...,  ^\p  des  constantes  quelconques,  on  a  la 
relation 

F(G,^,H-  G,^,-4-. .  .-H  C,,^p)  =  G,  Y{y,  )  -h  GiFCj-,)  ^-. .  .-hG„F(^^); 

^'^<'  ya»  •  •  "^  y  p  sont  des  intégrales  de  l'équation  (3),  il  en  est 
donc  de  même  de  Ciy i  4-  ^^yi  -f- .  •  .  4-  ^pYpi  quelles  que  soient 
les  valeurs  numériques  des  constantes  G|.  Lorsque  l'on  connaît  n 
intégrales  particulières  j^i,  j>^2,  .  . . ,  y„  de  cette  équation,  on  peut 
par  conséquent  en  déduire  une  intégrale 

(4)  r  =  G,^, -hG,y,-+-...-»-G„^,„ 

dans  l'expression  de  laquelle  figurent  n  constantes  arbitraires  C|, 
Ci,  .  . .,  C,|.  Ou  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  formule  (4)  re- 
présente bien  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3);  il  faut  aupara- 
vant s'assurer  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  C| ,  Ca,  . . . ,  C» 
de  façon  que,  pour  une  valeur  particulière  x^  de  x^  difierente  des 
points  singuliers,  y  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  prennent  des 
valeurs  quelconques  données  à  l'avance.  Désignons  pour  abréger 
par  (j'f  )o  'a  valeur  que  prend  au  point  x^  la  dérivée  yD*«"«  de  l'in- 
tégrale particulière  yi.  En  égalant  à  des  quantités  arbitraires  les 
valeurs  de  l'intégrale  y  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées  au 
point  Xq^  on  obtient  un  système  de  a  équations  linéaires  pour 
déterminer  les  constantes  C< ,  C2,  .  .  . ,  C».  Le  déterminant,  formé 
par  les  coefficients  de  ces  inconnues,  doit  être  différent  de  zéro. 
Nous  désignerons  par  A(ri,  jKa?  •  •  «i  yn)  ce  déterminant  qui  est 
formé  par  les  fonctions  y^,  y^^^  ...,  yj^^  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
celles  d'ordre  n  —  i , 

y\        y\      ...      yn 
y\       y\      •••     y'n 


(5)         AC^,,^,,  ...,r«)  = 


yKn-^^  y^t-X,  ...  ^(«-,) 


Si  ce  déterminant  A(y<,  V21  •  •  •?  jKw)»  q"ï  est  une  fonction  holo- 
morphe  de  x  dans  toute  région  où  les  coefficients  ai  sont  holo- 
morphes,   n'est  pas  identiquement   nul,  choisissons  pour  x^   un 
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point  OÙ  ce  déterminant  ne  soil  pas  nul;  nous  pouvons  alors 
délerminer  les  constantes  C/  de  façon  que  y  el  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées  prennent  pour  x^  des  valeurs  initiales  quel- 
conques. Toute  intégrale  de  Téquation  (3)  est  donc  comprise 
dans  la  formule  (4)î  ^^  ^*'î  pour  abréger,  que  cette  formule 
représente  V intégrale  générale  de  IVquation  (3).  Les  inté- 
grales jkm.Ksj  •••jyni  telles  que  le  déterminant  Af')^i,^2>  ••mJ^«) 
est  différent  de  zéro,  forment  un  système  fondamental. 

Si  ce  déterminant  A(r<,  r-i^  .  .  .,  y  n)  est  identiquement  nul, 
quelques-unes  des  intégrales  .K^,  jKa»  '  *  ">  .Yn  peuvent  se  déduire 
des  autres.  D'une  façon  générale,  nous  dirons  que  n  fonctions  y,, 
y^i  •  •  "t  yn  de  la  variahle  x  ne  sont  pas  linéairement  distinctes 
lorsqu'il  existe  entre  ces  n  fonctions  une  relation  de  la  forme 


(6) 


Cij'i-H  C,7,-h...-4-  C„y„=o, 


C|,  C2,  .  .  . ,  C„  étant  des  constantes  non  toutes  nulles.  Pour  que 
n  fonctions  ri,  i'2î  •••>.*'//  ^^  soient  pas  linéairement  dis- 
tinctes, il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  A(j)^|.  l'a^  •  •  ^^yn) 
soit  identiquement  nuL 

D'abord  la  condition  est  nécessaire.  On  déduit,  en  effet,  de  la 
relation  (6)  les  (n  —  i)  relations  de  même  forme 


(7)       C,7f -+- G,.r/^ 


^nyïl'  =0         (/^  =  1 ,  2 n  —  I ) 


entre  les  dérivées  du  premier  ordre,  du  deuxième  ordre,  etc.  des 
fonctions  y/.  Les  coefficients  C/  n'étant  pas  tous  nuls  par  hjpo- 
the*se,  les  équations  (6)  et  (7)  ne  peuvent  être  compatibles  que  si 
le  déterminant  A(  ^1,^27  •  •  •  ?  Xn)  est  identicjuement  nul. 

Réciproquement,  supposons  A  =  o,  et  supposons  d'abord  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  relatifs  aux  éléments  de  la 
dernière  ligne  ne  sont  pas  nuls  identiquement,  par  exemple  que 
le  coefficient  dey^,""*' 

Ji  7î        •••     yn-\ 

y  \       y  1      • • •    y  n-\ 


8  = 


y  \ 


yt 


y  n    1 


est  différent  de  zéro.  Soit  A  une  région  du  plan  de  la  variable  jc 
où  les  fonctions  ^1  sont  holomorphes,  et  où  ce  déterminant  3  ne 
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s'annule  pas.  Posons 

(8)  '      ^"^  K,y, -+-K,y, -h...-4-K«_,y„_j, 

ces  /i  —  1  équalions  délenninrut  pour  Rj ,  K.21  •  •  •  ?  K.«-<  des  fonc- 
tions holomorphes  de  x  dans  ia  région  A,  car  K/  esl  le  quotient 
d'une  fonction  holomorplie  par  le  mineur  S  qui  ne  s^annule  pas 
dans  A.  Ces  fonctions  K.|,  .  .  .,  K;,_i  satisfont  aussi  à  la  relation 

puisque  A(  k<,  ^2»  •  •  •  » .»'«)  est  nul  en  tout  point  de  A.  En  diifé- 
rentiant  une  fois  chacune  des  équations  (8),  et  tenant  compte  de 
ces  équations  elles-mêmes  et  de  la  relation  (9),  il  vient 

K',7i-h...-h  K'„  .^ya-i    =0, 
...........................^ 

et  par  suit«i  K'^  =K'2  =  .  .  .=  K',^_,  =  o.  Les  fonctions  Ri,  . . . ,  Rn_i 
sont  donc  des  constantes  et  Ton  a  bien,  entre  les  n  fonctions  K|, 
y2t  •••j.>^«î  "ne  relation  de  la  forme  (6),  où  tous  les  coefficients 
sont  constants,  le  coefficient  C„  étant  différent  de  zéro.  Cette  rela- 
tion étant  établie  pour  la  région  A  subsiste  évidemment  dans  tout 
le  domaine  d'existence  des  fonctions  j^i,  j^a,  ...,  v». 
Observons  que  le  mineur  o  est  précisément  égal  à 

si  ce  mineur  o  est  identiquement  nul  sans  que  ^{jU ,  yzt  •  •  •  >  ^«-2) 
soit  nul  aussi,  on  en  déduira  de  même  que  les  fonctions  yj,  ^2»  •  •  m 
yn^i  vérifient  une  relation  de  la  forme  (6),  où  C„  =  o,  Cn_<  n'étant 
pas  nul.  En  continuant  de  la  sorte,  on  finira  donc  toujours  par 
arriver  à  une  relntion  de  la  forme  (6),  quelques-uns  des  coeffi- 
cients C,  pouvant  être  nuls.  Si  donc  on  connaît  n  intégrales  de 
l'équation  (3)  telles  que  à(rt , jk2î  •  •  • ,  Xn)  =  o,  Tune  au  moins 
de  ces  intégrales  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  con- 
stants des  autres  intégrales;  il  peut  d'ailleurs  se  faire  que  ces  n 
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inlégrales  se  réduisenl  en  réalité  k  p  intégrales  distinctes 

Pour  qu^il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  déterminants 
analogues  à  A  que  l'on  peut  former  avec  /?  -|-  i  de  ces  intégrales 
soient  tous  nuls,  l'un  au  moins  des  déterminants  formés  avec  p 
intégrales  étant  différent  de  zéro. 

F^e  même  lemme  permet  aussi  de  démontrer  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  est  représentée  par  une  formule  de  la 
forme  (4).  Soit  en  effet  (j^«,^v'2,  . .  •^yn)  «n  système  fondamental 
d'intégrales,  el  y  une  autre  intégrale  quelconque;  des  (/i-f-  i) 
équations 

on  déduit,  par  l'élimination  des  coefficients  a^,  a^t  •  .  .,  a^^  une 
équation  de  condition  qui  n'est  autre  que 

(lo)  ^(y,y\^yt.  ...,j«)  =  o. 

On  a  donc,  entre  ces  n  4-  i  intégrales,  une  relation  de  la  forme 

^y  -+-  ^1  ji  -^. .  .H-  c„7rt  =  o, 

C,  Ci,  Cj,  .  . .,  Crt  étant  des  constantes  non  toutes  nulles;  or  le 
coefficient  Cde^  est  certainement  différent  de  zéro,  puisque  les 
intégrales^i,  j^2i  ••  «^y»  sont  linéairement  distinctes. 

Toute  équation  linéaire  d'ordre  n  possède  une  infinité  de  systèmes 
fondamentaux  d'intégrales.  Pour  en  obtenir  un,  il  suffit  de  prendre  n 
intégrales  telles  que  le  déterminant  formé  par  les  valeurs  initiales  de  ces  n 
intégrales  et  de  leurs  n —  i  premières  dérivées  pour  un  point  non  singulier 
To  ne  soit  pas  nul.  Soit  (^i,  y^^  . . .,  yn)  "n  premier  système  fondamental; 
les  n  intégrales  Yi,  Yj,  . . .,  Y„,  données  par  les  formules 

Y/  =  dxyx  H-  c/j^j-v..  .H-  Ci„yn         (  i  =  i,  a,  . ...  w), 

où  les  coefficients  Cik  sont  constants,  forment  un  système  fondamental, 
pourvu  que  le  déterminant  D  formé  par  les  /i*  coefficients  c/^-  soit  différent 
de  zéro.  On  a  en  effet,  d'après  la  règle  de  multiplication  des  déterminants, 

A(Y,,  Yj,  .  ..,  Y«)  =  D.  A(7,,7,,  ...,7«). 

On   déduit  de  cette   formule   que   le  rapport  —  '  '  '  est  le 

même,  quel  que  soit  le  système  fondamental;  nous  allons  le  vérifier  en 
G.,  II.  a; 
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calculant  ce  rapport.  Observons  pour  cela  que  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion F{x)  est  égale  au  coefficient  de  h  dans  le  développement  deF(x  -h  h) 
suivant  les  puissances  de  h.  Si  Ton  attribue  à  ar  un  accroissement  h  et 
qu'on  remplace  chaque  terme  du  déterminant  A  par  son  développement 
en  ne  conservant  que  les  termes  du  premier  degré  en  /ï,  on  obtient  le 
déterminant 


hy\ 


J  1 


y. 


y" 
y'n 


hy'n 
hy'n 


y\ 


hy'i 


in) 


yt 


J  n 


hyr 


Le  coefficient  de  h  est  la  somme  de  n  déterminants  que  l'on  obtient  en 
prenant  les  coefficients  de  h  dans  une  ligne  et  les  termes  indépendants 
de  h  dans  les  autres  lignes;  n  —  i  de  ces  déterminants  sont  nuls  comme 
ayant  deux  lignes  identiques,  et  il  reste 


dx 


y\ 


yn 


y  \ 


t/î-i) 


yi 


«-!) 


yû 


n-i) 


y\ 


yt 


J  n 


Cette  formule  est  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions  ^i, ,y„\%\ 

ces  fonctions  sont  des  intégrales  de  l'équation  (3),  on  peut  remplacer  dans 
la  dernière  ligne  y^^  par  — ai^i"  '^  — ... —  O/i^i,  et  de  même  pour  les 
autres.  Il  reste  en  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
ligne,  et  tenant  compte  des  déterminants  qui  ont  deux  lignes  identiques, 


('■) 


Le   rapport  que  nous  voulons  calculer  est  donc  égal  à  —  ai,   et  l'on 
déduit  aussi  de  la  formule  précédente  la  valeur  du  déterminant 


A  =  AoC 


.l'- 


en désignant  par  Aq  la  valeur  de  A  pour  x  =  Xq.  Cette  expression  de  A 
montre  que  ce  déterminant  est  différent  de  zéro  en  tout  point  non  sin- 
gulier, lorsqu'il  n'est  pas  identiquement  nul;  résultat  que  l'on  pourrait 
aussi  déduire  des  propriétés  précédentes. 

Il  est  à  remarquer  que  toute  équation  linéaire  dont  un  système  fonda- 
mental d'intégrales  est  {y\,y\,  ...,  yn)  peut  s'écrire  sous  la  forme  (lo) 

^{y^yxi  yr yn)  =  o, 

es  coefficients  ne  renfermant  que  les  intégrales^,-  et  leurs  dérivées.  Ceci 
montre  que  n  fonctions  quelconques  linéairement  indépendantes^tt^iv  •»*» 
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Yn  peuvent  toujours  être  considérées  comme  formant  un  système  fonda- 
mental d'intf'gralcs  d'une  équation  linéaire. 

399.  Équations  linéaires  quelconques.  —  Une  équation  linéaire 
non  homogène  peut  s'écrire,  en  isolant  le  terme  indépendant 
dey, 

nous  dirons  pour  abréger  que  c'est  une  équation  avec  un  second 
membre,  Téquation  F(j^)  =  o  étant  dite  sans  second  membre.  Si 
l'on  connaît  une  intégrale  particulière  Y  de  l'équation  (12),  la 
substitution  y  -:^\  '\-  z  ramène  l'intégration  de  cette  équation  à 
celle  de  l'équation  sans  second  membre  F(3)  =  o,  d'après  l'iden- 
tité F(Y  4-  -)  =  F( Y)  -h  F(5).  L'intégrale  générale  de  l'équation 
avec  second  membre  est  donc  représentée  par  la  formule 

(13)  7=  Y-f-G,7,-f-Gï7î-»-...-!-C„7rt, 

jKo  yi^  ••  -1  Xn  étant  n  Intégrales  particulières^  formant  un  sys- 
tème fondamental,  de  l'équation  sans  second  membre,  et  C«, 
C2,  . .  . ,  G/,  étant  n  constantes  arbitraires.  Il  arrive  souvent  dans 
la  pratique  que  l'on  peut  obtenir  aisément  une  intégrale  particu- 
lière d'une  équation  linéaire,  avec  second  membre,  et  dans  ce  cas 
l'on  est  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  sans  second  membre. 
Cette  recherche  d'une  intégrale  particulière  peut  être  facilitée 
par  la  remarque  suivante  qu'il  suffit  d'énoncer  :  si  /(x)  est  la 
somme  de  p  fonctions  fi  (:r),  /2{^)^  ....  fp{^)y  telles  que  Ton 
sache  trouver  une  intégrale  particulière  de  chacune  des  équations 

la  somme  \  1  H- Y.j  + .  •  •  H- Y^  de  ces  p  intégrales  particulières 
est  une  intégrale  de  l'équation  F(j^)  =f{x). 

D'une  façon  générale,  si  l^on  connaît  Cintégrale  générale  de 
U équation  sans  second  membre,  on  peut  toujours,  par  des  qua- 
dratures, obtenir  l'intégrale  générale  de  Inéquation  avec  un 
second  membre  (en  supposant,  bien  entendu,  que  le  premier 
membre  est  le  même  pour  les  deux  équations). 

Le  procédé  suivant,  dû  à  La  grange,  est  appelé  méthode  de  la 
variation  des  constantes.  Soit  {ys^y^j  «  •  '^  yn)  ""  système  fon- 
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damental  d'intégrales  de  Téquation  F(^)  =  o;  en  imitant  aulant 
que  possible  le  procédé  employé  pour  une  équation  linéaire  du 
premier  ordre,  nous  chercherons  à  satisfaire  à  Téquation  (12)  en 
prenant  poury  une  expression  de  la  forme 

Cl,  C2,  .  .  . ,  Cff  désignant  n  fonctions  de  x.  On  peut  évidemment 
établir  entre  ces  n  fonctions  n  —  i  relations  choisies  à  volonté, 
pourvu  qu^elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  Inéquation  (12). 
Nous  poserons 

les  dérivées  successives  de  y^  jusqu^à  la  dérivée  (/i  —  i)'*"*,  ont 
alors  pour  expressions 

\ 

'y«-i^=G,y/'-«ï-HG,y,«-'^-h...-+-G„y^«-'>. 

La  première  des  relations  (i5)  a  été  choisie  de  façon  que  la 
dérivée  première  y  ait  la  même  expression  que  si  C<,  Cj.  .  .  . ,  C;, 
étaient  des  constantes,  et  de  même  pour  les  suivantes.  La  dérivée 
d'ordre  n  a  une  forme  moins  simple 

y^n)  =  Q^yn)  ^  Q^^^n)  ^^,,^  G«7'„«' 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  jk,  y\  y" ^  .  •  .,  y^ 
dans  le  premier  membre  de  Téquation  (12),  les  coelticients  de  C|, 
Cj,  ...,  C;ï  sont  respectivement  ¥{y^)^  ...,  F(^„),  et  nous 
sommes  conduits  à  la  nouvelle  relation 

X,«-i)G',  4-^i-i^G;^...-^7i«-t^C;=/(:r) 

qui,  jointe  aux  relations  (i5),  permet  de  déterminer  C'^,   .  . . ,  C^'. 
On  obtiendra  donc  C,,  C2,  .  .  . ,  G»  par  des  quadratures. 

On  peut  employer  aussi  la  méthode  suivante  due  à  Gauchy. 
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Soit  (^1,^2»  •••»  yn)  un  système  fondamental  d'intégrales  de  Téqua- 
tion  F(^)  =0.  Déterminons  les  constantes  Gt,  Gj,  ...,  Gu  de  façon  que 
rintégrale  Gi^j -h. .  .-4- G„^rt  soit  nulle,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières 
dérivées,  pour  une  valeur  a  de  a?,  tandis  que  la  dérivée  (n  —  iy*"*se  réduit 
à /(a).  L'intégrale  ainsi  obtenue  cp(2r,  a)  dépend  naturellement  de  la  va- 
riable X  et  aussi  de  la  valeur  initiale  a,  et  satisfait  aux  n  conditions 

(17)   o(a,  a)  =  o,     ©'(a,a)=o,     çp"(a,a)  =  o,     ...,     <p{«-»'(a,  a)=/(a), 

ç^/'^(a,  a)  désignant  la  dérivée  ^'*"'<  de  ©(a?,  a)  par  rapport  à  x,  où  l'on 
aurait  remplacé  x  par  a.  Si  Ton  écrit  x  à  \a  place  de  a  dans  les  relations 
précédentes,  ce  qui  revient  à  un  simple  changement  de  notation,  elles 
peuvent  aussi  s'écrire 

(17  bis)    <p(ar,  ar)  =  o,     îp'(a-,  a?)  =  o,      ...,     o^»-^^{x,  x)  =0,     cpt«-»)(a7,ar)  =/(j?), 

r^^P^x,  X)  désignant  maintenant  la  dérivée  ^'""*  de  0(37,  a)  par  rapport 
à  Xy  où  l'on  aurait  remplacé  a  par  jr  après  la  différentiation.  Gela  posé,  con- 
sidérons la  fonction  représentée  par  l'intégrale  définie 

('8)  Y=  r  ?(^'  *>^*' 

prise  depuis  une  limite  fixe  arbitraire  xq.  On  a  successivement,  en  appli- 
quant la  formule  générale  de  difi'érentiation,  et  en  ayant  égard  aux  condi- 
tions (17  bis)y 


^  JC^ 


rf«Y 


-.=y    ©(«)(ar,  a)û?a-f-/(a:); 


dx* 
en  substituant  ces  valeurs  de  Y,  Y',  ...,  Y^"'  dans  F(Y),  il  vient  donc 

F(Y)=/(a:)H-    r    f9'«>(.r.  a)-ha,(p("-»'(:r,  a)-l-...-Ha,i<p(a7,  a)Jû^a. 

La  fonction  sous  le  signe  intégral  dans  le  second  membre  est  identique- 
ment nulle,  puisque  9(^,  a)  est  une  intégrale  de  l'équation  sans  second 
membre,  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  a.  Il  en  résulte  que  la 
fonction  Y  représentée  par  l'intégrale  définie  (18)  est  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  linéaire  avec  second  membre.  On  peut  remarquer  que 
cette  intégrale  est  nulle,  ainsi  que  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées,  pour  la 

limite  inférieure  x^^  qui  est  supposée  différente  d'un  point  singulier. 

dn  Y 
L'application  de  cette  méthode  à  l'équation  —r^  =:f{^x)  conduit  préci- 

cix 

sèment  au  résultat  obtenu  plus  haut  (n"*  379). 
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400.  Abaissement  de  l'ordre  d'une  équation  linéaire.  —  Quand 
on  connaît  un  certain  nombre  d'intégrales  particulières  d'une 
équation  linéaire,  on  peut  en  profiter  pour  diminuer  l'ordre  de 
Téquation.  Considérons  d'abord  une  équation  homogène  d'ordre  n, 
et  soient  ^i ,  ^2,  .  . . ,  yp{p  <  n)  des  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes de  cette  équation.  La  substitution  yz=:y^z^  où  z  dé- 
signe la  nouvelle  fonction  inconnue,  conduit  de  Téquation  pro- 
posée F(^)=:o  à  une  nouvelle  équation  de  même  forme  en  z^ 

car   l'expression    d'une    dérivée  quelconque   -—   est   elle-même 

linéaire  par  rapport  à  w  et  à  ses  dérivées.  Si  y^  est  une  intégrale 

de  l'équation  F(y)=o,  la  nouvelle  équation  en  z  doit  admettre 

la  solution  5  =  i ,  ce  qui  exige  que  le  coelïicient  de  z  soit  nul  ;  ce 

que  l'on  vérifie  immédiatement  par  le  calcul,  car  le  coefficient 

de  z  est  précisément  F(yi).  Cette  équation  en  z  est  donc  de  la 

forme 

,     ,  d'^z       ,    d'^-^z  ,        dz 

6|,  62,   ...,   6«_i    étant  des  fonctions  de  x.  Cette  équation  se 
réduit  à  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  1 

,      ,  d"-Ui       ,    d'i-^u 

en  posant  a  =  ^-  Si  yx^iy^f  -  •  -i  y?  sont />  intégrales  de  l'équa- 
tion dont  on  est    parti,    l'équation  (19)   admet  les  p  —  i    inté- 


b  —  > 

intégrales 


grales  —  >  •  •  •>  ^-^»  et  par  suite  l'équation  (20)  admet  les  p  —  i 


1.(11),    ...,    ^(Zjl) 

dx\  yxj  dx\yxl 


Ces  p  —  I  intégrales  sont  linéairement  distinctes  ;  sinon,  il  j  aurait 
une  relation  de  la  forme 

C21  Cs,  ...,  Cp  étant  des  constantes  non  toutes  nulles,  et  l'on 
en  conclurait  en  intégrant  Texistence  d'une  relation  de  même 
forme   C2y2 -H  •  •  •  H- C^j^p -f- C|^i  =0,    C|   étant   une   nouvelle 
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constante.  Si  />;>  i,  Tapplication  du  même  procédé  conduira  de 
Téquation  (20)  à  une  nouvelle  équation  linéaire  d'ordre  n  —  2,  et 
ainsi  de  suite.  L intégration  d  une  équation  linéaire  et  homo- 
gène^ dont  on  connaît  p  intégrales  particulières  distinctes, 
se  ramène  donc  à  l' intégration  dune  équation  linéaire  et  homo- 
gène d ordre  n  —  />,  suivie  de  quadratures.  Lorsque  p=  n  —  i , 
la  dernière  équation  s'intégrera  elle-même  par  une  quadrature. 
Si  l'on  connaît  de  même  p  intégrales  j^i,  )^.j,  ...,  yp  d'une 
équation  avec  second  membre,  telles  que  les/?  —  i  fonctions 

soient  linéairement  distinctes,  la  substitution  ^  =y,  4- 5  con- 
duira à  une  équation  sans  second  membre  admettant  les  />  —  i 
intégrales  y^  — ^i,  .  . .,  Yp  — y\.  On  pourra  donc  ramener  cette 
équation  à  une  équation  linéaire  d'ordre  n  — />  -h  i,  sans  second 
membre. 

Prenons  par  exemple  Téquation  linéaire  du  second  ordre 

/      X  f-/  d^y  dv 

(u.)  V(y)=   ~^p--r-qy  =  o, 

et  soit  y^  une  intégrale  particulière  de  cette  équation.  Po- 
sons y  -^y\  Zj  il  vient 

dy  __        dz         ^  dy\  d^y  __        d^  z  dvi  dz  d^Vx 

di  ~*^*  TG'^  ^  T7x'        in^  ~^'  7L^~^  ^  ih!  di'^^  'Ix^' 

et,  en  substituant  dans  Téquation  (21),  il  reste,  puisque  le  coef- 
ficient de  z  est  nul, 

tl'^z        I     dy  X  \  dz 

Cette  équation  s'écrit,  en  posant  -,-  =  //,      . 


du        [    dyx  \  d.r 

H  (  2  ~ h  pyx  )  —  —  o, 

a        \     dx       ^^   //, 


et  l'on  en  tire  en  intégrant 


l-oga  -h   /     p  dx  -\-  l-og^J  =  LogC, 
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OU 

a  =  — i  e  '^Jo        ^ 

Une  nouvelle  quadrature  donnera  z  et  par  suite  y;  on  voit  que 
Téqualion  (21)  admet  l'intégrale  ^2  donnée  par  la  formule 


//</jr- 


qui  est  distincte  de  j',.  U intégrale  générale  tï une  équation 
Linéaire  et  homogène  du  second  ordre  s^ obtient  donc  par  deux 
quadratures,  quand  on  connaît  une  intégrale  particulière. 
Cette  propriété  rapproche  Téquation  linéaire  du  second  ordre 
de  Téquation  de  Riccati  (n®  369).  Il  existe,  en  effet,  entre  ces 
deux  espèces  d'équations  différentielles  une  liaison  intime.  Si  Ton 
applique  à  Téquation  homogène  (21)  le  procédé  d'abaissement 

^..  ^^^^^.,. j.^w^.  ,  — ^         ,  on  est  conduit  à  une  équa- 
tion de  Riccati 

(a4)  5' -4- 5* -h /> -s -+- ^  =  o. 

Inversement,  étant  donnée  une  équation  quelconque  de  Riccati 

X 

OÙ  a,  è,  c  sont  des  fonctions  de  j?(a^o),  on  la  ramène  à  la 

z 
a 


forme  (^4)  en  posant  a=  -»  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 


z'  ^  «^î 


{  b )>5-f-ac  = 


de  la  forme  (24).  H  s'ensuit  que  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (î«5)  est 

y\  et ^2  étant  deux  intégrales  distin^.tes  de  l'équation  linéaire 


y ^{b  —  ^]y -^  acy  =  o\ 
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celte  formule  oe  renferme  en  réalité  qu'une  constante  arbitraire, 
le  rapport  ^»  qui  y  figure  au  premier  degré  (*). 

Exemple.  —  l.e  polynôme  X«  de  l-egendre  (I,  n**  88)  satisfait  à  l'équa- 
tion différentielle 

(V)  (i~:r«)-^-'2x-^-i-/i(/n-i)7  =  o; 

pour  le  démontrer,  il  suffit  d'observer  qu'en  posant  u  =  {x^—  i)'*,  on  a  la 
relation  (j;2  —  i)u'  =  inxu,  et  en  prenant  les  dérivées  d'ordre  (n-hi)  des 
deux    membres,  on   a   une  équation   qui   est  identique  à   l'équation   (27) 

quand  on  y  remplace  -r —  par^.  Pour  avoir  une  seconde  intégrale  parti- 

culière  de  l'équation  ('27).  nous  appliquerons  la  formule  générale  (23)  qui 

'àX  I  I 

donne  ici,  p  étant  égal  à  — = 


07*  —   I  X  -r-  l  X  —  I 

II  semble  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  les  n  racines  ai,  a^,  ...,  ol,, 


(')  Il  semble  qu'une  quadrature  est  nécessaire  pour  déduire  l'intégrale  géné- 
rale de  réquation  linéaire  (ai)  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Kic- 
cati  (a4)-  £n  réalité,  il  n'en  est  rien,  ou  plutôt  cette  quadrature  se  réduit  au 

calcul  de   j  p  dx.  D'une  façon  générale,  soit  5  =  <p(d:,  C)  l'intégrale  générale 

dz 
d'une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre,  -^  —/{x^  z);  de  la  relation 

on  tire,  en  différentiant  par  rapport  à  la  constante  C, 

âCdx  ~  â^  àC        ^"        d?  ~  àx\   ^^àc)' 

et,  par  suite,    /  -^  dx  =  Log(     ;  )»  où,  bien  entendu,  l'on  doit  prendre  la  même 

valeur  de  la  constante  Cdans  les  deux  membres.  En  appliquant  ceci  à  l'équation 
de  Hiccati  (24),  on  en  conclut  que,  si  3  =  ?  («2^»  G)  est  l'intégrale  générale  de 
cette  équation,  on  a 

•i  I  z  dx  -\-  I  p  dx  -h  Log i-J^)=  o. 

Si  ^,,  z^t  ^3  sont  trois  intégrales  de  l'équation  (^4)»  ^^^  trouve  en  faisant  le  calcul 
{voir  n'369)  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  (21)  a  pour  expression 
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du  polynôme  \n  pour  calculer  cette  intégrale,  mais  il  n'eu  est  rien.  Écri* 
vons,  en  effet,  en  mettant  en  évidence  les  fractions  simples  qui  proviennent 
des  racines  +  i  et  —  i  du  dénominateur, 

' =  1/-' !_)+  P-î 


n-r  > 


P„  étant  un  polynôme  de  degré  2/1  —  2,  quotient  de  1 — XJ  par  x* — i. 
Il  vient  donc 

La  dernière  intégrale  est  une  fonction  rationnelle,  car  si  elle  renfermait 
un  terme  logarithmique  tel  que  Log(j:  —  x/),  le  point  a/  serait  un  point 
singulier  pour  j/'j,  et  les  intégrales  de  l'équation  (27)  ne  peuvent  avoir 
d'autres  points  singuliers  que  x  =  :±^  i  (n"  397).  On  peut  donc  calculer 
cette  intégrale  par  des  opérations  rationnelles  (1,  n"  104);  comme  elle 

doit  être  de  la  forme    J!  ~'  >  Q/,_i  étant  un  polynôme  de  degré  n  —  1  au 

plus,  on  peut,  par  exemple,  déterminer  les  coefficients  de  ce  polynôme 
par  la  condition  Q«_i  X«—  Qn-i^n=  P/i* 

Le  polynôme  Q/t-i  une  fois  obtenu,  on  a  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (27), 

r  =  G,  \„+  G,  rQ„-,+  i  X„  Los(  J-~-f  )]  • 

401.  Analogies  avec  les  équations  algébriques.  —  Les  propriétés  pré- 
cédentes établissent  une  analogie  évidente  entre  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  et  la  théorie  des  équations  algébriques.  Cette  ana- 
logie se  poursuit  dans  un  grand  nombre  de  questions.  Pour  en  donner  un 
exemple,  nous  allons  montrer  comment  on  peut  étendre  aux  équations 
linéaires  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  Soit,  d'une  façon 
générale, 

un  polynôme  symbolique  où  ao,  ai,  ...,  a,t.  sont  des  fonctions  données 
de  x\  <ii  a©  n'est  pas  nul,  nous  dirons,  pour  abréger,  que  F(j^)  est 
d'ordre  n.  Si  Qt{y)  est  un  polynôme  symbolique  de  même  nature  et 
d'ordre  />,  il  est  clair  que  G[P(j^))  est  encore  un  polynôme  symbolique 
de  même  espèce  et  d'ordre  n  -h/?.  Gela  posé,  soit 

rf"*  Y  d"*~^  y  dy 

•''(•>'>  =  *»  d:^-^*'^:^  -•••+*'"- ^+*'«^ 

un  autre  polynôme  d'ordre  ni{mS.n).  On  peut  trouver  un  troisième 
polynôme  G(^)  d'ordre  n  —  m  tel  que  F(j) — G[Fi(v)]  soit  au  plus 
d'ordre  m  —  i  (un  polynôme  d'ordre  zéro  est  de  la  forme  ay^  a  étant  une 
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fonction  de  x).  Posons  en  effet 

G(  V)—  Ao  -: ^  -+-  A|   -j T  -H... -h  A„_,„  V. 

Le  coefficient  de  -^-^  dans  G[Fi(^)]  est  Xq^q,  et,  si  l'on  prend  Xo=  -r  ♦ 

d'i—"* 
la  différence  F(^)  —  Xq    ,  f  Pi(^)]  sera  d'ordre  n  —  i  au  plus;  soit  a\ 

le  coefficient  de  --, — ^  dans  cette  différence.  Si  l'on  prend  Xi—  -r-î-t  la 
différence 

du— m  fin—m  —  l 

F<^)-^.  ^;r:^  [F,(>')l-X,  ^^^,:^^  [F.(^)] 

sera  d'ordre  n  —  2  au  plus.  En  continuant  de  la  sorte  on  voit  que  l'on  peut 
déterminer  de  proche  en  proche  les  coefficients  Xo,  X|,  . . .,  \n-m  àt  façon 
à  obtenir  une  identité  de  la  forme 

(28)  F(.x)-G[F,(^)|=F,(>'), 

Fj(^)  étant  au  plus  d'ordre  tn  —  i,  et  cette  opération  est  tout  à  fait  ana- 
logue à  la  division  de  deux  polynômes  algébriques. 

Gela  posé,  supposons  que  l'on  veuille  obtenir  les  intégrales  communes 
aux  deux  équations  linéaires 

(•29)  F(j^)=o,         F,(j^)  =  o; 

ridentité  (28)  prouve  que  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  les  intégrales 
communes  aux  deux  équations  Fi(j')  =  o,  Fî(  y)=  o.  Si  Fj(^)  n'est  pas 
identiquement  nul,  on  pourra  recommencer  les  mêmes  opérations  sur  ^\{y) 
et  Fj(^),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  deux  polynômes 
consécutifs  F>t_,(^)  et  ¥k{y)  tels  que  l'on  ait  ^k-\(y)  =  ^k-\[^\{y)]' 
Ce  dernier  polynôme  symbolique  ¥k{y)  est  l'analogue  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  :  toutes  tes  intégrales  communes  aux  deux 
équations  ('29)  satisfont  à  Inéquation  linéaire  F>i.(j')=o,  et  inverse- 
ment. Lorsque  ¥k(y)  esr  de  degré  zéro,  les  deux  équations  n'ont  pas 
d'autre  intégrale  commune  que  la  solution  banale  j^  =  o. 

Si  dans  la  relation  (28)  ^^iy)  est  nul  identiquement,  l'équation  F(^)  =0 
admet  toutes  les  intégrales  de  Fi  (  j')  =  o;  inversement,  pour  que  F(^)  =  0 
admette  toutes  les  intégrales  de  Fi(j^)=o,  il  faut  que  F2(^)  soit  iden- 
tiquement nul,  car  une  équation  linéaire  d'ordre  m  —  1  au  plus  ne  peut 
admettre  loutes  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  m.  On  a 
donc  identiquement  dans  ce  cas 

F(7)=G|F,(^)], 
el,  si  l'on  pose  V\{y)  —  -s,  l'inlégralion  de  F(_^)  =  o  est  ramenée  à  l'in- 
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té^ration  successive  des  deux  équations  linéaires 

G(z)=o,         F,{y)  =  z, 

d'ordres  n  —  m  et  m,  dont  la  deuxième  seule  a  un  second  membre. 

Nous  pouvons  déduire  de  cette  remarque  une  autre  solution  d'un  pro- 
blème déjà  traité.  Supposons  que  Ton  connaisse/?  intégrales  distinctes ^'i, 
yti  '•'iyp{p<in)de  P(y)  =  o.  Nous  pouvons  former  une  équation  linéaire 
d'ordre /?  admettant  ces />  intégrales  (n*  398);  soit  Fi(^)  =  o  cette  équation 
d'ordre />.  On  aura  identiquement  F (^)=  G [F|(^)]  et,  l'équation  G(-«)  =  o 
d'ordre  n — p  étant  intégrée,  on  intégrera  F,(^)=  z  par  des  quadratures 
seulement,  puisque  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  F|(^)=  o.  La  réduc- 
tion est  la  même  que  par  la  première  méthode,  mais  le  nouveau  procédé 
est  plus  symétrique. 

MM.  Appell,  Laguerre,  Halphen,  E.  Picard,  et  bien  d'autres  à  leur  suite, 
ont  étendu  aux  équations  linéaires  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des 
racines,  celle  des  invariants,  et  les  théories  si  profondes  de  Galois  relatives 
au  groupe  d'une  équation  algébrique.  La  théorie  des  invariants  est  basée 
sur  cette  remarque  presque  évidente  qu'une  équation  linéaire  et  homogène 
se  change  en  une  nouvelle  équation  de  même  espèce  par  toute  transfor- 
mation telle  que 

t  étant  la  nouvelle  variable  indépendante  et  z  la  nouvelle  inconnue,  quelles 
que  soient  les  fonctions /(/)  et  o(/).  On  peut  utiliser  quelquefois  cette 
transformation  pour  simplifier  une  équation  linéaire.  Par  exemple,  si  l'on 
cherche  à  faire  disparaître  le  coefficient  de  la  dérivée  d'ordre  n  —  i,  on 

trouve  qu'il  suffit  de  poser  y  =  ze  "••  '  ,  en  conservant  la  variable  x. 
Comme  on  dispose  de  deux  fonctions  arbitraires  /  et  cp,  il  semble  qu'on 
peut  en  profiter  pour  faire  disparaître  deux  coefficient*,  mais  cette  réduc- 
tion, possible  en  théorie,  est  le  plus  souvent  illusoire.  Par  exemple,  on 
peut  toujours  choisir  les  fonctions^  et  ©  de  façon  à  ramener  une  équation 
linéaire  quelconque  du  second  ordre  à  la  forme  réduite  ^"  =  0,  mais  la 
détermination  effective  de  ces  fonctions  offre  les  mêmes  difficultés  que  le 
problème  lui-même  de  l'intégration. 

402.  Équation  adjointe.  —  Lagrange  a  étendu  comme  il  suit  aux  équa- 
tions linéaires  la  théorie  du  facteur  intégrant»  Soit  F(^)  une  fonction 
linéaire  de  y  et  de  ses  dérivées 

ao,  ai,  ...,  a„  étant  des  fonctions  quelconques  de  a?,  et  y' y  y".  ...,^^*' 
désignant  les  dérivées  successives  de  y.  Proposons-nous  de  déterminer 
une  fonction  >5  de  j?  de  telle  façon  que  le  produit  zF(^y)  soit  la  dérivée  par 
rapport  à  x  d'une  autre  fonction  linéaire  de  y  et  de  ses  dérivées,  jusqu'à 
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celle  d'ordre /i — i.  La  formule  générale  d'intégration  par  parties  (I,  n"85) 
appliquée  à  chacun  des  termes  du  produit  zF(y)^  nous  donne 


/ 


z 


(3o) 


d  [  .,        d   ^        .     ,     „  d»-Hatz)'] 


^  [a,i_,5^]-!-7G(«), 


où  Ton  a  posé 

Si  nous  désignons  par  ^(y,  z)  l'expression  bilinéaire  par  rapport  à  y 
et  à  ^,  et  à  leurs  dérivées,  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (3o),  on  peut  écrire  cette  relation  sous  la  forme  abrégée 

de  sorte  que,  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  y  et  z,  le 
binôme  zF(y)  — yG(z)  es!  la  dérivée  de  ^'{y,  s).  Cela  posé,  si  l'on  prend 
pour  z  une  intégrale  de  Téquation  G(z)=o,  le  produit  zF(y)  est  la 
dérivée  d'une  expression  de  môme  forme,  linéaire  par  rapport  à  y^ 
y\  ...,  y^'^~^\  et  l'équation  F(^)  =  o  est  équivalente  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  n  —  i 

(33)  W(y.z)  =  C, 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  M^^  la  fonction  indéterminée  >8  par  l'in- 
tégrale en  question.  Or  l'équation  G(2)  =  o  est  également  une  équation 
linéaire  d'ordre  n;  on  l'appelle  Véquation  adjointe  de  F(y)  =  Oj  et  le 
polynôme  symbolique  G(z)  est  le  polynôme  adjoint  de  F{y). 

On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  une  intégrale  de  l'équation  adjointe, 
l'intégration  de  l'équation  proposée  est  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  d'ordre  n —  1,  avec  une  constante  arbitraire  pour  second 
membre.  Si  l'on  connaît  p  intégrales  distinctes  ^j,  >5j,  ..  ,y  Zp  de  l'équa- 
tion adjointe,  toute  intégrale  de  l'équation  proposée  satisfait  à /i  relations 
de  la  forme 

(34)  W(y,z,)  =  Cu      ^^(7,5,)  =  C„       ...,      ^(y,Zp)  =  Cp, 

Ct,  Cl,  ...,  Cp  désignant  p  constantes.  Entre  ces  p  équations  on  peut 
éliminer  les  dérivées  y^"~^\  y''^''^^  -  - -,  y^^-P-*-^\  ce  qui  conduira  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n — /?,  avec  un  second  membre  dépendant 
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de  p  constantes  arbitraires  Cj,  Cj,  ...,  Cp,  En  particulier,  si /?  =  /i,  c'est 
à-dire  si  Ton  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation  adjointe,  on  pourra 
résoudre  les  n  équations  (  34  )  par  rapport  à  y^  y\  . . . ,  y^"-^K  et  l'on  aura 
l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sans  aucune  quadrature. 

Il  existe,  entre  les  intégrales  des  deux  équations  ¥{y)  =  o,  G(5)  =  o, 
des  relations  remarquables  que  nous  ne  pouvons  développer  ici  (*).  Nous 
nïontrerons  seulement  qu'il  y  a  réciprocité  entre  ces  deux  équations; 
d'une  façon  plus  précise,  si  Giz)  est  le  polynôme  adjoint  de  F(^),  inver- 
sement ¥{y)  est  le  polynôme  adjoint  de  G{z^.  Soit  en  effet  I**i(^)  le 
polynôme  adjoint  de  G(>5);  on  a  entre  Fi(^)  et  G(  5)  une  relation  de 
même  forme  que  la  relation  (32) 

(39.  bis)  yG{z)-  zF^iy)  =  ^  l^'xiy.  z)]; 

en  ajoutant  les  relations  (39.)  et  (39.  6/5),  il  vient 

z[F(y)^FUy)]=  ^[^(r»s)-^V.(r>^)]- 

Si  F(^)  —  F|(^)  n'était  pas  nul,  le  produit  z[F(y)  —  Fi(^)]  serait 
la  dérivée  d'une  fonction  renfermant  z  et  quelques-unes  de  ses  dérivées;  or, 
la  dérivée  d'une  fonction  renfermant  .5,  z\  ...,  z^p^  renferme  toujours 
au  moins  une  dérivée  de  -3,  à  savoir  la  dérivée  z^p-*-^K  l-a  relation  précé- 
dente n'est  donc  possible  que  si   Fi(^)  est  identique  à  F(^). 
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403.  Équations  à  coefficients  constants.  —  Les  équations  linéaires 
à  coefficients  conslanlsont  été  intégrées  parEuler.  Prenons  d'abord 
une  équation  sans  second  membre 

(35)  F{y)  =^('''H-a,^^«-»'-r-...-+-a«_,y-ha„^  =  o, 

où  ai,  «2)  •••>  ^/i  sont  des  constantes  quelconques.  D'après  la 
théorie  générale  (n"  397),  toutes  les  intégrales  de  cette  équation 
n'admettent  aucun  point  singulier  à  distance  finie;  ce  sont  des 
fonctions  entières  de  x.  Soit 

{  3^  )  y  =  Co  -r-  Cl    -    H-  C*  -i-  .  .  .  -h  C,n h  .  .  . 

le  développement  en  série  d'une  intégrale;  les  séries  qui  repré- 


(  •  )  Voir  Dahboux,   Théorie  des  sur/aces,  T.  II,  Liv.  IV,  Chap.  V. 
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sentent  les  dérivées  successives  ont  une  forme  analogue.  En  rem- 
plaçant y  et  ses  dérivées  successives  par  leurs  développements  en 
séries  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (35)  et  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  x^  soit  xP^  on 
obtient  la  relation  suivante  entre  n  -4-  i  coefficients  consécutifs  : 


(  37  )         Cn->rp  ^  CL\  Cn+p-\  -H  «t  C,n_;,_i  -t-  ...-+-«„_  i  C p^x  -r-  a,i  Cp  =  O  ; 

si  l'on  y  fait  successivement  />  =  0,1,2,...  on  calculera  de  proche 
en  proche  tous  les  coefficients  C/,,  Cn+i,  .  . .,  au  moyen  des  n  pre- 
miers coefficients  Co»  Ci>  •  •  •  -•  Cn-h>  qui  peuvent  être  pris  arbitrai- 
rement. La  série  (36)  ainsi  obtenue  est  convergente  dans  loul  le 
plan  et  représente  Tintégrale  qui  pour  x  =  o  est  égale  à  Cq,  tandis 
que  les  n  —  i  premières  dérivées  prennent  respectivement  les 
valeurs  Ci,  C2,  .  •  . ,  Cn_i»  pour  j:  =  o.  Nous  allons  montrer  que 
celle  intégrale  s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  exponentielle, 
quand  elle  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme. 

La  relation  (3^)  est  une  formule  de  récurrence  à  coefficients 
constants  qui  \'\e  n  -\-  \  coefficients  conséculifs.  Or  il  est  facile  de 
trouver  des  solutions  particulières  de  cette  relation.  Considérons 
en  efiel  l'équation  algébrique 

(38)  /(r)  -  r«-j-  ai /•«-*-+-  air^-^H- . .  .-h  a„_i/*  -4-  a„  =  o, 

que  nous  appellerons  pour  abréger  Inéquation  caractéristique, 
le  premier  membre y*(r)  élant  \e  polynôme  caractéristique.  Si  r 
est  une  racine  de  cette  équation,  il  est  clair  que  l'on  satisfait  à  la 
relation  (3^),  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'entier/?,  en  posant 
c„i=  r'^.  L'intégrale  particulière  ainsi  obtenue  est  égale  à  e''^,  et 
nous  voyons  que  e''^  est  une  intégrale  particulière  de  Inéqua- 
tion (35)  pourvu  que  r  soit  racine  de  Inéquation  caractéris- 
tique f{r)  =^  o ,  La  vérification  est  immédiate,  car,  si  l'on  rem- 
placer^ par  e'*^  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (35),  le 
résultat  de  la  substitution  est  C-^f^r), 

Lorsque  l'équation  (38)  a  n  racines  distinctes  Tj,  r^^  . .  .,  Tn, 
on  connaît  n  intégrales  particulières  e'''"*,  e''*'**,  ...,  e''*"',  et  par 
suite  une  intégrale 

dont  l'expression  renferme  n  constantes  arbitraires  C« ,  (^27  •  •  •  •  C,,. 
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Celte  formule  (39)  représente  bien  l'intégrale  générale,  car  le 
déterminant  A(e'''^,  e'*'",  . . . ,  e*""*)  peut  s'écrire 


A  =  e"'»'^''»"'"- ••"•■''"'•'" 


'•1 


n 


.w-1 


.n-\ 


.n-\ 


et  le  déterminant  du  second  membre  est,  au  signe  près,  le  produit 
des  diflTérences  r/ —  />. 

Avant  d'étudier  le  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
multiples,  nous  établirons  d'abord  un  lemme.  Faisons  dans  l'équa- 
tion (35)  la  substitution  j^  =  e*^ 5,  a  étant  une  constante  quelconque 
elz  la  nouvelle  inconnue;  d'après  la  formule  de  Leibniz,  nous  avons 


(4o) 


y{p)  ==   cOLX  l 


olPz 


Po^P-y^'^EiLull^P-t^' 


Z^Pi 


1  .a 


) 


en  substituant  ces  valeurs  de  y,  y' ^  y",  ...,  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (35),  e^  se  met  en  facteur  et  il  vient 

G(^)  étant  une  expression  linéaire  à  coefficients  constants  par 
rapport  à  5,  5',  .  .  .,  5^"^  Pour  calculer  les  coefficients  de  G(5), 
observons  que,  si  nous  remplaçons  dans  ^ {y)  les  indices  de  déri- 
vations par  des  exposants,^  étant  remplacé  pary*=  i,le  résultat 
obtenu  est  identique  à  /{y)-  Si  nous  effectuons  les  mêmes  trans- 
formations avec  la  fonction  5,  les  formules  {/\o)  peuvent  s'écrire 
svmboliquement 

yP  =  g ax (d-^  z)P; 

G(z)  peut  donc  aussi  s'écrire,  avec  la  même  notation  symbo- 
lique,/(a -h  5),  et,  en  remplaçant  maintenant  les  exposants  de  z 
par  des  indices  de  dérivation,  nous  voyons  que  la  nouvelle  équa- 
tion en  z  est 

(4i)  F(e^^z)=e^'\/{a)z-hr(oL)z'-i-^^z'-h.,,-^'^'"^^^^  z^n^^=o. 

\  ^    V     /  ,^  I.a.../l  J 

Cela  posé,  soit  r  une  racine  d'ordre y>  de  multiplicité  de  l'équa- 
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tioo  caracléristique;  si  nous  remplaçons  a  par  cette  racine  r  dans 
Téquation  (40»  '^^  coefficients  de  5,  s',  z" ,  . . .,  z^P'^^  sont  nuls 
dans  cette  équation,  et  l'on  obtient  une  intégrale  en  prenant 
pour  z  une  fonction  dont  la  dérivée  p^""'"'^  est  nulle,  c'est-à-dire 
un  polynôme  arbitraire  de  degré  p  —  i .  Par  conséquent,  si  r  est 
une  racine  multiple  d^ordre  p  de  Véquation  caracléristique ^ 
à  cette  racine  correspondent  p  intégrales  particulières  dis- 
tinctes  de  l'équation  linéaire  (35),  e'*-^,  xe^^,  .  . .,  xP"^  e*"^. 

Soient  Ti,  r2,  . . . ,  r^  les  k  racines  distinctes  dey(r)  =  o, 
[Xi,  [JL2,  . .  .,  |Aa  leurs  ordres  de  multiplicités  respectifs  (S[ji|=  /i); 
on  peut,  au  moyen  de  ces  racines,  former  n  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  linéaire.  Ces  n  intégrales  sont  distinctes,  car 
toute  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  ces  n  intégrales 
serait  de  la  forme 

cp,,  cp2,  ...,  <pA  désignant  des  polynômes.  Une  telle  relation  est 
impossible,  lorsque  les  k  nombres  /'i,  r^y  ...,/>  sont  différents. 
Soient,  en  effet,  /i|,  n^-,  . .  .,  /ia  les  degrés  respectifs  de  ces  po- 
lynômes; si  l'un  de  ces  polynômes  était  nul,  il  ne  figurerait  pas 
dans  la  relation  précédente.  En  divisant  par  e'*!^,  on  peut  encore 
écrire  celle  relation 

Ox{x)  -r-  e  ''t-ft^^<:^^(x)  -f-. .  .-4-  e^''k-fx^'^^fç{x)  =  o; 
après  une  première  diffcrenliation,  nous  avons  encore 

<p',(a:)-t-e^'-.-'-«>^[o;(:r)-f-(r,— r,)cp,(ar)]-i-...=  o. 

Le  degré  du  polynôme  qui  multiplie  e^'"»"'*!^^  est  encore  é^al 
à  /i2j  et  de  même  pour  les  autres.  Après  avoir  différentié  (/i|  -|-  i) 
fois,  on  aura  donc  une  relation  de  même  forme  que  la  relation 
d'où  Ton  est  parti,  avec  un  terme  de  moins 

les  A:  —  i  nombres  ^2,  •  . . ,  s/,  élant  différents,  et  tj/2,  ^9,   . .  . ,  '^i/fr 
étant  des  polynômes  de  degré  /i2,  n^^  . . .,  /i*  respectivement. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  finirait  par  arriver  à  une  relation 
de  la  forme  e^^Tz(x)-=  o,  t^{x)  étant  un  polynôme  non  identique- 
ment nul,  ce  qui  est  évidemment  absurde.  L'intégrale  générale  de 
G.,  II.  a8 
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Téquation  linéaire  (35)  est  donc  représenlée  par  la  formule 

(42)  j'  =  e'-.^PpL,-iH-<?'-«*P(jL,-i-h...H-é?'"*'P,H_i, 

P|A,-i>   •••)  P|ifc-i  <^lanl  des  polynômes  à  coefficients  arbitraires, 
d*un  dejré  égal  à  leur  indice. 

Si  Téqiiation  caractéristique  a  des  racines  imaginaires,  l'inté- 
grale générale  (4^)  renferme  des  s^'mboles  imaginaires,  mais  on 
peut  faire  disparaître  ces  symboles  lorsque  les  coefficients  a^^ 
aj,  . .  . ,  6Kn  sont  réels.  Dans  ce  cas,  en  effet,  si  réquation/(r)  ^:  o 
admet  la  racine  a  4-  p/au  degré/?  de  multiplicité,  a —  ^Z est  aussi 
racine  au  même  degré  de  multiplicité.  La  somme  des  deux  termes 
de  la  formule  (42)  provenant  de  ces  deux  racines  peut  s'écrire 

««^[(cospa?  -4-  r  sin  ^x)^(x)  -*-(cospa?  —  isin  ^x)W(x)], 

<P{x)  et  W(jc)  l'tant  deux  polynômes  de  degré/?  —  1  à  coefficients 
arbitraires,  on  sous  la  forme  équivalente 

^1  et  W<  étant  aussi  deux  polynômes  arbitraires  de  degré/?  —  i. 

Remarque,  —  Pour  exprimer  l'intégrale  générale  de  Féquation  (35)  au 
moyen  de  la  fonction  exponentielle,  il  faut  d*abord,  comme  on  le  voit, 
résoudre  l'équation /(r)  =  o.  Si  cette  équation  n*est  pas  résolue,  la  rela- 
tion de  récurrence  (37)  permet  toujours  de  calculer  de  proche  en  proche 
autant  de  coefficients  qu'on  le  voudra  de  la  série  entière  qui  représente 
l'intégrale  correspondant  à  des  conditions  initiales  données. 

On  peut  prévoir  le  nombre  de  coefficients  qu'il  suffit  de  calculer  pour 
avoir  la  valeur  de  l'intégrale  avec  une  approximation  déterminée.  Soit  A 
le  plus  grand  des  nombres  i,  |ai|,  ...,  |a/,|,  et  B  le  plus  grand  des 
nombres  |co|,  |ci|,  ...,  |cn-i|;  on  vérifie  aisément  de  proche  en  proche 
que  Ton  a  [c^^-pl  <  B(A/i)A'-t-ï.  Le  module  du  reste  de  la  série  qui  repré- 
sente l'intégrale  à  partir  du  terme  en  x'^-^p  est  donc  moindre  que  la  somme 

de  la  série 

_  f  (  A  n )/»-*-»  p'»-*-/'  (  A  n  )/»-»-*  p»-*-/'-^-»  1 

B  I  •   H ;: -h .  .  .  I , 

L  1.2.  .  .  (/l -h/?)  I  .'2.  .  .  (/l-H/? -1- I)  J 

où  p  =  \x\^  et  par  suite  moindre  que 

B(An)/'+«p«-»-/'     ,  ^ 
I  .'2.  . .  (  /t  -*-/>) 

Considérons  maintenant  une  équation   linéaire  à  coefficients 
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constants  avec  un  second  membre /(x).  On  ptMil  éviter  l'emploi 
des  méthodes  générales  et  trouver  directement  une  intégrale  par- 
ticulière lorsque /(:r)  est  un  polynôme. 

En  effet,  si  le  coefficient  a»  de^  dans  Téquation 

5-^ +  «.  ^;7r±r  ■-••-««-' ^  +  «"^  =  *»^"' +*■  ^'"-' ^- ■  • 

n'est  pas  nul,  on  peut  trouver  un  autre  polynôme  de  degré  m 

qui,  substitué  à  la  place  de  y  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion précédente,  donne  un  résultat  identique  ày(x).  Les  m  4-  \ 
coefficients  c©,  C|,  Co,  . . . ,  c,n  se  déterminent  de  proche  en  proche 
par  les  relations 

V 

rï„c,-+-(/n  —  i)a,i-|C|-»- /?i(  m— i)a;,_jCo=  6j.  .    ., 

où  an  est  par  hypothèse  différent  de  zéro.  Ce  calcul  ne  s'applique 
plus  lorsque  an  =  o.  Pour  plus  de  généralité,  supposons  que  la  dé- 
rivée d'ordre  le  moins  élevé  qui  figure  dans  le  premier  membre  est 

la  dérivée  d'ordre />.  En  prenant  pour  inconnue  auxiliaire  z  =  j-^» 

on  transforme  l'équation  proposée  en  une  équation  linéaire  d'ordre 
n  — />,  011  le  coefficient  de  z  n'est  pas  nul.  D'après  le  cas  qui  vîenr 
d'être  traité,  cette  équation  en  z  admet  pour  intégrale  particulière 
un  polynôme  de  degré  m]  l'équation  en ^  admet  donc  elle-même 
pour  intégrale  particulière  un  polynôme  de  degré  m-^p.  On  déter- 
minera encore  les  coefficients  de  ce  polynôme  par  une  substitution 
directe;  remarquons  que  les  coefficients  de  xP'^  xP^^^  . .  .,  j:,  et 
le  terme  constant  sont  arbitraires. 

Lorsque  le  second  membre  f{x)  est  de  la  forme  e«*P(j?), 
a  étant  constant  et  V{x)  désignant  un  polynôme,  on  ramène  ce 
cas  au  précédent  en  posant  j^=  (?*^z,  ce  qui  conduit  à  l'équation 

Cette  équation  admet  pour  intégrale  particulière,  comme  nous 
venons  de  le  voir,  un  polynôme  donl  on  peut  fixer  le  degré  a 
priori;  l'équation  en  y  admet  donc  une  intégrale  particulière  de 
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la  forme  ^*^Q(^),  Q(^)  étant  aussi  un  polynôme.  Supposons  en 
particulier  que  P(^)  se  réduise  à  un  facteur  constant  G.  Si  a  n'est 
pas  racine  de  Téquation  caractéristique,   Téquation  (43)  admet 

G 
Fintég^rale  particulière    .      >  et  l'équation  en  y  admet  Tîntégrale 

^  J  \   * 

particulière  -j — •  Si  a  est  racine  multiple  d'ordre/?  de  Téquation 

caractéristique,  on  satisfait  à  Téquation  (4^)  en  posant 

ou 

CarP 


et  par  suite  Téquation  en  y  admet  l'intégrale  particulière  -yr-j 

En  vertu  d'une  remarque  générale  (n**399),  on  peut  donc  trouver 
directement  une  intégrale  particulière  toutes  les  fois  que  le  second 
membre  est  la  somme  d'un  produit  d'exponentielles  par  des  po- 
lynômes. Ceci  a  lieu  en  particulier  lorsque  le  second  membre  est  de 
la  forme  cosa.rP(x),  ou  sinaxP(:i:),  car  il  suffit  d'exprimer  cosax 
et  sinax  au  moyen  de  e^-^'  et  de  e~^^K  Une  fois  qu'on  a  reconnu 
par  les  considérations  précédentes  la  forme  d'une  intégrale  parti- 
culière, il  n'est  pas  nécessaire,  pour  calculer  les  coefficients  dont 
elle  dépend,  de  passer  par  toutes  les  transformations  indiquées; 
il  est  souvent  préférable  diî  substituer  directement  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée. 

Exemple,  —  Soit  à  trouver  rintégraie  générale  de  l'équaiion 
(44)  1^  (^)  =  ~7v  — y  ~  ûte*-h  ôc**-h  csîna:-+-^cos2j:, 

ût)  h,  c,  g  étant  constants.  L'équation  caractéristique  r* — i  =  o  admet  les 
racines  simples  -hi,  — i,  -f-«,  — i\  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre  est  donc 

(4J)  ^  =  Ci<?^-H  CjC-*-*- C3  cos:r -h  G*  sino?. 

Nous  avons  ensuite  à  chercher  une  intégrale  particulière  de  chacune 
des  quatre  équations  obtenues  en  prenant  successivement  pour  second 
membre  ac*,  ôe*-*,  csina:,  ^cosaa:.  Gomme  Tunité  est  racine  simple 
dey*(r)  :=  r^  —  1  =  o,  la  première  de  ces  équations  admet  Tinlégrale  par- 
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ticulière  -yrr-r  =  — i — î  a  n'étant  pas  racine  de  i'équalion  /(r)  =  o,  la 
/  (0  4  /v    /         ' 

seconde  équation  admet  l'intégrale  particulière =  — —> 

Dans  la  troisième  équation  P(^)  =  c  %\nx^  nous  pouvons  remplacer  sinâr 

^xi £—xi 

par  : ,  et  nous  avons  à  chercher  une  intégrale  particulière  de 

chacune  des  équations 

or  -t-  «  et  —  i  étant  racines  simples  de  /(r)  =  o,  nous  savons,  a  priori, 

qu'elles   admettent   respectivement   deux    intégrales    particulières   de    la 

forme  M^ce*',  Nxe-^^.  La  somme  de  ces  deux  intégrales  est  de  la  forme 

ar(m  cosic-h  71  sinar),  et  l'on  peut  déterminer  ces  coefficients  m  et /i  en 

substituant  dans  F(^)  et  en  écrivant  que  le  résultat  est  identique  à  c  sinar, 

méthode   qui   évite   l'emploi    du    symbole   i.   On    trouve  ainsi   qu'il   faut 

c 
prendre  m  =  ->    n  =  o.  On  trouve  de  même  que  la  dernière  équation 

F(^)  =  ^cos2ar   admet   l'intégrale   particulière  ■^cos2a:.    En    ajoutant 

toutes  ces. intégrales  particulières  au  second  membre  de  la  formule  (4^); 
on  obtient  l'intégrale  générale  de  l'équation  (44)- 

404.  Méthode  de  D'Alembert.  —  Od  a  proposé  un  grand  nombre 
de  méthodes  pour  intégrer  les  équations  linéaires  à  coefficients 
constants,  en  particulier  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique 
a  des  racines  multiples.  Une  des  plus  intéressantes,  qui  est  appli- 
cable à  beaucoup  de  questions  du  même  genre,  consiste  à  consi- 
dérer une  équation  linéaire,  où  /(r)  -==  o  a  des  racines  multiples, 
comme  limite  d'une  équation  linéaire  où  toutes  les  racines  de 
/{r)  =  o  seraient  distinctes.  D'une  façon  générale,  soit 

/ //.v  «/     N        d^y  d^-^  y  dy 

(46)  F(r)  =  -^+a.^^+...-Ha„_.^  +  a„^  =  o 

une  équation  linéaire  où  les  coefficients  ai,  a^j  •  •  •  ^  an  sont  des 
fonctions  de  x  dépendant  en  outre  de  certains  paramètres  va- 
riables tti,  a2,  . .  . ,  a^.  Supposons  qu'il  existe  une  fonction y(ar,  r) 
jouissant  delà  propriété  suivante  :  pour  q  valeurs  de  r,  dépendant 
des  paramètres  ai,  a2,  .  •  •,  a^,  et  en  général  distinctes,  la  fonc- 
tion/(x,  r)  de  X  est  une  intégrale  de  l'ëquation  (46).  Soient  Ti, 
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/'a,  .  • . ,  Ty  ces  q  valeurs  de  r,  de  lelle  sorte  que  les  fouclions 

forment  q  Intégrales  parliculières  distinctes  de  réqualion  (46) 

lorsque  les  paramètres  ai,  a^,  . .  . ,  a^  sont  quelconques.  Si,  pour 

certaines  valeurs  particulières  de  ces  paramètres,  les  q  valeurs  ri, 

r.j,  . . . ,  Tç  ne  sont  pas  distinctes,  le  nombre  des  intégrales  connues 

est  diminué.  Supposons  par  exemple  que  r^  devienne  égal  à  t\  ;  si  r^ 

est  diflerent  de  Ti,  Téquation  admet  les  deux  intégrales  f{x^  /'i), 

f{x^  Ta),  et  par  suite 

/C.r.  /%)  —  fir,  /•,  ) 

est  aussi  une  intégrale.  Or,  lorsque  i\i  tend  vers  /'i,  la  fonction 
précédente  a  pour  limite  la  dérivée  [/'r(^,  '')]/•,•  Si  une  troisième 
racine  rj  devient  égale  à  Ti,  nous  prendrons  de  même,  en  suppo- 
sant d*abord  /'j  un  peu  différent  de  /'i,  l'intégrale 

('•3— /'i)* 

et  cette  intégrale  a   pour   limite  -  [/^(^,   'Ojr,   lorsque  r^   tend 

vers  Ti .  Le  raisonnement  est  général;  si  pour  certaines  valeurs  des 
paramètres  a, .  • .  . ,  a^,,  k  des  racines  /'i ,  /'a,  . .  . ,  /  ^  sont  égales 
à  Ti,  Téquation  correspondante  (4^)  admet  les  A*  intégrales  par- 
ticulières 

Dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  constants,  les 
paramètres  ai,  a.j,  . .  .,  a^,  sont  les  coefficients  eux-mêmes,  et  la 
fonction  /(a:,  /•)  est  e'*-^.  Nous  retrouvons  bien  les  résultais 
obtenus  directement. 

405.  Équations  linéaires  d'Euler.  —  Les  équations  linéaires 

où  A|,  A.2) A.»  sont  des  constantes,  se  ramènent  aux  précé- 
dentes par  le  cliangement  de  variable  (*)  ^  =  e'.  Nous  avons  en 

(')   Li  théorie  générale  (n*  397)  nous  apprend  que  les   intégrales  de  l'équa- 
tion I  '17)  ne  peuvent  admettre  d'autre  point  singulier  que  x  —  o.  Or  e*  ne  peut 
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effet,  an  observant  que  -7-  =  -« 

'  ^        CtX  X 

dy  ^  dy      dt  _  \   dy  d*  y         \    (d*y       dy\ 

dx  '^  ~di      dx  ~  x'di'         Hx^  ~  ^  \  ~dF  ~'  'Si )  ' 

et  l'on  vérifie  aisément  de  proche  en  proche  que  le  produit  xP  -^^ 

est  une  expression  linéaire  à  coefficients  constants  par  rapport 

d')t     d^  Y  dp  1^  »        m  I» 

à  -^f  -^77»  '">  "TT^'  L'équation  linéaire  proposée  se  transforme 

donc  par  ce  changement  de  variable  en  une  équation  à  coefficients 
constants. 

Il  estinutile,  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  réquation(47), 
d*eQectuer  le  calcul  de  ce  changement  de  variable.  On  sait  en  effet 
que  l'équalion  transformée  admet  des  intégrales  de  la  formée^'; 
Téquation  proposée  admet  donc  elle-même  un  certain  nombre 
d'intégrales  de  la  forme  (e')'"=^''.  En  remplaçant  y  par  x'*  dans 
le  premier  membre  de  Téquation  (47)»  '^  résultat  de  la  substitu- 
tion est  j;''y*(r),  en  posant 

/(r)  =  r(r  — !)...(  r—/i -h  I) 

-h  A I  r  (  r  —  I  ) . . .  (  r  —  /i  -+-  V.  )  -h . . .  -h  A«_i  r  4-  Art . 

Si  l'équation /(/•)=  o,  qui  joue  ici  le  même  rôle  que  l'équation 
caractéristique,  a  n  racines  distinctes  /'i,  /*.»,  ...,  /*«,  l'intégrale 


générale  est 


^  =  Cl  x*'^  -r-  Gta?''«  -♦-...-»-  Grt^'**  ; 


si  r  est  une  racine  multiple  d'ordre  |jl  de /(/•)=  o,  à  cette  racine 
correspondent,  d'après  la  méthode  de  D'Alembert,  les  a  intégrales 
particulières 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (47)  ^st  donc,  dans  tous  les  cas, 
(48)  y  =  x^'  PpL.-t (  Logar)  + . . .  -h  x'k  Pjjn_i(  Log:r), 

Ti,  Tj,  ...,  />  étant  les  k  racines  distinctes  de  y(r)=o,  iX|, 
|i.2,  . . .,  |xa  leurs  ordres  de  multiplicité,  et  Pjj^^_i(Logj:)  étant  un 
polynôme  en  Logj:  à  coefficients  arbitraires,  de  degré  [x/ —  i . 

être  nul  pour  aucune  valeur  de  t;  les  inlégrales  de  l'équation  obtenue  par  le 
changement  de  variable  or  =  e*  doivent  donc  être  des  fonctions  entières. 
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Si  l'on  ajoute  à  l'équation  (47)  ^^  second  membre  de  la 
forrae  j;'"Q(Loga:),  Q  désignant  un  polynôme,  on  démontre, 
comme  pour  les  équations  à  coefncients  constants,  que  l'équation 
obtenue  admet  pour  intégrale  particulière  une  expression  de 
même  forme,  dont  on  peut  calculer  les  coefficients  inconnus  par 
une  substitution. 

406.  ÉSquation  de  Laplac^e.  —  On  peut  quelquefois  représenter  les  inté- 
grales d'une  équation  linéaire  par  des  intégrales  définies,  où  la  variable 
indépendante  figure  comme  paramètre  sous  le  signe  intégral.  Une  des 
applications  les  plus  importantes  de  cette  méthode  est  due  à  Laplace; 
elle  concerne  Téquation 

(49)  F(r)  =  («o-f-^o^)^  -4-(ai-4-6iJ?)   ^,,:^H-...4-(ga-H6^ar)7  =  0, 

dont  tous  les  coefficients  sont  du  premier  degré  au  plus.  Cherchons  à  satis- 
faire à  cette  équation  en  prenant  pour^  une  expression  de  la  forme 

(50)  7=  fze^^dz, 

Z  étant  une  fonction  de  la  variable  z^  et  L  un  chemin  d'intégration  déter- 
miné, indépendant  de  se.  Nous  avons,  d'une  façon  générale, 


dPy 


dxP 

et,  en  remplaçant^  et  ses  dérivées  par  les  expressions  précédentes  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (49))  le  résultat  est 

(5i)  F(7)=   f  Ze^'(P  -h  QT)dz, 

en  posant  pour  abréger 

P  =  ao 'S'*  -H  «1  «""*  + . . . -f-  an-iz  -+■  Un, 

La  fonction  sous  le  signe    /   dans  la  formule  (5i)  est  la  dérivée  par  rap- 
port à  >5  de  Ze^*Q  pourvu  que  l'on  ait 

(5,)  ^  =  ZP.        O"        ^[Log(ZQ)]  =  £. 


=  jr  e^^9         ,  la  limite  inféri( 


On  tire  de  cette  condition  Z  =  ^  c*^*»         ,  la  limite  inférieure  ^o  n*annu- 


Pif» 
Q 
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lant  pas  (li^:).  La  fonction  Z  étant  ainsi  déterminée,  Tintégrale  définie  (5i) 

«X-l-    / 

est  égale  à  la  variation  de  la  fonction  auxiliaire  V  =  e-^ZQ  =  e  ^ *% 
le  long  du  chemin  L.  Il  suffira  donc,  pour  obtenir  une  intégrale  de  Téqua- 
tion  linéaire  |)roposée  (49))  de  choisir  la  ligne  d'intégration  L  de  façon 
que  cette  fonction  V  reprenne  la  même  valeur  après  avoir  fait  décrire  à  % 
la  ligne  L  tout  entière,  et  que  Tintégrale  (5o)  ait  une  valeur  finie  et  diffé- 
rente de  zéro. 

Soient  a,  6,  c,  ...,  /  les  racines  de  Téqualion  Q(x)  =  o.  La  fonction 
auxiliaire  V  est  de  la  forme 

(53)  V  =  c*^+R(5)(^  —  ayi^z  —  6)P  . . .  (5  —  /)>. 

R(-5)  étant  une  fonction  rationnelle  dont  le  dénominateur  n'admet  pour 
racines  que  les  racines  a,  6,  c,  . . .,  /de  Q(a?),  à  un  degré  de  multiplicité 
inférieur  d'une  unité.  Appelons  X,  \li>,  G,  . . .,  les  lacets  décrits  autour  des 
points  a^b^c^  . . .,  dans  le  sens  direct  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et 
Jlo_i,  iJl)-!,  C_i,  ...,  les  mêmes  lacets  décrits  dans  le  sens  opposé.  La 
fonction  V  est  multipliée  par  e^^'a  lorsque  z  décrit  le  lacet  X,  et  par 
^-sic/a  lorsque  z  décrit  le  lacet  X-i,  et  de  même  pour  les  autres.  Il  s'ensuit 
que,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  les  lacets  JU,  l)î>,  X-i,  Hiï-j,  successi- 
vement, la  fonction  V  reprend  sa  valeur  initiale.  L'intégrale  définie  (5o), 
prise  suivant  ce  chemin  «AoilliX-tlili-i,  n'est  pas  nulle  en  général;  elle  donne 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée.  En  associant  2  à  2  les /> 

points  a,  6,  c,  . . . ,  /  de  toutes  les  manières  possibles,  on  obtient  ^- 

intégrales  qui  se  réduisent  en  réalité  à  /?  —  i  intégrales  distinctes. 

On  n'a  pas  ainsi  n  intégrales  particulières.  Pour  en  obtenir  d'autres,  on 
cherche  des  lignes  L  terminées  à  leurs  deux  extrémités  à  certains  des 
points  singuliers  a,  6,  c,  ...,  /  et  telles  que  la  fonction  V  s'annule  aux 
«leux  extrémités.  Si  a  est  une  racine  simple  de  Q(^)  =  o,  la  fonction  Z 
contient  le  facteur  {z  —  a)*~*,  et  l'intégrale  (5o)  ne  pourra  avoir  une  va- 
leur finie  lorsqu'une  des  extrémités  de  la  ligne  L  est  au  point  a  que  si  la 
partie  réelle  de  a  est  positive,  et  dans  ce  cas  V  tend  bien  vers  zéro  en  même 
temps   que   \z  —  a\.   Si   a   est   racine   multiple   d'ordriî  m  de   Q(s)  =  o, 

la  fonction  rationnelle  R(«)  contient  un  terme  de  la  forme ^""" ...  ,  9 

^    '  (^  —  a)"^-^ 

et  pour  être  renseigné  sur  le  module  de  V  dans  le  domaine  du  point  z  =  a, 

il  suffit  d'étudier  le  module  de  la  partie  principale  {z  —  a)*c'=~'')'""'.  Soit 

^  —  a  =  p(cosQ -h  i  sinç),  A,„_i  =  A(cosij/ H-  / sinij/),         a  =  a'-Ha'i; 

le  module  de  la  partie  principale  est  égal  à 

^-a'9  pa'  gA  pi— mco«l4;— («— J>91. 

Pour  que  V  tende  vers  zéro  avec  \z  —  a|,  il  suffira  de  faire  décrire  à  z 
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une  ligne  telle  que  Tangle  9  de  la  langenle  avec  Taxe  réel  vérifie  la  con- 

dition  cos[<j;  — {m —  i)o]<o;  on  prendra  par  exemple  ^  =  ~ • 

Si  Tangle  cp  a  élé  pris  de  cette  façon,  le  produit  Ze^'  tend  aussi  vers  zéro 
avec  \z  —  a\.  Opérant  de  même  avec  les  autres  points  6,  c,  ••«,/,  on  voit 
que  l'on  peut  déterminer  de  nouvelles  lignes  L,  fermées  ou  non,  donnant 
d'autres  intégrales  particulières. 

Enfin,  on  peut  prendre  aussi  pour  lignes  d'intégration  des  courbes  s'éloi* 
gnantà  l'infini.  On  est  encore  amené  à  déterminer  une  courbe  L  ayant  une 
branche  infinie  telle  que  la  fonction  V  tende  vers  zéro  lorsque  le  point  z 
s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  branche.  Si  par  exemple  la  fraction  ration- 

nelle  R(^)  est  nulle,  et  si  l'argument  de  x  reste  compris  entre  o  et  -»  il 

suffira  de  faire  décrire  à  z  une  branche  infinie  asymptote  à  une  direction 

faisant  un  angle  -7-  avec  l'axe  réel. 

Laissant  de  c6té  ces  généralités  (>),  considérons  en  particulier  l'équa- 
tion de  Bessel 

(54)  ^__+^^„^,)^^.^^  =  „. 

OÙ  n  est  une  constante  donnée.  On  a  ici 

P  =  (-1/1 -M  )z,         Q  =  n-^2 


et  par  suite 


I  1 


L'intégrale  définie 


(55)  y  =   f  e^^ii-i-z*')" 


1 


est  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (  54),  pourvu  que  la  fonc- 


1 

n-f-r 


tion  e2*(  I  H-  «î)  î  reprenne  la  mém3  valeur  aux  deux  extrémités  de  cette 
ligne.  On  peut  prendre  d'abord  une  suite  de  deux  lacets  décrits,  le  pre- 
mier dans  le  sens  direct  autour  du  point  z  =■  -h  ij  le  second  dans  le  sens 
inverse  autour  du  point  ;;  =  —  e.  Pour  second  contour  d'intégration  on 
peut  prendre  ensuite  une  ligne  entourant  l'un  des  points  singuliers  d=  i\ 
et  ayant  deux  branches  infinies  avec  une  direction  asymptotique  telle 
que  la  partie  réelle  de  zx  tende  vers  —  oc. 

La  partie  réelle  de  la  constante  n  peut  éire  supposée  positive  ou  nulle, 
car,  si  l'on  pose^  =  ^   -"z,  l'équation  en  z  ne  diffère  de  l'équation  (54) 


(*)  Voir  un  important  Mémoire  de  M.  Poincark  dans  V American  Journal  of 
Mathematicsy  t.  VIL  . 
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que  par  le  changement  de  n  en  —  n.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  prendre 
aussi  pour  chemin  d'intégration  la  ligne  droite  joignant  les  deux  points  -h  i 
et  —  i;  du  reste  l'inlégrale  ainsi  obtenue  est  identique  à  la  première  à  un 
facteur  constant  près.  Pour  ramener  celle  intégrale  à  la  forme  habituelle 
posons  -3  =  ïV;  elle  devient 


«  — 1 
ou  encore 


1 

n — - 


(56)  y^  i       cosxtix  —  t^)     ^dt. 

Nous  devons  signaler  ici  un  cas  particulier  remarquable,  celui  où  n  est 
la  moitié  d'un  nombre   impair.  Si   n  est  positif,    l'intégrale  (56)  existe 

toujours  et  peut  même  être  calculée  explicitement  puisque  n est  un 

nombre  entier  positif.  Mais,  si  la  ligne  L  est  une  courbe  fermée,  l'intégrale 
définie  (55)  est  toujours  nulle.  Il  semble  donc  que  dans  ce  cas  l'application 
«le  la  méthode  générale  ne  donne  qu'une  intégrale  particulière.  Mais  on  peut 
au  contraire,  dans  ce  cas  en  apparence  défavorable,  exprimer  l'intégrale 
générale  au  moyen  des  fonctions  élémentaires.  Faisons,  en  effet,  la  trans- 
formation inverse  de  la  précédente,  de  façon  que  n  soit  la  moitié  d'un 

nombre  impair  négatif.  Alors  n est  un  nombre  entier  négatif,  et  l'inté- 
grale définie  (55)  prise  le  long  d'une  ligne  fermée  quelconque  est  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  linéaire  (54).  Kn  prenant  pour  la  ligne  L 
un  cercle  ayant  pour  centre  l'un  des  points  iti  t,  on  voil  que  le  résidu  de 


1 

n — 


la  fonction  «*■«"(  i -+- 5*)  «  relatif  à  chacun  de  ces  pôles  est  une  intégrale 
de  Téquation  linéaire.  Or  il  est  clair  que  le  résidu  relatif  au  pôle  ^  =  -h  i 
est  le  produit  de  e^'  par  un  polynôme,  et  de  même  que  le  résidu  relatif  au 
pôle  z  =z  —  i  est  le  produit  de  e-'*  par  un  polynôme.  Ces  deux  intégrales 
particulières  sont  distinctes,  car  leur  rapport  est  égal  au  produit  de  c"-^ 
par  une  fonction  rationnelle.  Il  est  clair  que  leur  somme  est  une  intégrale 
réelle,  ainsi  que  le  produit  de  leur  différence  par  /. 

Remarque.  —  L'équation  linéaire  à  coefficients  constants  est  un  cas 
particulier  de  l'équation  de  Laplace,  que  Ton  obtient  en  supposant  nul' 
tous  les  coefficients  6/.  Si  l'on  suppose  de  plus  «0=»»  on  a  Q(z)  =  o, 
tandis  que  P(«)  se  réduit  au  polynôme  caractéristique  /(z).  La  méthode 
générale  parait  en  défaut,  puisque  la  formule  qui  donne  l'expression  de  Z 
devient  illusoire.  Mais  il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  reconnaître 
comment  on  doit  modifier  la  méthode.  En  effet  le  raisonnement  prouve 

que  l'intégrale  définie    /     Ze^-^dz  est  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
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lion  linéaire  pourvu  que  l'inlégrale  définie    /    Zf{z)e^^dz,  prise  le  long 

de  la  même  ligne  L,  soit  nulle.  Or,  si  Ton  prend  pour  L  une  courbe  fermée, 
il  suffira  que  le  produit  'Lfiz)  soit  une  fonction  holomorphe  de  z  à  Tinté- 
rieur  de  cette  courbe  Si  donc  T\{z)  désigne  une  fonction  holomorphe 
quelconque  dans  une  région  R  du  plan,  l'intégrale  définie 


prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque  L  située  dans  cette  région, 
est  une  Intégrale  particulière  de  Téquation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants. On  voit  comment  ce  résultat  dû  à  Cauchy  se  rattache  aisément  à 
la  méthode  de  l^aplace. 

Il  est  facile  comme  vérification  de  retrouver  les  intégrales  particulières 
connues.  Soit  z  =  a  une  racine  d'ordre  p  de  Téquation  caractéristique 
f{z)  =  o.  Prenons  pour  ligne  d'intégration  un  cercle  de  centre  a  ne  ren- 
fermant pas  d'autres  racines  def(z)  =  o,  et  soit  n(^)  une  fonction  holo- 

morphe  dans  ce  cercle.  Le  résidu  de  la  fonction     \      —  ou 


/(«)  (z-a)P/i{z) 

est  égal  au  coefficient  de  hP-^  dans  le  développement  du  produit 

suivant  les  puissances  de  h.  Soit 


Ma-^h) 


=  \o  -+-  a;  A  -f- . . .  4-  Ap-i  Ap-*  -h ...  ; 


les  coefficients  Aq,  At,  . . .,  \p~i  sont  arbitraires  puisque  la  fonction  n(^) 
est  une  fonction  quelconque  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a.  Le 
résidu  cherché  est  <lonc  égal  à 

tf«*    Ao —, r  -4- A, —^ r  -f-...-|-  A;^iL 

L        1.2...(/?  — l)  1.2. ..(/?  — 2)  J 

c'est-à-dire  au  produit  de  l'exponentielle  e«'  par  un  polynôme  arbitraire 
de  degré  /?  —  i;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  résultat  connu. 


III.  —  INTÉGRALES  RÉGULIÈRES. 

En  dehors  des  cas  très  élémentaires  que  nous  avons  traités,  il  est,  en 
général,  impossible  de  reconnaître,  d'après  la  forme  seule  d'une  équation 
linéaire,  si  l'intégrale  générale  est  algébrique  ou  peut  s'exprimer  au  moyen 
de  transcendantes  classiques.  On  a  donc  été  conduit  à  étudier  directement 
les  propriétés  de  ces  intégrales,  en  partant  de  l'équation  elle-même,  au 
lieu  de  chercher  à  les  exprimer  (un  peu  au  hasard)  par  des  combinaisons 
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en  nombre  fini  de  fonctions  connues.  Nous  avons  déjà  reconnu  (Ghap.  XV) 
que  la  nature  des  points  singuliers  d'une  fonction  analytique  est  un  élé- 
ment essentiel  permettant  dans  certains  cas  de  caractériser  complètement 
ces  fonctions.  Or  on  connaît  a  priori  (n*  397)  les  points  singuliers  des 
intégrales  d'une  équation  linéaire;  nous  allons  montrer  comment  on  peut, 
dans  un  cas  particulier  étendu  et  très  important,  faire  Fétude  complète 
des  intégrales  dans  le  domaine  d'un  point  singulier. 

107.  Permutation  des  intégrales  autour  d'un  point  critique.  —  Soit  a 
un  point  singulier  isolé  de  quelques-uns  des  coefficients  p^^  pi,  ...,/>;,  de 
l'équation  linéaire 

d"  y  d'^~^  Y  dy 

(57)        F(r^  =-d^^^P^  5x^  +...+/'«-.  -£  +P..y  =  o; 

nous  supposons  en  outre  que  ces  coefficients  sont  uniformes  dans  le  voisi- 
nage. Soient  G  un  cercle  de  centre  a  à  l'intérieur  duquel  />t,  /)j,  ...,/>;, 
n'ont  pas  d'autre  point  singulier  que  a^  et  Xq  un  point  intérieur  à  G 
voisin  de  a.  Toutes  les  intégrales  sont  holomorphes  dans  le  domaine  du 
point  Xii\  prenons  n  intégrales  particulières^!,  y^j  ...,  yn.  formant  un 
système  fondamental.  Si  la  variable  x  décrit  dans  le  sens  direct  un  cercle 
de  centre  a  passant  par  le  point  Xq,  on  peut  suivre  le  prolongement 
analytique  des  intégrales  yx^  y^  .  '",yn  tout  le  long  de  ce  cbemin,  et  l'on 
revient  au  point  ^o  avec  n  fonctions  Yj,  Yj,  ...,  Y„  qui  sont  encore  des 
intégrales  de  l'équation  (Sy);  Y/  désigne  ce  que  devient  yi  après  une 
circulation  autour  du  point  a  dans  le  sens  direct.  On  a  donc,  puisque  Yj, 
Yj,  ...,  Y„  sont  des  intégrales  de  l'équaiion  (37),  n  relations  de  la  forme 

Do  )  \ 

I ....a........ 

Y«=  «//i^l-i- e/z/îj^j-h.  .  .-h  Onnym 

es  coefficients  a/^  étant  des  constantes  qui  dépendent  naturellement 
du  système  fondamental  choisi.  Le  déterminant  A  d'ordre  n,  formé  par 
ces  /i*  coefficients,  est  différent  de  zéro;  en  effet,  s'il  était  nul,  les  inté- 
grales Y|,  Yt,  .. .,  Yrt  ne  formeraient  pas  un  système  fondamental,  et  l'on 
aurait  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants  Gi  Yj h-.,  .-h  G^Y^rr:  o,. 
qui  deviendrait,  après  une  circulation  en  sens  inverse  de  la  première, 

G,^, -T-..  .H- G,;7„  =  o. 

Les  n  intégrales^/  ne  formeraient  donc  pas  un  système  fondamental. 

Les  coclficients  des  formules  (58)  dépendant  du  système  fondamental 
choisi,  il  est  naturel  de  chercher  un  système  particulier  d'intégrales,  de 
façon  que  ces  formules  soient  les  plus  simples  possible.  Gherchons  d'abord 
à  déterminer  une  intégrale  particulière  u  =  Xi^|-t-Xj^i-t-. . .+ X^^^, 
telle  qu'une  circulation  autour  du  point  a  reproduise  celte  intégrale  mul- 
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tipliée  par  un  facteur  constant.  Il  faudra  pour  cela  que  l'on  ait  U  =  iu, 
U  étant  la  valeur  de  u  après  la  circulation,  et  s  un  facteur  constant,  ou 


^  y^n{(ln\y\  -H  «nt^î  —  ...  "H  a„„y„  )  —  f  (X,  7,  -t-  .  .  .  -4-  X„^«)  =  o; 

une  telle  relation  ne  peut  exister  entre  les  n  intégrales  que  si  les  coeffi- 
cients de yx^yti  -  -  -y  yn  sont  nuls  séparément.  Les  n  -4-  i  coefficients  indé- 
terminés, Xi,  Xf,  ....  Xn,  s  doivent  donc  satisfaire  aux  n  conditions 


('iO) 


Xia«i  f-  Xj(at4 —  a)  "i- . . .  -f-  \„ft,it 


—  o, 

:=0, 


Xtfll,, 


^5«î;. 


-h . . .  -h  X„  (  a„„  —  5  )  =  o. 


Comme  Xi,  X},   ...,  a„  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  sans  quoi  Ton 
aurait  a  =0,  on  voit  que  s  doit  être  racine  d'une  équation  de  degré  n 


(60) 


F(s)  = 


an— 5        an 


«/Il 


«la 


«î» 


a 


nn 


—  S 


—  o, 


que  nous  appellerons  pour  abréger  équation  caractéristique;  d'après  une 
remarque  faite  tout  à  l'heure,  celte  équation  ne  peut  admettre  la  racine 
5  =  0,  car  le  déterminant  A  des  n^  coefficients  atk  serait  nul. 

Inversement,  soit  s  une  racine  de  cette  équation;  les  relations  (69)  dé- 
terminent pour  les  coefficients  X/  des  valeurs  non  toutes  nulles,  et  l'inté- 
grale u  =  Xj^j  -h . . .  -+-  X,;^rt  est  multipliée  par  s  après  une  circulation  de 
la  variable  autour  du  point  a.  Cela  étant,  supposons  d'abord  que  l'équa- 
tion caractéristique  ait  n  racines  distinctes  5i,  ^t,  ...,  s,^.  Nous  aurons  n 
intégrales  particulières  ui,  u^,  ...,  Un,  telles  qu'après  une  circulation 
dans  le  sent  direct  autour  du  point  a,  on  ait 


(6i) 


Ui^*lM|,  U,=  5,U,, 


•  •  . , 


Vn=SnU„, 


U/  désignant  la  valeur  finale  de  Ui  après  la  circulation.  Ces  n  intégrales 
wi,  U|,  ...,  Un  forment  un  sj^stème  fondamental.  Supposons,  en  effet, 
que  l'on  ait  une  relation  de  la  forme 


{62) 


Ci  Ml  -h  Cj  Mj  -r-  .  .  .  H-  0,1  u„  =  o, 


les  coefficients  constants  C|,  Cj,  ...,  C/,  n'étant  pas  tous  nuls.  Après  une, 
deux,  ...,  (n  —  1)  circulations,  on  aurait  des  relations  de  même  forme 


(63) 


C,5,W, 

Cis\ui 


CiSfUt       -T-..  .-t-Cn*«M/»        =0, 

C,5|tt,     -t-...-HC„*Ja„     =0, 


C|5?-'  Ml -h  Cjf;-»Mt-h...-h  Grt*s-*u„=  o. 
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Les  relations  linéaires  (62)  et  (63)  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  Ton  a 
en  même  temps  Ci ui  =  Of  ...,  C„Un=o,  car  le  délerminant  correspond 
dant  est  différent  de  zéro. 

Il  est  facile  de  former  une  fonction  analytique  qui  est  multipliée  par  un 
facteur  constant  s  différent  de  zéro  après  une  circulation  autour  du 
point  a.  En  effet,  la  fonction  {x  —  ay  ou  e'*''OR(«»^-«)  est  multipliée  après 
une  telle  circulation  par  c'^""  et,  si  nous  déterminons  r  par  la  condi- 
tion r= ;Lofir(5),  cette   fonction  ix  —  aY  est  bien   multipliée   par  s 

après  une  circulation  autour  de  a;  toute  autre  fonction  a  jouissant  de  la 
même  propriété  est  de  la  forme  (x  —  ayo{x  —  a),  la  fonction  (f(x  —  a) 
étant  uniforme  dans  le  domaine  du  point  «,  car  le  produit  u{x  —  a)-'' 
revient  à  sa  valeur  initiale  après  une  circulation  autour  du  point  a.  L'inté- 
grale Uk  est  donc  de  la  forme 

Uk=  i^'  —  aykoA(x  —  a), 

où  rk=  ;Log(*A),  la  fonction  ©jt  étant  uniforme  dans  le  voisinage  du 

point  a.  Dans  un  cercle  G  de  rayon  R  décrit  du  point  a  pour  centre  et  où 
les  coefficients  />{,  •..,  pn  sont  holomorphes,  sauf  au  point  a,  Tinté- 
grale  Uk  ne  peut  avoir  d'autre  point  singulier  que  a.  11  en  est  donc  de  même 
de  la  fonction  ^k{^  —  <^)i  et  le  point  a  est  pour  cette  fonction  uo  point 
ordinaire  ou  un  point  singulier  isolé.  On  peut  écarter  le  cas  où  le  point  a 
serait  un  p61c.  En  effet,  si  le  point  a  était  un  pôle  d'ordre  m,  comme  l'expo- 
sant rjk  n'est  déterminé  qu'à  un  nombre  entier  près,  on  pourrait  écrire 

Uk=  (^  —  ayk-'n[{x  —  ay*<fji:(x  —  a)], 

et  le  produit  (â7  —  uy"^ki^  —  «)  est  holomorphe  pour  a:  =  a.  Si  le  point  a 
n'est  pas  un  point  singulier  essentiel  pour  ^k{^  —  «)»  on  dit  que  Vinté- 
grale  est  régulière  pour  a?  =  a. 

4M)8^  Examen  du  cas  généraL  —  11  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équa- 
tion caractéristique  a  des  racines  multiples.  Nous  allons  montrer  que  l'on 
peut  toujours  trouver  n  intégrales  formant  un  système  fondamental  et  se 
décomposant  en  un  certain  nombre  de  groupes  tels  que,  ^i,^j,  ...,^p 
désignant  les  p  intégrales  d'un  même  groupe,  on  ait,  après  une  circula- 
tion dans  le  sens  direct  autour  du  point  a, 

(64)   Y,  =  *^i.        Y,  =  5(7,-1-7,),         ...,         Yp  =  5(7^^,-i-7p). 

Les  différentes  valeurs  de  ^  sont  les  racines  de  l'équation  caractéristique, 
et  à  une  même  racine  peuvent  correspondre  plusieurs  groupes  différents. 
Lorsque  les  n  racines  sont  distinctes,  cas  que  nous  venons  d'examiner, 
chaque  groupe  se  compose  d'une  seule  intégrale. 

Le  problème  revient  en  réalité  à  prouver  que  l'on  peut  ramener  la  sub- 
stitution linéaire  définie  par  les  formules  (58)  à  une  forme  canonique  telle 
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que  l'on  vient  de  rindiquer,  en  remplaçant^i,  y^^  ...^yn  par  des  combi- 
naisons linéaires  convenablement  choisies  de  ces  variables.  Le  théorème 
étant  supposé  établi  dans  le  cas  de  n  —  i  variables,  nous  allons  montrer 
qu'il  est  encore  vrai  pour  n. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  au  précédent  paragraphe,  on  peut  toujours 
trouver  une  intégrale  particulière  u  telle  que  Ton  ait  U  =  fJiM.  En  rem- 
plaçant Tune  des  intégrales,  ^1  par  exemple,  par  cette  intégrale  i/,  les  for- 
mules (58)  prennent  la  forme 

Si  dans  les  n  —  i  dernières  formules  nous  négligeons  les  termes  b^u^  ..., 
bn  Uf  ces  formules  définissent  une  substitution  linéaire  portant  sur  les  n  —  i 
variables  ^i,  ^j,  ^^.^yn'  Le  déterminant  A'  de  cette  substitution  à  n  —  i 
variables  n'est  pas  nul,  car  le  déterminant  A  de  la  substitution  linéaire  à/i 
variables  est  égal  à  (lA',  et  ne  peut  être  nul.  Le  théorème  étant  admis 
pour  n  —  I  variables,  supposons  cette  substitution  auxiliaire  ramenée  à  la 
forme  canonique  Cela  revient  à  remplacer  ^j,  ^j.  .,,,yn  par  n  combi- 
naisons linéaires  distinctes  Z\^  Zt,  ...,  z^^^  telles  que  les  formules  qui 
définissent  la  substitution  linéaire 

Y|  =  biiyi-^.,,-^binyn        (i:=  2,  3,  ...,  n) 
soient  remplacées  par  un  certain  nombre  de  groupes  de  formules  telles  que 

Zt  =  5Zi,  Zj  =  5(3|  H- ^j),  ...,  Z;,  =  5(5y,_i-f-  -5p). 

Si  Ton  effectue  la  même  transformation  sur  les  formules  (65  )  il  faudra 
évidemment  ajouter  aux  seconds  membres  des  formules  précédentes  des 
termes  renfermant  u.  Autrement  dit,  nous  pouvons  trouver  n  —  i  inté- 
grales formant  avec  u  un  système  fondamental,  et  se  partageant  en  un 
certain  nombre  dégroupes  tels  que  l'on  ait,  pour  les  intégrales  Zi,  Sj.  ..., 
Zp  d'un  seul  groupe, 

(66)  Zi  =  5-5,-1- K,w,     Zj  =  f(^,-h-5j)-+-KiW,     ...,    'Lp  —  s{Zit-x-\-Zp)-^}^i,u^ 

Kl,  Ks,  ...,  Kp  étant  des  constantes.  Nous  allons  d'abord  chercher  à  faire 
disparaître  le  plus  qu'on  pourra  de  ces  coefficients.  Posons  pour  cela 

1*1=  Si  H- Xi  M,         W2  =  ^t-+-^2M,         ...»         Mp  =  ^pH-X,>M, 

Xi,  Xj,  ...,  Xp  étant/)  coefficients  constants.  Un  calcul  facile  montre  que 
l'on  a  pour  ces  nouvelles  intégrales, 

(  Ui  =  *Mi-h  [Ki-h  (u  —  5)Xi]w, 

/67)     ' 

/  U/  =  5(w/_i-»- u/)-i-[K/-h(|x  — 5)X/  — *X/_,]a,         t>i; 
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cela  posé,  si  ^x  —  s  n'est  pas  nul,  on  peut  choisir  X|,  Xj,  ...,  Xp  de  façon 
que  les  coefficients  de  u  dans  les  seconds  membres  soient  nuls,  et  Ton  h 
pour  les  nouvelles  intégrales  Ui, 

La  substitution  subie  par  ce  groupe  d'intégrales  après  une  circulation 
autour  de  a  est  de  la  forme  canonique.  Si  fx  =  5,  comme  s  ne  peut  être  nul, 
on  peut  choisir  X|,  Xj,  . . .,  Xp_|  de  façon  à  faire  disparaître  les  coefficients 
de  u  dans  les  expressions  de  Ut,  U3,  ...,  Dp.  Mais  on  peut  avoir  plusieurs 
groupes  de  variables  Z(  subissant  une  transformation  de  forme  canonique 
pour  laquelle  la  valeur  de  s  est  égale  à  fju  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'il  y  ait  deux  pareils  groupes,  comprenant  respectivement  p  et  g  va- 
riables. Après  le  changement  de  variables  qui  précède,  les  substitutions 
subies  par  ces  deux  groupes  sont  de  la  forme 

(J)    \Ji  =  sui-^KiUy         Vi  —  s(Ui-i-  Ui),        ...,        l]f,  =  s(up-h  Up-i), 

Si  K|=Ks=o,   l'on    a   trois  groupes  d'intégrales  w,  (w,,   Wj»    •.•?   ^p)i 

(u\y  M,,  . . .,  u'fj)  subissant  une  substitution  de  forme  canonique.  Soit/»^  q; 

K' 
si  Kl  n'est  pas  nul,  en  posant  p/=  a'/—  -rA  w/,  le  second  groupe  d'inlé- 

grales  est  remplacé  par  un  groupe  de  q  intégrales  p/ subissant  une  substi- 

K  u 
tution  de  forme  canonique,  et  en  posant  ensuite  Wo=  — - — >  les  {p  ■+■  1)  in- 

tégrales  Uq^  i/i,  . ..,  Up  forment  un  seul  groupe  subissant  une  substitution 

k;  u 

de  forme  canonique.  Si  Ki  =  o,  K',  n'étant  pas  nul,  en  posant  Uq  =  — - — > 

on  a  deux  groupes  d'intégrales  (ui,  aj,  ...,  W/>),  (wq,  u',,  ...,  a,/)  subis- 
sant une  substitution  de  forme  canonique.  Le  théorème  énoncé  est  donc 
général. 

U  nous  reste  à  trouver  une  forme  analytique  propre  à  mettre  en  évidence 
la  loi  de  permutation  des  intégrales  d'un  même  groupe  après  une  circu- 
lation autour  du  point  a.  Soient  ^1,^1,  ...,^/i  ^^  groupe  d'intégrales 
subissant    la    permutation    (64);   posons  jrj^.=i  (^x  —  ayz/,,   r  étant  égal 

à .  Log*.  Les  p  fonctions  5i,  «j,  .. .,  s»  doivent  être  telles  que  Ton  ait 

Z|— 5i,       Z2  ~  3i -+- 3*,  ...,         'Lp-=^Zp   \-\- Zp, 

La  fonction  z^  doit  donc  olre  une  fonction  uniforme  fi(a:  —  a)  dans  le 
domaine  du  point  a.  Quant  à  la  fonction  z^^  on  déduit  des  égalités  précé- 

dentés  =^  =  —  -h  1  ;  la  différence  — :Lo"r(^  —  a)  est  donc  une  fonc- 

Zt  5i  5i  XTIt         ° 

tion  uniforme  '\\{^x  —  a),  et  l'on  a  aussi 

-«1  =  — -:.Log(ar  — a)c)|(a:  — a)-H  Vî(J^  — a), 
G.,  IL  79 
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Oi(â7  —  a)  étant  encore   une  fonclion   uniforme.   D'une   façon  générale, 

•.   1^  /-\  I            .•         t(t  —  i). ,  .{t  ^k  -^  i)     ....  . 

soil  Tk{t)  le  quotient -^^ j f  ^  désignant  un  nombre 

I  •  '2  •  «  .  A' 

entier  positif;  un  calcul  facile  montre  que  l'on  a  Tjt(/-+-  i)  =  T^(/)H-Tjt_i(/j. 
8i  donc  Ton  remplace  t  par  ; — ;  ^-o*^{x  —  a),  les  fonctions  obtenues 


(,\   — .  Log(  j-  -  a)    = 


sont  telles  que,  après  une  circulation  de  la  variable  x  autour  du  poinl  a, 
Sjic  se  change  en  O^-hO^-i.  On  en  conclut,  en  raisonnant  de  proche  en 
proche,  que  les  n  fonctions  Zx^  Zt,  . . .,  Zp  sont  de  la  forme 

3j  =  8|0|(:r  —  a)  -HQj(a:  —  a), 


^^=e;,-iOi(j:  — a)H-e^_î<pi(2r  —  a)  -+-...-+-0^(0:  — a), 

les  fonctions  <pi,  91,  ...,  cp;>  étant  uniformes  dans  le  domaine  du  pointa. 
Une  iniégrale  quelconque  appartenant  au  groupe  d'intégrales  considéré 
est  donc  de  la  forme 

m»^     i  ^=(.r  — a)'*jtVo(^  — a)H-4'i(.^  — «)Log(^  — «)-^... 

^     ^    !  -4/,(.r^a)[Log(x-a)]*j, 

le  nombre  entier  frétant  au  plus  égal  kp —  i  et  les  fonctions  ^ot  ^'i»  •  -'t  ^p-i 
étant  des  fonctions  uniformes  dans  le  domaine  du  point  a,  qui  s*expriment 
linéairement  au  moyen  des  fonctions  ^i,  ^s,  ...,  cp^.  Si  le  point  a  nesi 
lin  point  singulier  essentiel  pour  aucune  des  fonctions  ^/,  on  dit  que 
l'intégrale  (68)  est  régulière  pour  a:=a.  D'après  une  remarque  déjà 
faite,  on  peut  alors  supposer  que  toutes  ces  fonctions  ^/  sont  holomorphe*» 
pour  ^  =  a,  en  remplaçant  r  par  un  autre  exposant  qui  n'en  diffère  que 
(l'un  nombre  entier. 

409.  Théorème  de  M.  Fuchs.  —  On  doit  à  M.  Fuchs  d'avoir  établi  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation  linéaire  admette 
dans  le  domaine  d'un  point  singulier  a  un  système  de  n  intégrales  dis- 
tinctes, toutes  régulières.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  Jaut  et  il  suffit  que 

le    coefficient  pi  de     ,  ^^_.    dans  l'équation   {5y)  soit  de   la  forme 

(x  —  a)-'P(j7  —  a),  la  fonction  V{x  —  a)  étant  holotnorphe  dans  le 
domaine  du  point  a. 

Si  P(o)  n'est  pas  nul.  le  point  a  est  un  pôle  d'ordre  *  pour  /?/.  Mais, 
si  P(o)  =  o,  le  point  a  est  un  pùle  d'ordre  inférieur  à  i\  il  peut  môme 
arriver  que  le  point  a  soit  un  point  ordinaire  pour  quelques-uns  des  coeffi- 
cients /?/.  On    peut  encore  énoncer  les    conditions  précédentes  comme 
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il  suit  :  L^équation  linéaire  doit  être  de  la  forme 

!d'*  Y  d^-^y 

P|»  Pj»  •••»  P/»  étant  des  fonctions  holoniorphes  dans  le  domaine  de  a. 
Ce  théorème  étant  admis,  nous  montrerons  simplement  comment  on 
peut  déterminer  pour  une  équation  de  cette  espèce  les  racines  de  l'équa- 
tion caractéristique.  Soit  s  une  racine  de  celte  équation  et  r  une  détermi- 
nation de  ;  Log5.  D'après  ce  qu'on  a  remarqué,  on  peut  choisir  cetttî 

détermination  de  r  de  façon  que  Féquation  admette  une  intégrale  de  la 
forme  (a?  —  a)''r^{x  —  a),  cp(ar — a)  étant  une  fonction  holomorphe  qui 
n'est  pas  nulle  pour  j7  =  a.  Soit 

(70)  ^  =  Co(ar  —  a)'*-»-c,(j-  — a)'-^-»-^  ...         (cq  ?»^  o). 

le  développement  de  cette  intégrale;  en  substituant  ce  développement  à  la 
place  de  y  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (69),  le  coefficient  du 
terme  de  degré  le  moins  élevé,  c'est-à-dire  du  terme  de  degré  r  en  (j?  —  a), 
doit  être  nul,  ce  qui  conduit  à  l'équation 

,     X     {\y{r)  =  r{r-\)..Ar  —  n-^i) 

^^  '     \  -H  Pi  (a  )r(/— !)...(/• —  /i  -+-->.)  H-...-}-  P„(rï)  =  o. 

Cette  équation  est  Véquation  déterminante  fondamentale  relative  au 
point  a;  si  r  est  une  racine,  s  =  e^'^^''  e^l  une  racine  de  réquation  carac- 
téristique. On  voit  que  l'équation  caractéristique  aura  des  racines  mul- 
tiples si  l'équation  D(r  )  =  o  a  des  racines  qui  ne  différent  que  d'un  nombre 
entier.  Ne  pouvant  entrer  ici  dans  l'étude  du  cas  général,  j'indiquerai 
rapidement  la  discussion  lorsque  l'équation  est  du  second  ordre.  Sup- 
posons, pour  simplifier  l'écriture,  a  =  o,  et  considérons  l'équation  du 
second  ordre 

(  72)  x-y  -¥■  x[aii-{-  axx  -\~, .  n\y  \-\bQ-\r  bxX  -^,  ,,]y  =  o, 

les  coefficients  de  xy'  et  de  y  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans 
le  domaine  de  l'origine.  Si  nous  substituons  à  la  place  de  y  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  précédente  un  développement  de  la  forme  (70), 
où  l'on  fait  a  =  o,  le  coefficient  de  x''  est,  après  la  substitution, 

[r(r  —  i)  -h  a^r   h  6o]co. 

Comme  par  hypothèse  le  premier  coefficient  Cq  n'est  pas  nul,  on  doit 
prendre  pour  r  une  racine  de  l'équation  du  second  degré 

(73)  D(r)  =  r(r  — 1)  -HCTor-h  Au  =  o. 
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Ayanl  pris  pour  r  une  racine  de  cette  équation,  on  peut  choisir  Co  arbi- 
trairement; nous  prendrons  par  exemple  Co=:.  Le  coefficient  de  x^^v 
après  la  substitution  est  de  même 

Fêtant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  en  Cq,  C|,  ...,  Cp— i,  ao,  aj,  ....Op, 
60,  bu  •  •  •!  bp.  Faisant  successivement  p  =  i,  a.  3,  . . . ,  on  pourra  calculer 
de  proche  en  proche  les  coefficients  successifs  Ci,  Cj,  . . .,  c»,  . . .,  à  moins 
que  D(r-h/))  ne  soit  nul  pour  une  valeur  positive  de  l'entier />,  cVst- 
à-dire  à  moins  que  Têquation  (78)  n'admette  une  seconde  racine  r' égale 
à  la  première  r,  augmentée  d'un  nombre  entier  positif.  Laissant  ce  cas  de 
côté,  nous  obtiendrons  une  intégrale  particulière  représentée  par  une  sénV 
de  la  forme  (70),  et  convergente  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine (>).  Si  l'équation  D(/-)  =  o  admet  deux  racines  distinctes  r,  r',  dont 
la  différence  n'est  pas  un  nombre  entier,  la  méthode  précédente  peimet 
d'obtenir  deux  intégrales  distinctes,  et  l'intégrale  générale  est  représentée 
dans  le  domaine  de  l'origine  par  la  formule 

(74)  y  =  G,^'-ç(j')  4-  Ciar'^iK^r), 

<p(27)  et  ^{x^  étant  deux  fonctions  holomorphes  qui  ne  s'annulent  pas 
pour  jr  =  o. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  les  deux  racines  de  l'équation  (78)  sont 
égales  ou  si  leur  difl*érence  est  un  nombre  entier.  Soient  r  et  r — /?  ces 
deux  racines,  p  étant  un  nombre  entier  positif  ou  nul.  Nous  pouvons 
toujours  obtenir  une  première  intégrale  de  la  forme  j^i  =  :r'*©(ar).  Une 
seconde  intégrale^!  est  donnée  par  la  formule  générale  (28)  qui  devient  ici 

la  somme  des  racines  de  l'équation  (73),  ou  i~  ao,  est  égale  dans  ce  cas 
à  ir  — p  :  on  a  donc  «o  =  />-+-  '  —  ar  et,  par  suite, 

P(x)  étant  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  de  l'origine  qui  n'est 
pas  nulle  pour  x  =  o.  La  seconde  intégraient  a  donc  pour  expression 

Ç>(.r)dx 

yi 


■ 


Q(x)  étant  une   fonction    holomorphe,   différente  de  zéro  pour  x  =  o. 


(  '  )  La  convergeltee  s'établit  par  la  méthode  habituelle  des  fonctions  majorantes, 
et  nous  renverrons  pour  ce  point  aux  Mémoires  de  M.  Fuchs  ou  à  la  Thèse  de 
M.  Tannery. 
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Soit  A  le  coefficient  de  xp  dans  Q(^);  nous  voyons  encore  que  l'inté- 
grale yt  est  de  la  forme 

y^  =  x'-oix)  I  A  Logar  -h  ^^i;^  J 

=  x''-P^(x)  -h  kx^^(x)  Logj^, 

^{x)  désignant  une  nouvelle  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Ce  résultat  est  bien  conforme  à  la  théorie  générale.  Gomme  cas 
particulier,  il  peut  se  faire  que  Ton  ait  A  =  o;  Tintégrale  générale  ne  ren- 
ferme pas  alors  de  logarithme  dans  le  domaine  de  Torigine.  Mais  il  est  à 
remarquer  que  cette  circonstance  ne  se  présente  jamais  lorsque  p  =  o 
[puisque  Q(o)  n'est  pas  nulj,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  (73)  a  une 
racine  double. 

410.  Équation  de  Gauss.  —  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation 

(75)  ^{i  — ^)y-^[Y  —(2  -^  ?  -^- 1)^1/  —  a?r  =  Oi 

où  oe,  p,  Y  ^^"^  ^^^  constantes.  Les  points  singuliers  à  distance  finie 
sont  X  =■  o  et  07  =  1.  L'équation  déterminante  relative  au  point  x  =  o 
est  r(r  -H  Y  —  i)  =  o  et  admet  les  deux  racines  r  =  o,  r  =  i  —  y-  Si  Y  "'est 
ni  nul  ni  égal  à  un  nombre  entier  négatif,  il  résulte  de  la  méthode  précé- 
dente que  l'équation  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Pour  déterminer  cette  intégrale,  substituons  dans  Téquation  la 

série 

j^  =  Cq-I-  Cl  jr-f". ,  .-h  CnX^  -h. . . 

et  égalons  à  zéro  le  coefficient  de  x'*'^;  nous  obtenons  une  relation  de 
récurrence  entre  deux  coefficients  consécutifs 

/i(Y-I-  /i~i)c„=(a  -+-  n  — i)(P  -h  n  — i)c,,_,, 

ce  qui  nous  donne  pour  l'intégrale  hoKimorphe  la  série 

F(a,  S,  Y,  ^)  =  IH ^-H  -^^ ;  ,       3?'-H.. . 

'^    •  1 .7  i.a-Y^Y  "*"  0 

ou  série  hyper  géométrique  y  qui  est  convergente  dans  le  cercle  F©  de 
rayon  un,  ayant  pour  centre  l'origine.  Pour  avoir  une  seconde  intégrale, 
faisons  la  transformation  y  ^^  x^—tz^  ce  qui  conduit  à  une  équation  de 
même  forme 

.    gv  \   07(1  — ar)«'-h[2    -Y— (a-+-p-h3  — 2Y)^]«' 

^   ^  )  -(a-hi  — y)^^-^-ï-T)'«  =  o, 

ne  différant  de  la  première  qu'en  ce  que  a,  ^,  y  sont  remplacées  respec- 
tivement par  a-Hi  —  y»  ?-*-*  —  Y»  ^  —  T-^*  ^~T  ^^^^  pas  ^^^^  ni  égal  à 
un  nombre  entier  négatif,  l'équation  (70)  admet  donc  la  seconde  inté- 
grale ir«-TF(a  +  i  — Y»  P-'"^  — Y»  ^  ~  Y»  ^)»  ^^  lorsque  y  n'est  pas  un 
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nombre  entier  Tintégrale  générale  est  représentée  dans  le  cercle  Fo  par 
la  formule 

(77)  ^=C,F(a,  p,  Y,  :r)-f-G,x»-YFfa-hi  — Y'  P -H  i  -  y,  2  -  y»  ^)- 

Lorsque  y  est  un  nombre  entier,  la  différence  des  deux  racines  de  Téqua- 
tion  déterminante  est  nulle  ou  égale  à  un  nombre  entier,  et  l'intégrale 
contient  en  général  un  terme  logarithmique  dans  le  domaine  de  l'origine. 
Nous  étudierons  seulement  le  cas  où  y  =  'î  les  deux  intégrales 

F(a,  p,  Y»  ^)y    ^*-YF(aH-  i  — 7,  p  -h  i  —  y»  ^  —  Y^  ^) 

se  réduisent  alors  à  une  seule  F(a,  p,  1,  x). 

Pour  trouver  une  seconde  intégrale,  supposons  d'abord  y  un  peu  différent 
de  l'untté  y  =  i  —  ^»  h  étant  très  petit  :  Téquation  (y5)  admet  les  deui 
intégrales 

F{a,  p,  I  — /i,  T).     Tf'F(aL-h  h,  p -h  A,  H- A,  cr), 

et  par  suite  la  fraction 

xf*F(oL'^  h.  B-4-//.  i-\-  h,  or)—  F(g.  p,  I    -  h.  x) 

'  7i 

est  aussi  une  intégrale.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,  ce  rapport  a  pour 
limite  la  dérivée  du  numérateur  par  rapport  à  A,  où  Ton  aurait  fait  A  =  o. 
La  dérivée  du  facteur  a-'*  nous  donne  un  terme  logarithmique  qui,  pour 
A  =  o,  se  réduit  à  F  (a,  p,  1,  x)  Logor.  Pour  avoir  la  dérivée  d'un  coeffi- 
cient quelconque  <V.r.<  les  deux  séries  par  rapport  à  h,  tel  que  le  coeffi- 
cient 

(g-f-AKa-f-A-t   \)..  .(ol -r-h  -f- /?— iV3 -h  Ayp -f- A -m)...(P -f- A-t-n  -  i) 

1,1. . .  n{\  -h  h){i-\-  h)  , .  .{n-\-  h) 

il  est  commode  de  calculer  d'abord  la  dérivée  logarithmique.  On  trouve 
ainsi  une  nouvelle  intégrale  qui  a  pour  expression 

(  'l'i(ar)  =  F(a,  p,  I,  ^)Log^ 
(78)!  ^.      g(a-f-0...(^a-+-n  —  03(P-4-i)...(3-f-  n  —  i)     ^ 

f  (i.'ji...n)* 

où  Ton  a  posé 

Il  II  I 

A/1  =         -h h  .  .  .  -r- —   H~  ô    -f-  .  .  .  -H   5 — ; — 

a        a -+- I  a  H- n  —  I        p  p  H- n  —  1 

On  pourrait  étudier  de  la  même  façon  les  intégrales  de  Téqualion  de 
Gauss  dans  le  domaine  du  point  ir  =  i,  mais  il  suffit  simplement  de  remar- 
quer que,  quand  on  remplace  x  par  i  —  a?,  l'équation  ne  change  pas  de 
forme;  seulement  y  est  remplacé  par  a  -h  P  -h  1  —  Y-  L'intégrale  générale 
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est  donc  reprcsenice,  dans  le  ccrcl<*  Tj  de  rayon  un  dêcril  du  point  or  =  i 
pour  centre,  par  la  formule 

.     ^'  =  C,F(a,  p,  a-+-p-hi-Y»  ï--^) 

-h  C,(i  — a:)Y-a-fiF(Y  — a,  Y  — P»  Y -♦-»  —  «  — Pî  i~^), 

pourvu  que  y  —  « — P  ne  soit  pas  un  nombre  entier. 
Afin  d*éludicr  les  intégrales  pour  les  valeurs  de  x  démodule  1res  grand, 

on  pose  X  =  -9  et  Ton  est  ramené  à  étudier  les  intégrales  d'une  nouvelle 

équation  linéaire  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Les  intégrales  de  cette 
équation  sont  également  régulières  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  les 
racines  de  Téquaiion  déterminante  sont  précisément  a  et  p.  Si  Ton  pose  à 

la  fois  X  =  -f  y  =  t*z,  l'équation  obtenue  est  encore  de  la  forme*(75), 

mais  p  est  remplacé  par  a  -^  i  —  Y'  ^^  Y  P^**  a  -I- 1  —  p.  L'équation  de  Gauss 
admet  donc  l'intégrale 


X  ap/a,  a-hi  — Y'2-+-»  — ?ij); 


par  raison  de  symétrie  elle  admet  aussi  Tintégrale  qui  se  déduit  de  celle-là 
en  permutant  a  et  p,  et  l'intégrale  générale  est  représentée  à  l'entérieur 
du  cercle  Tq  par  la  formule 

y  -.  C,2r-«F/a,  a  -r- 1  —  y»  ^t  H-  i  —  ?,  -  j 

-hC,ar-?F/?-hi-Y^  P,  p-+-i-a,  pV 

pourvu  que  a  —  p  ne  soit  pas  un  nombre  entier. 

Remarque.  —  Toute  équation  linéaire  de  la  forme 
(79)  {T--a){x  —  b)y-^  {  /.r-r-  m)y-^  ny  —  o, 

où  a,  bj  ly  m,  n  sont  des  constantes  quelconques  (a  ^  6),  se  ramène  à 
l'équation  de  Gauss  par  le  changement  de  variable  x  =  a  -^  {b  —  a)t. 
Pour  identifier  l'équation  obtenue 

/ o   X  ,         .s  ^^'y       / la  ~\-  m        ,  \  dy 

(80)  ,^,-n^-(-^^---^u)^-„y=o 

avec  l'équation  (75),  il  suffit  en  efl'ct  de  poser  y  = r >  cl  de  déter- 

miner  a  et  p  par  les  deux  conditions  a  -4-  p  -f- 1  =  /,  ap  =  71. 

414.  Équation  de  BesseL  —  Considérons  en  particulier  l'équation 
(81)  x(\  —  kx)y''-h  (c — bx)y  ^  ay  =  o 
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qui  admet  les  deux  points  singuliers  x=^o,  x  = -ry  et   que  Ton  peut 

ramener  à  Téquation  de  Gauss  par  le  changement  de  variable  kx  ^  t.  Si 
l'on  fait  tendre  le  paramètre  k  vers  zéro,  tandis  que  a,  bj  c  tendent  vers 

des  limites  finies  A,  B,  G,  le  point  singulier  x  =^  -r  s'éloigne  indéfiniment, 
et  Ton  obtient  à  la  limite  une  équation  linéaire 

(82)  xy-h  (C  —  Ba^)/—  ky  =  o, 

n'ayant  que  le  seul  point  singulier  :r  =  o  à  distance  finie.  Si  B  n'est  pas 
nul,  en  remplaçant  Bx  par  x,  on  est  ramené  à  une  équation  de  même 
forme  où  B  =  i.  Si  B  =  o,  et  A  différent  de  zéro,  on  peut  de  même  sup- 
poser A  =  I.  ftin  définitive,  l'équation  (82)  peut  être  ramenée  à  l'une  des 
deux  formes  ci-dessous 

(83)  ■  ory" -^  {^  —  x)y  —  <xy  =  o, 

(84)  xy-h^y  -y  =  0, 

En  étudiant  les  intégrales  de  ces  deux  équations  dans  le  domaine  de 
l'origine,  comme  on  Ta  fait  pour  l'équation  de  Gauss,  on  est  amené  i 
introduire  les  deux  séries 


^.              .                 a                 a(a-^-i)         , 
G(a,  y,  X)  =  i-\ X  H ; x^ 

J(Y^)  =  I-|--arH 37*  H- . 


•  •  •» 


•  î 


que  l'on  peut  considérer  comme  des  dégénérescences  de  la  série  hyper- 
géométrique.  Si  l'on  remplace,  dans  F(a,  P,  y?  ^)i  la  variable  x  par  kx 

et  p  par  t»  le  coefficient  de  x"^  dans  F  (a,  t>  7,  kxj  a  pour  limite  le 

coefficient  de  x^  dans  G(a,  y,  x)  lorsque  k  tend  vers  zéro.  De  même,  le 

coefficient  de  x"  dans  F(  -r»  t'  Y»  ^*^)  ^  pour  limite  le  coefficient  de  x'* 

dans  J(y,  x)  lorsque  k  tend  vers  zéro. 

Lorsque  y  n'est  pas  un  nombre  entier,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (83)  est  donnée  par  la  formule 

(85)  ^  =  G,G(a,  Y,  ar) -h  G2^'-YG(a -+- i  -  y,  2  —  y,  ar), 
et  de  même  l'intégrale  générale  de  l'équation  (84)  est 

(86)  y  =  Cl  J(y,  ^)  H-  Gjar»-YJ(2  -  y,  t), 

et  ces  formules  sont  valables  dans  toute  l'étendue  du  plan.  Si  y  ^^^  ^^ 
nombre  entier,  l'intégrale  générale  de  Téquation  (84)  renferme  toujours 
un  terme  logarithmique.  Par  exemple,  si  Y  =  '»  ^^  obtiendra  une  inté- 
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grale  différenlc  de  J(i,  x)  en  cherchant  la  limite  pour  A  =  o  du  rapport 

j"^J(  I  -h  h,  x)  —  J(i  —  /i,  X) 

h ' 

ce  qui  donne  pour  expression  de  l'intégrale  générale 

1 

On  peut  ramener  à  Téquation  (84)  une  équation  linéaire  qui  se  présente 
dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Physique  mathématique.  Posons 

dans  l'équation  (84)^  =  —  -r',  en  remplaçant  y  par  /i-Hi,  l'équation  ob- 

4 

tenue  est  identique  à  Téquation  déjà  étudiée  (n°  406 )« 

(87)  '  ^  -^  (^'^  -^  0  J  +  'r  =  o  ; 

si  dans  cette  nouvelle  équation  on  pose  encore  j^=  /  "^,  on  obtient  une 
nouvelle  forme  de  Téquation  de  Bessel 

/r^rt  ^  ^  d^z  dz        .  . 

(88)  <,_+<_^(,,_„.),==o. 

Les  trois  équations  (84),  (87),  (88),  où  y  =  'i  +  i|  sont  donc  absolument 
équivalentes  Tune  à  Tautre.  Si  n  n'est  pas  un  nombre  entier,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  de  Bessel  (88)  est  d'après  cela 

z  =  Gi^'J^ /i-hi,  —  —  \  -h  Gt^-«j/i  — /i,  —  7  )• 

On  a  démontré  (plus  haut  (n**  40G)  que  si  n  est  la  moitié  d'un  nombre 
impair  l'intégrale  générale  de  l'équation  (87)  s'exprime  au  moyen  de 
transcendantes  élémentaires.  La  transcendante  J(y,  x)  se  ramène  donc 
à  la  fonction  exponentielle  lorsque  y  ^st  la  moitié  d'un  nombre  impair. 
Remarque,  —  L'équation  étudiée  par  Riccati 

rfti 

(89)  -^ -h  Aw'— Bt'»  =  o, 

où  Â,  B,  m  sont  des  constantes  données,  peut  aussi  se  ramener  à  l'une  des 

équations  équivalentes  (84),  (87),  (88).  On  a  vu  plus  haut  en  effet  (n®400) 

I    z' 
que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (89)  tsl  -r  —y  z  étant  l'intégrale 

A.    Z 

générale  de  l'équation  linéaire 

d'^z 

(90)  -j—^—kBx"^z=o. 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  le  changement  de  variable  â?  =  X^(^, 
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X  e(  fi  étant  deux  coefficients  indéterminés,  elle  devient 

pour  qu'elle  soit  identique  à  Téquation  (87),  il  suffira  de  prendre 
w- 9  et  de  déterminer  X  par  la  condition  ARX"»-*-*!!*  =  — 1.  La 

valeur  correspondante  de  ai  est —  —  ou •  On  peut  donc  exprimer 

en  termes  finis  Tintégrale  générale  de  Téquation  de  Ricrati(89)  toutes  les 
fois  que est  la  moitié  d'un  nombre  impair  positif  ou  négatif  2 «H- i, 

c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  m  est  égal  à  .»  1  désignant  un  nombre 

entier  positif  ou  négatif. 

Ai'i.  Équations  de  M.  E.  Picard.  —  Etant  donnée  une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  à  coefficients  méromorphes,  on  peut  reconnaître,  d'après 
la  méthode  de  M.  Fuchs,  si  l'intégrale  générale  est  elle-même  une  fonction 
méromorplie.  II  faut  et  il  suffît  pour  cela  :  r**  que  les  intégrales  soient 
régulières  dans  le  domaine  de  chacun  des  points  singuliers;  2?  que  toutes 
les  racines  de  IVquation  déterminante  relative  à  l'un  quelconque  de  ces 
points  singuliers  soient  des  nombres  entiers;  3**  enfin  que  tous  les  termes 
logarithmiques  disparaissent  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale  au 
voisinage  d'un  point  singulier. 

Supposons  toutes  ces  conditions  remplies.  L'intégrale  générale  est  alors 
une  fonction  uniforme  méromorphe  dans  tout  le  plan.  Si  les  coefficients 
de  l'équation  sont  des  fonctions  rationnelles,  les  points  singuliers  ai, 
«i,  . . .,  rt/t  sont  en   nombre  limité.  Pour  que  Tintégrale  générale  soit  une 

fonction  rationnelle,  il  suffira  que  l'équation  obtenue  en  posant  j*  =  --  ait 

elle-même  toutes  ses  intégrales  régulières  dans  le  domaine  du  point  I  =0, 
car  l'intégrale  générale  étant  uniforme  ne  peut  renfermer  de  terme  loga- 
rithmique ni  de  puissance  fractionnaire  de  t.  Lorsque  cette  dernière  con- 
dition est  remplie,  on  peut  obtenir  l'intégrale  g.éuérale  par  un  calcul 
d'identification.  En  effet,  soit  —  m/  la  plus  petite  racine  de  l'équation  déter- 
minante relative  au  point  x  =  a/,  et  N  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
déterminante  relative  au  point  /  =  o  pour  l'équation  transformée.  Il  est 
clair  que  le  produit  d'une  intégrale  quelconque^  par 

(x  —  a,)"*i(j;  —  ajV". ...  (a:  —  ««)'"« 

est  une  fonction  rationnelle  n'ayant  plus  aucun  pôle  à  distance  finie,  c'est- 
à-dire  un  polynôme  P(x)  dont  le  degré  est  au  plus  égal  à 

/ni  -h  /Tîj-h. .  .H-  m„ —  N. 
Connaissant  une  limite  supérieure  du  degré  de  ce  polynôme,  il  suffira  pour 
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déterminer  les  coefficients  de  remplacer  j'  par  une  expression  telle  que 
P(a?)n(ar  —  «/)"'"',  où  P(a:)  est  le  polynôme  le  plus  général  de  ce  degré, 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  et  d'écrire  que  le  résultat 
est  identiquement  nul. 

M.  Emile  Picard  a  fait  connaître  un  autre  cas  très  important  où  l'inté- 
grale générale  s'exprime  au  moyen  de  transcendantes  classiques  :  Lorsque 
V intégrale  générale  d*une  équation  différentielle  linéaire  et  homo- 
gène,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  elliptiques  de  la  variable 
indépendante  {admettant  les  mêmes  périodes)^  est  une  fonction  méro- 
morphcy  cette  intégrale  s* exprime  au  moyen  des  transcendantes  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  simplifier  l'écriture,  je  développerai  la  démonstration  pour  une 
équation  du  second  ordre  seulement.  Soient /i(ar),/j( a:)  deux  intégrales 
distinctes  d'une  équation  linéaire  et  homogène  y -^ p{x)y' -+■  q{x)y  =  o, 
où  p(t)  et  q(a:)  sont  des  fonctions  elliptiques  de  périodes  2to  et  aco'. 
Par  hypothèse,  f\{x)  eift(x)  sont  des  fonctions  uniformes  méromorphcs. 
L'équation  proposée  ne  changeant  pas  quand  on  remplace  x  par  a: -h  2 eu, 
f\(x-\-  20))  et/j(ar-f-  aco)  sont  aussi  des  intégrales,  et  l'on  a  des  relations 

(9^)/i(a:H-2a>)  ■^af^{x)-{'bfi{x),        f%(x-\''Xiù)=  cf{x)'^dft(x), 

a,  b,  c,  d  étant  des  coefficients  constants  dont  le  déterminant  ad — bc 
n'est  pas  nul;  car  si  l'on  avait  ad — bc  =  o,  on  en  déduiraitentre/i(ir-l-2tu) 
ety*j(a*-4-aa))  une  relation  de  la  forme  G|/|(ar-ha(i))-»-  Cj/t(a?-»- ato)  =  0, 
C|  et  G]  étant  des  coefficients  constants  dont  l'un  au  moins  est  différent  de 
zéro,  ce  qui  est  impossible  puisque /i  et/j  sont  deux  intégrales  distinctes. 
Pour  la  même  raison,  on  a  un  autre  système  de  relations 

( 93  )  /i  (^  -h  a <o')  =  a'f,  (X)  -^  b'f^  (x),        /,  (J-  -h  2 O)')  =  c'f  (x)  ■+•  d'f^ (x), 

a\  b\  c',  d'  étant  des  coefficients  constants,  et  a' d' — b' d  n'étant  pas 
nul.  Cherchons  comme  au  n"  407  une  intégrale  <p(ar)  =  X/j(ar)  -h  fxyi(ar) 
telle  que  <p(a7 -h  atu)  =  5<p(a:).  Nous  avons  pour  déterminer  X,  |jl,  s  les 
deux  équations 

\{a — 5)-i-{xc  =  o,         X6-h  [x(rf  —  *)  =  o, 

d'où  l'on  déduit  pour  s  l'équation  du  second  degré 

F  (5)  =  5- —  (an-  d)s  -\-  ad —  bc  =  o. 

Si  cette  équation  a  deux  racines  distinctes  S\^  5^,  il  existe  deux  intégrales 
distinctes  <pi(ar),  ^\{x)  telles  que  Ton  ait 

(94)  <?i(a?  -f-  2w)  =  *i?i(a:),         <p,(a:  H-  2Ci))  =  5i<pj(x), 

et  les  relations  (98)  sont  remplacées  par  deux  relations  de  même  forme 

(95)  Çi(a:-h2a)')  =  Aoi(a:)-i- /cp,(d^),         çjCar -♦- aw')  = /7i<pi(a:)-H  n<pi(ir). 
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Gela  posé,  nous  pouvons,  au  moyen  des  relations  (94)  et  (95),  obtenir 
deux  expressions  différentes  pour  (pi(â;  +  aco  ■+■  itu')  et  9^(0:-+- 20*  -+-  201'). 
Nous  avons  d'une  part 

9i(a?-h2c»>  -+-  2U)';  =  5i9i(ar  -h  2to')  =  Sik^i{x)  -•-  *i /<pi(^); 

nous  pouvons,  en  procédant  dans  Tordre  inverse,  écrire  aus<;i 

ffi{X-\-  2W  -h  20)')  =  kffi(x  -h  20))  -+-  l^i{x  -+-  2a>)  =  A:5|Çi(x)  -+■  /5iÇî(x). 

Ces  deux  expressions  devant  être  identiques,  on  a  /  =  o,  puisque  *|  —  Sf 
n'est  pas  nul,  et  Ton  prouverait  de  niême  que  Ton  a  m  =  o,  en  prenant 
les  deux  expressions  de  92(0: -f- iw -h  aw').  Les  intégrales  9,  (jr),  <pj(a?) 
sont  donc  des  fonctions  méromorplies  qui  se  reproduisent  multipliées  par 
un  facteur  constant  quand  la  variable  x  augmente  d*une  période;  ce  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Toute  fonction 
méromorphe  ^(x)  jouissant  de  cette  propriété  s'exprime  au  moyen  des 

transcendantes  p,  Ç,  (x,  car  la  dérivée  logarithmique  ^ — -  est  une  fonction 

elliptique,  et  nous  avons  vu  que  l'intégration  n'introduit  aucune  transcen- 
dante nouvelle  (  n"  333).  On  peut,  du  reste,  le  démontrer  sans  aucune  inté- 
gration. Soit  ^{x)  une  fonction  méromorphe  telle  que  l'on  ait 

<p(a:-*- 2a>)  =  fx<p(a7),         9(37 -h  2ti>')  =  fx'çC^); 

(j(  X Cl  ) 

considérons  la  fonction  auxiliaire  ^(x)  =  e?^  -^ >  a  et  p  étant  deux 

^         '  <J{X)  ^ 

constantes  quelconques.  D'après  les  propriétés  de  la  fonction  ^(n*  330)  on  a 

'^(x-h2(D)  =e««p-*^«^(a7),         i}/(a7H-2a>')  =  e^^'?-*'n'a^(x). 

Pour  que  le  quotient  T- — -  soit  une  fonction  elliptique,  il  suffit  que  l'on 

ait 

2a)p  —  2a-/j  =  LogjJi,         2u>'p  —  9,ar/  =  Logjx', 

relations  qui  déterminent  p  et  a  (voir  p.  193).  On  remarquera  que  l'on  peut 
prendre  a  =  o  si  LogjA  et  LogjA'  sont  proportionnels  aux  périodes  corres- 
pondantes 20),  20)'. 

Arrivons  au  cas  où  l'équation  F(5)=  o  a  une  racine  double  s.  On  peut 
trouver  deux  intégrales  distinctes  Oi(a?),  ^i{x)  telles  que  l'on  ait  (n"  408). 

(96)       <p,(ar-+-20))=5cp,(x),         (^i(x  -h'xtMi)  ^  s^i(x)-hC^i{x); 

si   0=0,   toutes  le**    intégrales    de  l'équation,    et  en    particulier  f\{x) 
*t/i(.r),  sont  multipliées  par  s  lorsque  x  augmr;nte  de  20).  On  cherchera 
alors  une  combinaison  \fx{x)  -h  ^ft{x)  qui  se  reproduise  multipliée  par 5' 
lorsque  o:  augmente  de-io)'.  On  trouvera  ainsi,  en  partant  des  formules  (gS), 
deux  intégrales  distinctes  Oi(.r),  <pi(ar),  telles  que  l'on  ait 

<pi(x  -h  20)')  =  s\^x{x),         (pi(j7  H-  20)')  =  s;^,(ar), 
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OU 

«pi(a?  4-  2w')  =  s'^i(x)f        <Pj(a?  -4-  20)')  =  5'<p,(ar)  -t-  C'«pi(a7), 

G'  ii*étanl  pas  oui.  Dans  le  premier  cas,  les  intégrales  <pi(^)t  ^i(^)  ^ont 
encore  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Dans  le 
second  cas,  l'intégrale  ^i(^)  est  seule  une  fonction  doublement  périodique 

de  deuxième  espèce.  Quant  à  l'intégrale  ^t(T),  le  rapport  ^^        augmente 

d'une  constante  C  lorsque  x  augmente  de  2u)'  et  ne  change  pas  lorsque  a: 
augmente  de  20).  Or  la  fonction  AÇ(x)  -+■  Bar,  où  A  et  B  sont  deux  coef- 
ficients constants,  possède  la  même  propriété  pourvu  que  l'on  ait 

2A7J  4- •2B(i)=  o,         VI  At)'  + 2Ba>'=  C. 

La  différence  -^ A  Ç(  jt)  —  Bx  est  donc  une  fonction  elliptique. 

?» 
Lorsque  le  coefficient  G  n'est  pas  nul  dans  les  formules  (96),  on  a  entre 

les  intégrales  <pi(a?),  oj(.'r),  ^i(x  -h  2(0'),  cpj(ar  ■+■  2ti>')  des  relations  de  la 
forme  (95),  et  Ton  peut  encore  en  déduire  deux  expressions  différentes 
pour  <p|(ir-4- 2  0) -h  2»o')  et  <pî(j?-i- 2to -f- 2eo').  En  écrivant  qu'elles  sont 
identiques,  on  obtient  les  conditions  /  =  o,  k  =.  n.  L'intégrale  çi(^) 
est  encore  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Quant  à  l'inté- 
grale Oi{x),  on  a  les  deux  relations 

cpj(a*-i- 2(o)       9î(^)        G  ^i{x -^  %îji')       9t{x)        m 

—^—^—^^^^^—  3^  _-^^_— ^—    j    ^—  f         —^—'——^————  ^^  ■*  — j—  ^~  » 

<pi(ar4- 2C0)       <pi(^)        s  9t{x  -hito  )       <?i(ar)        k 

Déterminons  comme  tout  à  l'heure  les  deux  coefficients  A  et  B  de  façon 

G  /ti 

que  Ton  ait  2  Ar  -h  2B(i>  =  —  >  2  Atj'-4-  2B(u'—  -7-  ;  la  différence 
^  s  k 

est  encore  une  fonction  elliptique.  On  voit  donc  que  l'intégrale  générale 
est  dans  tous  les  cas  réductible  aux  seules  transcendantes  e^j  pXj  Ça^,  <7X. 
Prenons  par  exemple  Véquation  de  Lamé 

d'Y 
(97)  -j^t  -[n{n-^-\)px-\-h]y  =  o, 

dont  l'intégration  effectuée  par  M.  Hermite  a  été  le  point  de  départ  de  la 
théorie  précédente  (n  est  un  nombre  entier,  h  une  constante  arbitraire). 
L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  une  fonction  méromorphe.  En 
effet  les  seuls  points  singuliers  sont  l'origine  et  les  points  2/7) (i>  H-  im'o)'. 
Dans  le  domaine  de  l'origine,  les  intégrales  sont  régulières,  et  les  racines 
de  l'équation  déterminante  sont  r'=  —  n,  r'=  /i-hi.  Quoique  leur  diffé- 
rence soit  un  nombre  entier,  l'intégrale  générale  ne  renferme  pas  de  terme 
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logarithmique.  En  effet,  si  Ton  pose  x^  =  t,  Téqualion  devient 

Le  coeffîcient  de^  dans  la  nouvelle  équation  est  encore  une  fonction  uni- 
forme, et  la  différence  des  racines  de  la  nouvelle  équation  déterminante 
n'est  paa,  un  nombre  entier.  Il  s*ensuit  que  Tintégrale  générale  de  l'équa- 
tion (98)  ne  renferme  pas  de  terme  logarithmique. 
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il3.  Propriétés  générales.  —  La  plupart  des  théorèmes  établis 
pour  une  équation  linéaire  s'étendent  sans  difficulté  aux  systèmes 
(féqualions  linéaires  à  plusieurs  fonctions  inconnues.  On  peul 
toujours  supposer,  sans  restreindre  la  généralité,  que  ces  équa- 
tions sont  du  premier  ordre  (n"  383);  c'est  ce  que  nous  ferons 
dans  ce  paragraphe.  Soient ^1,  y2<,  . . .,  j^«  les  /i  fonctions  incon- 
nues, et  X  la  variable  indépendante.  Il  résulte  d'un  théorème 
général  (n"  397)  que  les  intégrales  n'admeltcnt  pas  d'autres  points 
singuliers  que  ceux  des  coefficients.  Si  l'on  se  donne  les  valeurs 
initiales  j^®,  ^2^  .  .  .,^"  pour  une  valeur  o^o  différente  des  points 
singuliers,  on  peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  de  ces 
intégrales  tout  le  long  d'un  chemin  quelconque  issu  du  point  Xq 
et  ne  passant  par  aucun  de  ces  points  singuliers,  qui  sont  connus 
a  priori. 

Nous  supposerons,  uniquement  pour  simplifier  l'écriture,  que 
Ton  a  un  système  do  trois  équations  à  trois  inconnues.  Considé- 
rons d'abord  le  système  de  trois  équations  homogènes 

-^ — v- ay   -^  0  z   -i-cu    =0, 

1  99  )  (  ^  -:-  rt,j  -r-  biz  -h  c,  a  =  o, 

du  , 

n H  «i J^  -+-  6î  -s  -H  C2  w  =  o, 

où  a,  bj  Cj  ...  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Si  l'on  con- 
naît un  système  particulier  d'intégrales  (j^i,  S|,  iii)  les  fonctions 
(C^i,  C^i,  Cwi)  forment  aussi  un  système  d'intégrales,  quelle 
que  soit  la  constante  C.  De  même,  si  Ton  connaît  deux  systèmes 
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particuliers  d'intégrales  (^i,  3|,  u^)  et  (j^a.  ^2»  ^2)»  on  peut  en 
déduire  un  nouveau  système  d'intégrales  dépendant  de  deux  con- 
stantes arbitraires  (C|  j^i -H  Ca^^^  Ci^j-f-Cj^a,  Ci //| -4- CaWj). 
Enfin,  si  Ton  connaît  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales 

les  formules 


(loo)       I 


\  y  =  Ci^i-+-  G27,—  Cs^:,,       -  =  Ci-i  -+-  r:.55-+-  <-3-.i, 

a  =  Cl  «i  -H  <]*  a*  -f-  C3  i/j 


représentent  aussi  un  système  d'intégrales,  quelles  que  soient  les 
constantes  C|,  C2,  C3.  Pour  pouvoiraffirmer  que  ces  formules  (100) 
représentent  bien  l'huégrale  générale  du  système  (99),  il  faut 
encore  être  assuré  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  Ci,  Gj, 
C3  de  façon  que,  pour  une  valeur  donnée  Xq  de  a?,  différente  d'un 
point  singulier,  j^,  z,  u  prennent  des  valeurs  ^r^/e/co/iç^we^  données 
à  l'avance ^07  ^o>  '^o-  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  déterminant  formé  avec  les  neuf  fonctions jKi,  3,-,  Ui(i=.  1,  !î,  3) 


(loi)  A=. 


y*    ^î    ^1 

ne  soit  pas  identiquement  nul.  Nous  dirons  encore  que  l'ensemble 
des  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales  forme  dans  ce  cas  un 
système  fonda  ment  al. 

Lorsque  A  est  identiquement  nul,  les  trois  systèmes  particuliers  d'inté- 
grales se  réduisent  à  deux,  ou  même  à  un  seul.  Supposons  d'abord  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  par 
exemple  que  le  mineur  S=y|5i — y\Z\^  n'est  pas  nul  identiquement. 
Soit  A  une  région  du  plan  où  ô  ne  s'annule  pas;  nous  déterminerons  deux 
fonctions  auxiliaires  Ki  et  Kj,  holomorphes  dans  Taire  A,  de  telle  façon 
que  l'on  ait 

et,  le  déterminant  A  étant  nul,  ces  fonctions  K|  et  K]  satisfont  aussi  à  la 
relation 

(io3)  aî=  Kl  W|  H- Kî^i- 

Si  Ton  remplace,  dans  les  deux  premières  équations  du  systéaie  (99)» 
y^  z  Gt  u  par  les  expressions  précédentes  de  y^,  Zi,  u^  en  observant 
que  (yiy  z^,  u^)  et  (j'j,  ^2,  «2)  forment  deux  systèmes  particuliers  d'in- 
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légrales,  il  reste,  tout  calcul  fait, 

y,  K\  +ytK',  =  o,        z,  K\  -+-  5, K;  =  o, 

d'où  l'on  tire  K\  =  K'^  =  o.  Les  fonctions  Ki  et  K^  sont  donc  des  con- 
stantes, et  les  relations  (id)  et  (io3)  subsistent  dans  tout  le  domaine 
d'existence  des  fonctions^/,  «|-,  m/.  Il  s'ensuit  que  le  système  d'intégrales 
(yti  ^3i  '^3)  ^^^  ^^^  combinaison  des  deux  autres. 

Si  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  sont  identiquement  nuls,  les 
trois  systèmes  d'intégrales  se  ramènent  à  un  seul.  Comme  tous  les  élé- 
ments de  A  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  supposons  yi  différent  de  zéro, 
et  posons /i=  Kji;  des  relations  ^i-«j  —  >Z|^j=  o,  ^iWj  —  ViMi  =  oon 
déduit  que  Ton  a  aussi  z^^Kzi^  Ui=  Kai.  En  remplaçant  ^,  z^  u  par 
K^t)  K^i,  Ku\  respectivement  dans  la  première  des  équations  (99),  il 
reste  y^K'  =  o\  K  est  donc  constant,  et  le  système  (^j,  .Sj,  ut)  ne  diffère 
du  système  (^1,  «1,  Ux)  que  par  un  facteur  constant.  On  verrait  de  même 
que  le  troisième  système  d'intégrales  est  identique  au  premier. 

Quand  on  connaît  Tintégraie  générale  du  sjstèroe  homo- 
gène (99)1  on  peut  en  déduire  par  des  quadratures  1^'ntégrale  gé- 
nérale du  système  avec  des  seconds  membres 

'    -^-\-ay   -+  bz   -h  eu    =/,(x), 
(io4)  {  ^-  -haiy  -+-^i5-h  Ciu=/i(j-), 

^^^  -+-  «îJ^H-  à^z-h  CiU=/i{x). 

Si  nous  faisons  en  effet  le  changement  de  variables  déGni  parles 
formules  (io4))  C|,  C2,  Cs  étant  considérées  comme  les  nouvelles 
fonctions  inconnues,  le  système  (io4)  est  remplacé  par  le  suivant 

dCt  dCf  liCi       . ,    ^ 

i-  X  /        dQà\  dOà^  rfGj        ^  ,    ^ 

rfC,  rfC,  </c,       ,,    ^ 

qui  s'inlrgre  par  des  quadratures,  car  on  en  déduit 

-^=X,,        (.  =  1,2,3). 

Observons  aussi  que  cette  transformation  est  inutile  toutes  les 
fois  que  Ton  peut  déterminer  directement  un  système  particulier 
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d'inlégrales  (Y,  Z,  U)  des  ëqualions  (io4).  Pour  avoir  Tînlégrale 
générale  de  ces  équations,  il  suffira  d'ajouter  respectivement  Y, 
Z,  U  aux  seconds  membres  des  formules  (loo)  qui  représentent 
l'intégrale  générale  du  système  (99)  sans  seconds  membres. 

Quand  on  connailun  ou  deux  systèmes  particuliers  d'intégrales 
«les  équations  (99),  on  peut  abaisser  d\ine  ou  deux  unités  l'ordre 
du  système.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  un  seul  sys- 
tème d'intégrales  (jki,  5,,  //,),  la  fonction  y^  n'étant  pas  nulle.  Le 
changement  de  fonctions  inconnues 

conduit  à  un  système  linéaire  de  même  forme  qui  doit  admettre  le 
système  particulier  d'intégrales  Y  =  i ,  Z  ^^  o,  U  =  o.  11  faut  pour 
cela  que  les  coefficients  de  Y  soient  nuls  dans  ces  nouvelles  équa- 
tions. On  trouve,  en  efiet,  en  faisant  le  calcul,  que  le  nouveau  s^-s- 
lème  est 

r/Y 

-i-  U\      .      —  h*L  -^  (-4  t   =  O. 
(I.V 

Si   Ton  remplace,  dans  les  deux  dernières  équations,  -y-  par  sa 

valeur  déduite  de  la  première,  on  obtient  un  système  de  deux 
équalions  linéaires  et  homogènes  à  deux  inconnues  Z  et  U.  Ce 
système  élant  intégré,  on  aura  ensuite  Y  par  une  quadrature. 

Supposons  encore  que  l'on  connaisse  deux  systèmes  distincts 

d'intégrales  (j'i,  z^^   W|),   (>'2,  ^2?    ^'2)-    Les  trois  déterminants 

J'i  ^2 — ^2^1»  J^i ''2 — J'2'^0  ^i'^2 — Z'iUx  ne  pouvant  être  nuls  à 

la  fois,  comme  on  vient  de  le  montrer  tout  à  l'heure,  supposons 

y\  Z2  —  ^iXa  différent  de  zéro.  La  transformation 

^=  ViY-+-^iZ,         z  z=  zi\  -+-^,Z,         u  =  ui\  -h  MiZ-f-U, 

où  Y,  Z,  U  sont  les  nouvelles  inconnues,  conduit  à  un  système 
linéaire  de  même  forme  admettant  les  deux  systèmes  particuliers 
d'intégrales  (Y,^i,  Z,  ==  Ui  —  o),  (Y2=o,  Z2=i,  Ua^o). 
Les  coefficients  de  Y  et  de  Z  dans  les  équations  du  nouveau  sys- 
«J..  H.  3o 
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lème  doivent  donc  élre  nuls,   et  ce  nouveau  système  est  de  la 
forme 

^-i-AU  =  o,        ^^^-|.A.U  =  o,        _+A,U  =  o, 

comme  on  le  vérifie  aisément.  Il  est  clair  que  ce  système  s'intègre 
par  des  quadratures,  la  dernière  équation  ne  renfermant  que  U. 
Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  aux  systèmes  de  n 
équations  linéaires  à  n  inconnues.  Pour  avoir  l'intégrale  générale 
d'un  pareil  système  sans  seconds  membres,  il  suffît  de  connaître 
//  systèmes  particuliers  d'intégrales,  formant  un  sj'Stème  fonda- 
mental. Si  Ton  connaît  p  systèmes  distincts  d'intégrales  (/?  -<  /i), 
l'intégration  se  ramène  à  celle  d'un  syslème  de  même  forme 
à  n  — p  inconnues  et  à  des  quadratures.  Enfîn  l'intégrale  géné- 
rale d'un  système  avec  seconds  membres  s'obtient  par  des  quadra- 
tures quand  on  connaît  l'intégrale  générale  du  même  système 
sans  seconds  membres. 

41i.  Systèmes  linéaires  à  coefficients  constants.  —  Si  tous  les 
coefficients  a,  b^  c^  ...  des  équations 

'   -~-^ay   -^hz   -^  CIL    =  o, 

(107)  (  ^  -f-a,j--+-^i5-+-C|a  =  0, 

du  , 

-7 H  «jV  -h  61 5  -4-  cj  a  =  o, 

\   dx 

sont  constants,  on  peut  obtenir  l'intégrale  générale  par  la  résolu- 
tion d'une  équation  algébrique.  Cherclions,  en  effet,  à  satisfaire 
à  ces  équations  en  prenant  pour  ^,  z^  n  des  expressions  de  la 
forme 

(108)  j'  =  ate'',         5  =  ?«'•',         a  =  Y«'*', 

a,  p,  Yi  ''  étant  des  paramètres  à  déterminer.  En  substituant  ces 
fonctions  à  la  place  de  y^  5,  «,  dans  les  premiers  membres  des 
équations  (107),  et  supprimant  le  facteur  commun  e'"-^,  on  trouve 

les  conditions 

/       {a -\- r)% -^  b^ -^  c^  —  o^ 

(109)  /  a,a-+-(^i-i-/')?4-c,Y  =  o, 

rt,a  -î-  6j3  -t-  (cs-t-  /^Y  =  "> 
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qui  devront  être  vérifiées  par  des  valeurs  de  a,  p,  y,  non  toutes 
nulles.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  /*  soit  racine  de  Péquation 


du  troisième  degré 

a-\-  r 

b 

c 

(iio)                        ^{r)- 

«1 

hx-\-  r 

Cl 

aj 

bt 

Cl -4-  /• 

—  o, 


ou  équation  caractéristique.  Avant  pris  pour  r  une  racine  de 
celle  équation,  les  relations  (109)  sont  compatibles  et  Ton  peut 
en  déduire  des  valeurs  de  a,  ^,  y»  dont  l'une  au  moins  n'est  pas 
nulle.  A  toute  racine  de  l'équation  F(/*)  =  o  correspond  donc  un  sys- 
tème particulier  d'intégrales  de  la  forme  (108);  il  peut  même  y  en 
avoir  plusieurs,  comme  nous  allons  le  voir  lout  à  l'heure.  Si  l'équa- 
tion caractéristique  a  trois  racines  distinctes  Ti,  /'a,  /'s,  chacune 
d'elles  fournit  un  sjslrme  f)arliculier  d'intégrales.  Ces  trois  sjs- 
lèmes  sont  distincts,  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  en  déduirait 
que  e''*^  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  de  e^^ 
et  de  e'**-^,  ce  qui  est  absurde.  On  peut  donc,  dans  ce  cas,  obtenir 
l'intégrale  générale  du  sjstème  (107)  si  l'on  a  résolu  l'équa- 
tion F(r)=  o.  Reste  à  traiter  le  cas  où  l'équation  caractéristique 
a  une  racine  multiple.  Désignons  par/(/*),  ç(r),  ^{r)  les  trois 
mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant  caractéristique,  cor- 
respondant aux  éléments  d'une  même  ligne,  par  exemple  de  la  pre- 
mière. On  satisfait  toujours  aux  deux  dernières  équations  (  109), 
quel  que  soit  /*,  en  prenant  pour  a,  j3,  y  des  quantités  proportion- 
nelles à  ces  mineurs  ;  si  r  est  racine  de  F(r)  =  o,  ces  valeurs  de  a, 
[3,  Y  satisfont  aussi  à  la  première  des  équations  (109).  11  en  résulte 
que,  si  r  est  racine  de  F(r)  =  o,  les  fonctions 

forment  un  système  particulier  d'intégrales.  Cela  posé,  admettons 
d'abord  que  l'équation  F(r)  =  o  ait  deux  racines  très  voisines  /'i 
et  r-i]  chacune  d'elles  fournit  un  système  d'intégrales,  et  les  fonc- 
tions 

r,— /'i  '  rt— ry  *  /'i  —  /'i 

sont  aussi  des  intégrales.  Imaginons  maintenant  que  r^  tende 
vers  Ti  ;  en  passant  à  la  limite,  nous  en  concluons  que,  si  /'i   est 
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racine  double  de  F(r)  =  o,  les  deux  groupes  de  fondions 

(I)  y^=^f{rx)e^^^,         «,  =  ç(r,)c'-.',         «,  =  •{/(  r,V.', 


/.   r, 


forment  deux  syslèines  d'inlégrales.  On  démonlre  de  la  méiiM* 
façon  {voir  n"40-4)  que,  si  Féqualion  F(/*)  =  o  admet  la  raciiK' 
triple  /'i,  on  peut  ajouter  aux  Aqwj.  groupes  précédents  le  groupe 
des  trois  fonctions 

qui  forment  un  troisième  système  d'intégrales. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation  F(/*)  ^  o  u 
une  racine  double /'i  et  une  racine  simple  r^»  Si  la  racine  double /'i 
n'annule  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  délernnnanl 
caractéristique,  nous  pouvons  su|>poser  que  l'un  au  moins  dts 
mineurs /(ti),  ç(/'i),  ^('*i)  n'est  pas  nul,  car  on  peut  évidem- 
ment remplacer  dans  le  raisonnement  qui  précède  la  première 
ligne  par  la  seconde  ou  la  troisième.  Supposons  par  exemple 
/(/-,)  ^o.  Les  deux  systèmes  d'intégrales  (I)  et  (II)  sont  dis- 
tincts, car  ^2  est  égal  au  produit  de  e'*f^  par  un  binôme  du  pre- 
mier degré  xf{i^\)-\'f{f'\)'  Quant  à  la  racine  simple  /-j,  elle 
fournit  un  troisième  sjslème  d'intégrales  qui,  pour  la  même  raison 
que  plus  haut,  n'est  pas  une  combinaison  linéaire  de  ces  deux-lù. 

Le  raisonnement  esl  en  défaut  si  la  racine  double  r^  annule 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant,  car  le  sys- 
tème (I)  se  réduit  à  la  solution  banale  ^i  =  5|  =  W|  =  o.  Mais 
dans  ce  cas  les  trois  équations  (109)  se  réduisent  à  une  seule  quand 
on  y  remplace  r  par  r\.  Si  par  exemple  c  n'est  pas  nul,  elles  se 
réduisent  à  la  relation  unique  (a  -f-  /'i  )  a  -|-  6  ^  -|-  cy  =  o,  et  l'on 
peut  prendre  arbitrairement  les  deux  constantes  a  et  p.  Si  l'on 
prend  d'une  part  (a  =  i ,  ^  =  o),  puis  (a  t=  o,  ^  =  1),  on  obtient 
deux  systèmes  distincts  d'intégrales  de  la  forme  (108).  Une  racine 
double  de¥{r)  =  o  fournit  donc  toujours  deux  systèmes  parti- 
culiers distincts  d'intégrales. 

Supposons  enfin  que  F(r)  =  o  admette  la  racine  triple  /•  =  /•,. 
Si  cette  racine  /'i  n'annule  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre 
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du  délermlnanl,  nous  pouvons  admellre  par  exemple  que /(ri) 
ii^esl  pas  nul.  Les  trois  sjslèmes  parliculiers  d'inlégraies  (l),  (H), 
(III)  sont  dislincls,  car  les  coefficients  de  e'*»*^  dansai,  y  a?  y  3  sont 
respectivement  de  degrés  o,  1 ,  2  en  j:. 

Lorsque  la  racine  triple  r^  annule  tous  les  mineurs  du  premier 
ordre  du  déterminant,  nous  pouvons  d'abord,  comme  on  vient  de 
l'expliquer  à  propos  de  la  racine  double,  déternnner  deux  sjs- 
lèmes distincts  d'intégrales  de  la  forme  (i«»8),  et  il  suffit,  pour 
avoir  l'intégrale  générale,  de  découvrir  un  troisième  système  qui 
soit  distinct  de  ces  deux-là.  Si  l'on  développe  les  formules  (III), 
il  vient,  puisque /(/*,)  = '^(/^  )  ==  i(/-,)  =  o, 

et  ce  système  d'intégrales  est  ceriainement  distinct  des  deux  pre- 
miers, si  l'on  n'a  pas  à  la  fois/'(/| )  =  ?'(''*  )  ^=  ^'(''* )  =  o« 

Donc  nous  pourrons  obtenir  de  cette  façon  un  nouveau  sys- 
tème d'intégrales  à  moins  que  la  racine  triple  r^  n'annule  aussi 
les  dérivées  de  tous  les  mineurs  du  premier  ordre.  Or  ceci  ne  peut 
avoir  lieu,  on  le  voit  immédiatement,  que  si  Ton  a 

^  =  C  ==  «1  =  C,  =  rtj—  62=  o,  a  =  ^i  =  C2=  —  7*1, 

et  le  système  (107)  se  réduit  à  trois  équations  identiques 
dy  riz  du 

Dans  ce  cas,  que  Ton  peut  considérer  comme  un  cas  limite, 
les  trois  équations  (109)  sont  vérifiées  identiquement  quand  on 
remplace  r  par  Ti  dans  les  formules  (108),  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  paramètres  a,  fi,  y.  En  résumé,  à  une  racine  triple 
de  l'équation  caractéristique  correspondent  toujours  trois 
systèmes  particuliers  distincts  d'intégrales. 

Généralisation.  —  On  intègre  de  même  un  système  de  n  équations 
linéaires  à  coefficients  constants 


(III) 


^dx    ~^  ^'^0'\  -^  ^n^.y\  -+-...  -i-  annYa  —  O, 
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en  cherchant  des  systèmes  particuliers  d*inlégrales  de  la  forme 


(11^) 


—  ft.  t»rx 


ri=  a,e 


yi=  aj^ 


rx 


yn=  «/!« 


rx 


ai,  aj,  . . . ,  oLfii  r  étant  des  coefficients  constants  à  déterminer.  On  est  ainsi 
conduit  à  n  équations  de  condition 


(ii3) 


(«11-4-  rjai -4- ai !«,-+-. .  .h-  «!„«;,  =  o, 


a.,i  «1  -+-  a,„ai-i-. .  .-4-  (^««-4-  /•)««  =  o, 
d*où  l'on  déduit  pour  Tinconnue  r  Téquation  caractéristique 


(ii4) 


F(r)- 


aii-4-r 

•   •   • 

«/Il 


rtiî 

•  •   •    •       •  • 

rt/n 


«i/« 
«î/i 


a 


nu 


—  o. 


'  Si  cette  équation  a  /i  racines  distinctes  ri,  rs,  ...^  /'a,  on  obtient  par 
eette  méthode  n  systèmes  particuliers  d'intégrales  de  la  forme  (112)  et. 
par  suite,  l'intégrale  générale.  Lorsqu'il  y  a  des  racines  multiples,  la  discus- 
sion est  un  peu  plus  compliquée.  Soit  /*i  une  racine  multiple  d'ordre  p. 
Pour  déduire  de  celte  racine  des  systèmes  particuliers  d'intégrales  âe^ 
équations  (m),  on  peut  procéder  de  deux  façons.  D'une  part,  en  appli- 
quant la  méthode  de  D'Alembert,  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  cas  de 
trois  équations,  on  peut  faire  correspondre  à  cette  racine  p  systèmes  d'in- 
tégrales, qui  ne  seront  distincts  que  si  Pi  n'annule  pas  tous  les  mineurs  du 
premier  ordre.  D'autre  part,  si  /*|  annule  tous  les  mineurs  du  déterminant 
à  n  —  7  -H  I  lignes,  sans  annuler  tous  les  mineurs  à  /i  —  q  lignes,  on  peut 
djduire  de  cette  racine  q  systèmes  d'intégrales  de  la  forme  (11*2),  car  les 
n  équations  (ii3)  se  réduisent  à  /i  —  q  équations  distinctes  quand  on  y 
remplace  /•  par  ri.  En  combinant  ces  deux  méthodes,  on  démontre  qu'elles 
fourni*îsenl  toujours/?  systèmes  distincts  d'intégrales. 

Praliqiiemenl,  on  peut  obienir  tous  ces  systèmes  d'intégrales  par  un 
calcul  d'id.*nlincation.  En  efTot,  en  les  combinant,  on  obtient  un  système 
d'inti'îgrales  dépendant  de  p  constantes  arbitraires,  qui  est  de  la   forme 


yi  =  Ci^P^ix),        Xi  =  e''.rp,(j7;, 


J/i=  Cr^Pnix), 


Pi>  Pî»  •  •  •  ï  P/î  étant  des  polynômes  de  degré  p  —  1  ou  de  degré  inférieur. 
Si  on  laisse  iiidéterniincs  les  coefficients  de  ces  polynômes,  et  qu'on  sub- 
stitue dans  les  équations  proposées,  on  obtiendra  un  certain  nombre  de 
relations  entre  ces  coeflicienls  qui  permettront  de  les  exprimer  tous  au 
moyen  de/>  d'entre  eux  restant  arbitraires. 

Hema/'f/ue.   —    La   discussion   du  système  (m)  re>ient  au  fond  à  une 
question  déjà  traitée  (n"*4C8),  comme  nous  allons  le  montrer  rapidement. 
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Ecrivons  ce  système  sous  la  forme  un  peu  différente 

(i  II  bts)  \ 

dy  i 
y'i  étant  mis  à  la  place  de  --^«  Si  l'on  prend  n  inconnues  Yj,  Yj,  . . . ,  Y^, 

qui  soient  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants  dej^i,^'^,  .mJ^/i» 

(h  5)  Y/=  6/1  ^i -+-...  4- ^/«7,i        {i  =  \,  i^  ....  n), 

les  b/k  étant  des  constantes  dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro,  le 
système  (m  bis)  est  remplacé  par  un  système  de  même  forme 

Y',  =  A|i  Y|  -h  A|j Y*  -i-. . .  -+-  Airt  Y„, 

Y^  =  A21  Yi  -H  Ajj  Yj -1-. . . -f- A,,,  Y.;, 
(116)  / 

Y rt  =  A«  I Y I  -f-  A ,11  Yj  -h . . .  -h  A/i/i  Y ,1 , 

que  l'on  obtiendra  en  remplaçant  dans  l'expression  de  YJ 

Y/=  biiy[-h..  .-h  bi„y'^  =  bi,  (ai,^,H-.  .  .-f-  rti,/J'«)  -t-. . . 

-+-6//i(«/iUr|-^.  .  .-+-  Ctnnyn)y 

les  fonctions  ^'1,  ^1,  ...,j'/i  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (ii5). 
Or,  si  l'on  considérait  les  formules  (ni  bis)  comme  définissant  une  sub- 
stitution linéaire  effectuée  sur  les  variables ^1,  y^y  . .  .^yn^  et  Yj,  Yj,  . . ., 
Y„  comme  n  nouvelles  variables,  les  calculs  précédents  sont  précisé- 
ment ceux  qu'il  faudrait  effectuer  pour  trouver  la  nouvelle  substitution 
linéaire  sur  les  variables  Yi,  Yj,  ...,  Y„,  qui  correspond  à  la  substitution 
linéaire  (iii  bis).  Or  nous  avons  vu  qu'en  choisissant  convenablement  les 
variables  Y|  (n"  408)  on  peut  ramener  toute  substitution  linéaire  à  une 
forme  canonique  simple  (  *  ).  Dans  celle  forme  canonique,  les  variables  se 
partagent  en  un  certain  nombre  de  groupes  distincts,  la  substitution  que 
subissent  les  p  variables  Yj,  Yj,  ...,  Y^  d'un  même  groupe  étant  de  la 
forme 

(117)  y;  =  5Y,,      Y;  =  5(Y,-f-Yj),      ...,      Y;,  =  5(Y^_,4-Yp). 

On  peut  donc  toujours,  par  un  changement  d'inconnues  convenable  de  la 


(')  Ou  a  supposé  plus  haut  que  le  dêlermi.iant  de  lu  subslilulion  n'élait  pas 
nul,  tandis  que  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  a-^  peut  être  nul.  Mais 
si  Ton  change  y,  en  e^-s,,  les  coefficients  a,,,  «53,  ..,,  a„„  sont  diminués  de  X, 
tandis  que  les  a-^,  où  i  ^  k,  ne  changent  pas.  On  peut  donc  toujours  choisir  X 
de  façon  que  le  déterminant  des  nouveaux  coefficicnls  soit  différent  de  zéro. 
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forme  (m  5),  ramener  Tintégration  du  système  (m  6/5)  à  rintégration  (Pun 

certain  nombre  de  systèmes  particuliers  de  la  forme  (117),  où  Y)  =  -j^' 

dx 

I/intëgration  de  ce  système  n'offre  aucune  difficulté.  On  en  déduit  en 

effet,  de  proche  en  proche, 

Y,  =  Gi6*',  Y,  =  (G,5a:-+-G,)C,  Yj  =  ^G,  —  -4-C,j:r-4-C3)c'',  ..., 
et  ainsi  de  suite. 

il5.  Équation  de  Jacobi.  —  Reprenons  un  système  de  trois 
<^<|uation.s   linéaires  à  coefficients  constants,  que  nous  écrirons 

dx 

—, — h  ax  -T-  0  y  -\-  cz    =0, 
dt  ^ 

(118)  {  -^  4_a,ar-+-6,j'-+-CiZ  =  o, 

^  -h  a^x  -h  6,j  -^  CiZ  ^  o, 

t  désignant  la  variable  indépendante.  Ajoutons  ces  trois  équa- 
tions, après  les  avoir  multipliées  respectivement  par^rf^  — ^dy^ 
z  dx  —  X  dz^  X  dy  —  )•  dx  ;  la  relation  obtenue 

f{ax  -h  by  H-  cz){y  dz  —  z  dy) 
H-  {a^x  -h  bxy  -h  Cxz){z  dx  —  x  dz) 
H-  {a^x  -r-  b^y  -\-  c^z){xdy  —  y  dx)  =  o 

est  homogène  en  x^y^  z,  et  peut  par  conséquent  être  remplacée 

par  une  relation  entre  -  et  — •  Si  Ton  pose  en  effet  ar  =  Xs, 

y  =  Ys,  celte  relation  devient,  en  divisant  par  5', 

l  -(a\-4-6Y-4-c)rfY-4-(a,X-h6jY-hc,)rfX 
^^'^^^  I       H-raîX-f-6sY-4-c,)(XrfY— YrfX), 

et  nous  retrouvons  Téquation  de  Jacobi  (n°  368). 

Soient  X  =^/(t)j  y  =  'f(t)y  z  =  ^(c)  un  système  d'intégrales 
des  équations  (118).  Lorsque  /  varie,  le  point  dont  les  coor- 
données homogènes  sont  jr,  y^  z  (  c(  dont  les  coordonnées  carié- 

siennes  sont  par  conséquent  X  =  -,  Y^  =    -  j>  décrit  une  courbe 

plane  F  qui  est,  d'après  ce  calcul,  une  courbe  intégrale  de  l'équa- 
tion de  Jacobi  (isio).  L'intégration  de  l'équalion  de  Jacobi  se 
ramène  donc  a  l'intégration  du  système  (1  18),  c'est-à-dire  à  la 


IV.  —  SYSTÈMES  d'Équations  linéairks.  4/3 

résolutioa  d'une  équation  du  3*^  degré,  comme  on  l'a  déjà  reconnu 
d'une  autre  façon  (n°  368). 

Il  est  facile  d'en  déduire  la  forme  de  l'intégrale  générale.  Considérons 
d'abord  le  cas  général  où  l'équation  caractéristique  a  trois  racines  distinctes 
^i>  ^ii  f'ii  et  soit 

(121)  .   r  -^  C^?*^er^i•^  C^^j^'V-h  Ga?:,^''^', 

l'intégrale  générale  du  système  (ii8),  Ci.  CjjCa  étant  des  constantes  arbi- 
traires. On  peut  encore  écrire  ces  formules,  en  les  résolvant  par  rapport 
à  Ck'V,  C2e'•>^  Cjr'V, 

Pr:-G,e'•.^  q^Cie'J,  W^C:^^^'. 

P,  Q,  R  étant  trois  fonctions  linéaires  et  homogènes  en  j*,  j',  z.  On  en 
déduit  aisément  une  combinaison  homogène  et  de  degré  zéro,  ne  renfer- 
mant plus  la  variable  /, 

(r22)  P'-a-/-,Q/-,-r,  |\r,-r,=^  Iv  . 

cette  formule  représente  l'intégrale  générale,  en  coordonnées  homogènes, 
de  l'équation  de  Jacobi  (*). 

Considérons  encore  le  cas  où  l'équation  caractéristique  admet  une  racine 
double  /'i,  n'annulant  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre,  et  une  racine 
simple  /'s.  L'intégrale  générale  du  système  (i  i8)  est,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
plus  haut,  de  la  forme 

a?  =  (  Cl  -h  Cj  O  2ti  e''^^  -^  G,  oLt  e^yt  H-  G3  23  «'*»', 
jV'=:(Gi-+-  G,/)?ïe'-.'-f-  C2P2«''''-hC8?3  6''.', 

z  ^  (G,-h  G2/)yi^''''-4-  CjYî^'"'^-»-  GaYa^''»'; 
on  en  tire  encore 

P  =  (Gi-hGîO^'''»        Q  =  G^e'-.',         W  =  Cae'V, 
P,  Q,  R  étant  trois  formes  linéaires  en  x^  y^  5,  et  par  suite 

Q       G/         Q       G, 

Il  suffira  d'éliminer  t  pour  avoir  une  combinaison  homogène  de  degré 
zéro.  On  traiterait  de  même  les  autres  cas  particuliers. 


(')  Voir  un  imporlanl  Mémoire  de  M.  Darboux  Sur  les  équations  différen- 
tielles algébriques  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  1878). 


474  CU\PITBE   XX.    —  ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 

EXERCICES. 

i.  Intégrer  les  équations  linéaires 
yir)^'2y-hy  =  Atf-^-h  Btf-^-4-  G  sinrr  ■+■  D  cosa?,        y^^-l- j''=  ^, 

y*—  Sy-h  2^  =  {ax  H-  6)e'-h  ce-»*, 
jr«y —  9^y  -+-  oy  =  I  -4-  aa:  H-  3  a:'  Logar, 
T'y —  2J*y-+-  •ij'  =  x^-k-  px  -+-  y, 
x^y*"  —  3T-y  H-  73;^'' —  8^  =  rr' —  2x, 

f        ,  > 

^'^"' —  9''*y-^  373"^  —  64^  =  j:*[a  -4-  ^  \j0^x  H-  c(Loga:)*]. 

^.  Intégrer  les  systèmes  d'équations  linéaires 

,    ^   (ly       dz  dz        dx  dx       dy 

(ol)   —, ; — har  =  o.         — ï , — h  V  =  o,         -, ,-  -+-5=0, 

^    ^    dt         dt  dt         dt       -^  "  dl         dt 

(P)  -^  -^-^x-^y  =  co%it,         -^— j:h-3^  =  o, 


(ï) 


r/2  V        ^  dy  dz 

dx^            dx  dx           "^ 

r/*3        dy  dz                   q     _    -a- 

^/J7*  ^  C^J7  7ïx           "^                ~           ' 


.  .      dx  dy  .  ^2        , 

—,- 3  r  -h  8 3  —  /lu  =  0,        -, — \- y  —  bz  -\-'ia  =  o, 

dx  ax 

(e)        ,  , 

-,    -\-Zy  —  i43-f-6a  =  o. 

3.  Trouver  l'intégrale  générale  de  Téquation 

(2a7-hi)yH-(4j?  — a)y— 8/  =  (6arî-f-a:  — 3)e', 

sachant  que  Téquation  sans  second  membre  admet  une  intégrale  particu- 
lière de  la  forme  e'"*,  m  étant  un  coefficient  constant. 

\^Licence  :  Gaen,  1884] 
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4.  Démontrer  que  réqualion  diiïérenlielle 

où  n  est  un  nombre  entier  positif,  admet  pour  intégrale  un  polynôme  P(:r). 
En  déduire  que  la  même  équation  admet  une  seconde  intégrale 

PLog(£^)^Q, 

OÙ  Q  est  aussi  un  polynôme. 

{Licence  :  Paris,  1890.] 

5.  L'équation  différentielle  linéaire 

xy~~  (x  -h  fji  -4-  v)^''  -h  jjij  =  o, 

où  fji  et  V  sont  deux  nombres  entiers  positifs,  admet  pour  intégrale  un 
polynôme  ^1  =  P(a:).  En  déduire  qu'elle  admet  une  seconde  intégrale 
j^t  =  e'Q{x)y  où  Q(ar)  est  au«isi  un  polynôme. 

[Licence  :  Paris,  igoS.] 

6.  On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téqnation 
linéaire  y'-^py'-^  qy  =  o  admette  deux  intégrales  distinctes  yuy\^  liées 

par  la  relation  y\y\  =  i .  En  supposant  que  l'on  ait  jo  = ?  on  demande 

de  trouver  le  coefficient  gr,  et  l'intégrale  générale. 

\Licence  :  Paris,  1902.] 

7.  Déduire  la  formule  (a3)  de  la  page  i'i^  de  la  formule  (11)  qui  donne 
l'expression  du  déterminant  ^(yi^yt,  ..«jj'»). 

8.  Étant   donné    un   système   de    n  équations   linéaires   à    coefficients 
quelconques 

-^ -^(tiiyi-^aityi-^...-^ainyn  =  o        (t  =  i,2,  ...,/0» 

le  déterminant  A  formé  avec  n  systèmes  d'intégrales  a  pour  expression 

9'.  L'équation  de  Bessel 

xy" -h  7.( nt  -\-\)y'-^  xy  —  o 

admet  pour  intégrale  particulière  la  fonction  représentée  par  l'intégrale 
définie 

j-,  =    /    {\  —  z^-y^cosxzdz. 
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pourvu  que  la  partie  réelle  de  m  soit  supérieure  à  — i.  Lorsque  m  est  un 
nombre  entier  positif,  cette  intégrale  est  de  la  forme  {voir  T.  J,  p.  281) 

2.4.6...2/w(Usina;-4-V  cosar), 

U  et  V  étant  des   polynômes  en  -  dont  tous  les  coefficients  sont  des 

nombres  entiers,  et  Tinlégrale  générale  est  » 

y  =  G(U  sinx"  -h  Vcosjr)  h-  C'(V  sinar  —  U  cosj?). 

[Hgriiite.] 

40*.  Soient  y  =  ^(x,  a,  6),   z  =  ^(Xy  a^  b)  les  formules  qui  donnent 
rintégrale  générale  d'un  système  d'équations  différentielles 

-^  =  F(x,.K,^).        ^,^.  =  *(x,  J,  z). 

Les  formules  r.  =  Ci  ^  -+•  Cj  -  ;  >  51  =  Ci  —  -  -h  G»  -tt-  représentent  rin- 

-^  da  où  ôa  db      ^ 

tégrale  générale  du  système  linéaire 

'dx  -  -ôj-^'  ■"  dï  ^''         dx  =  ^•^»  "^  ^  ^" 

où  l'on  suppose  y  et  z  remplacés  par  <p(ar,  a,  b)  et  ^{x^  a,  6),  les  con- 
stantes a  et  6  ayant  reçu  des  valeurs  numériques  quelconques  après  la 
différentiation. 

il.  L'intégration  du  système  d'équations  linéaires 

dy  ,  dz  , 

—  -V  a^  -f-  ^5  =  o,         _  ^  a,  j'  -+-  6, 5  =  o, 

où  a,  6,  ^1,  ^1  sont  des  fonctions  quelconques  de  x^  se  ramène,  en  posant 
y  =  tZy  à  l'intégration  de  l'équation  de  Riccati 

dt        ,        ,  , 

-^ h6-h(a  —  bi)t  —  aii*=o 

et  au  calcul  de   1  (a  -\- bi)dx.  (  Voir  la  note  de  la  page  4^5.) 

12.  Le  rapport  z  de  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation  linéaire 

satisfait  à  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 


»•••■ 


CHAPITRE  XXL 

ÉQUATIONS  DIFFÉRIiNTIELLES  NON  LINÉAIRES. 


I.  -  VALEURS  INITIALES  EXCEPTIONNELLES. 

La  démonsiralion  par  laquelle  on  a  prouvé  l'exislence  des  fonc- 
tions inlégrales  prenant  des  valeurs  initiales  données  suppose 
essentiellement  que  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  ini- 
tiales (n"  383).  Nous  allons  examiner,  en  nous  bornant  à  une 
seule  équation,  quelques  cas  simples  où  cette  condition  n'est  pas 
remplie. 

416.  Cas  où  le  coefficient  différentiel  devient  inflni.  —  Consi- 
dérons une  équation  du  premier  ordre, 

où  le  second  membre  /(^,  y)  devient  infini  pour  le  couple  de 
valeurs  x  =  Xq,  y  =^'oi  de  telle  façon  que  l'inverse 

/i(^,r)-        ' 


soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs.  Nous 
pouvons  encore  écrire  l'équation  précédente 

en  regardant  y  comme  la  variable  indépendante  et  x  comme  la 
fonction  inconnue.  Mais  le  second  membre /i  (a:,  j^)  étant  holo- 
morphe par  hypothèse  pour  x^^x^^  yz=zy^^  le  théorème  de 
Cauchy  s'applique  à  l'équation  (2).  Il  existe  une  intégrale,  et 
une  seule,  qui  tend  vers  x^  lorsque  j^  tend  vers^o»  ^^  celte  inté- 
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grale  esl  holomorphc  daos  le  domaine  du  point  y^.  Le  dévelop- 
peraenlen  série  entière  de  jc — x^  suivant  les  puissances  dey— /© 

commence  forcément  par  un  terme  qui  est  au  moins  du  second 

dr 
degré,  puisque  -j-  ou  /,  (a:,  y)  est  nul  pour  x  =  Xo»  y  =yo  [sans 

quoi  /(x^y)  serait  aussi  holomorphe].  Soit 

ce  développement;  de  la  formule  (3),  on  déduit  inversement  un  dé- 
veloppementdejK — yo  suivant  les  puissances  de(x  —  j:o)"'(n"3o7) 

(4)  y  —y<i  =  ai{jc  ~-  xo)"'-i-  Oiix  ^  xo)""  -h . ..         (aijéo); 

Inéquation  (i)  admet  donc  encore  une  intégrale,  et  une  seule, 
tendant  vers  yo  lorsque  x  tend  vers  Xq,  et  le  point  Xq  est  un 
point  critique  algébrique  pour  cette  intégrale  (*). 

417.    Cas  où  le  coefficient  différentiel  est  indéterminé.  —  La 

discussion  complète  de  tous  les  cas  où  le  coefficient  diflercnliel 
devient  indéterminé  est  beaucoup  plus  compliquée.  Prenons 
d*abord  Téquation  étudiée  par  Briot  et  Bouquet  (^) 

(3)       xf—  by  =  rt,o  r  -h  «îo•^'^-  «n  Jy  -H  «01^*  +  -  •  .=  ?(^,  y)^ 

où  le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
X  =^ y  =  o,  et  proposons-nous  de  rechercher  s'il  existe  une  inté- 
grale holomorphe  s'annulant  avec  x,  A  cet  eflc'l,  substituons  à  la 
place  de  j',  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (5),  une  série 
entière 


« 


(6)  y  =  cxx  -+•  CtX--^. .  .-hCnOP'^-t-. . . 

après  la  substitution,  le  coefficient  de  or"  dans  le  premier  membre 


(')  En  langage  géométrique,  on  peut  dire  aussi  que,  par  le  point  (x^,  y,),  il 
passe  une  courbe  intégrale^  et  une  seule,  sur  laquelle  le  point  (a?o,  y^)  est  un 
point  ordinaire,  et  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  x  ^  x^.  L'énoncé  da 
théorème  suppose  que  la  fonction  /^{x^y)  ne  s'annule  pas  pour  a?  =  x^,  quel 
que  soit^;  dans  ce  cas,  en  eiïet,  l'intégrale  de  l'équation  (a)  qui  prend  la  valeur 
x^  pour  y—y^^  se  réduit  à  x  =  x^^  et  l'équation  (i)  n'admet  pas  d'intégrale 
tendant  vers  y„  lorsque \a;  tend  vers  x^. 

(2)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI,  i855. 
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est  (n  —  b)Cn,  taudis  que  le  coefficient  de  ^^  dans  le  second 
membre  est  un  polynôme 

dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  positifs,  et  qui 
ne  renferme  que  les  coefficients  C| ,  . . . ,  c„_i ,  et  les  coefficients  a/A» 
On  obtient  donc  pour  déterminer  de  proche  en  proche  les  coeffi- 
cients de  la  série  (6)  une  relation  de  récurrence 

(7)    (/l  —  b)Cn=  P/i(rtlO»  «10,  •  •  •>   «0»i;  C|,  C,,    .  .  .,  Cfi-i)  (a  =  I,  2,    ...)r 

qui  permet  de  calculer  successivement  tous  ces  coefficients, 
pourvu  que  b  ne  soit  pas  égal  à  un  nombre  entier  positif. 
Écartons  d'abord  celte  hypothèse;  la  relation  (7)  nous  donne 

<Tlo  «to-î-  «Il  <?1 -+-  «05^* 

l O  '1  —  b 

et  ainsi  de  suile.  La  somme  de  la  série  (6)  représente  certaine- 
ment une  intégrale  de  Téquation  (5)  s'annulanl  avec  x^  pourvu 
que  cette  série  entière  admette  un  rajon  de  convergence  difl'érent 
de  zéro.  En  effet,  les  opérations  par  lesquelles  nous  avons  déter- 
miné les  coefficients  de  cette  série  sont  alors  légitimes  (1,  n**  186). 
Pour  démontrer  la  convergence  de  cette  série,  observons  d'abord* 
que,  lorsque  Ton  donne  à  n  toutes  les  valeurs  entières  i,  2,  .  .  ., 

jusqu'à  l'infini,  la  fraction  .  »  qui  ne  peut  devenir  infinie,  tend- 
vers  zéro.  Le  module  de  cette  fraction  a  donc  un  certain  maxi- 
mum 5>  et  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 
Soit  d'autre  part 


fi 


<1 
=  B 


<t>(ar,  Y)  =  A,o^-i-  A|oa:« -h  An  a:Y -h  AoaY^-f-.  . . -+- A^-a:' Y^'-h. . . 

une  fonction  majorante  pour  ï>(x,^),  ne  présentant  pas  de  terme 
constant  ni  de  terme  en  Y;  on  peut  prendre,  par  exemple,  une 
fonction  de  la  forme 

M  Y 

*(^,  Y)=^ :^^^ _^M-M-, 


O-^K-l) 


mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  préciser  davantage  pour  la  suite  du 
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raisonnemeoU  L^équation  auxiliaire 
(8)  BY  =  *(.r,  Y) 

admet,  d'après  le  théorème  général  sur  les  ronclions  implicites 
(I,  n"  187),  une  racine  holomorphe  s'annulant  avec  x.  Soit 

le  développement  en  série  entière  de  cette  racine.  Pour  calculer 
les  coefficients  C/,  on  peut  substituer  à  la  place  de  Y  ce  dévelop- 
pement dans  les  deux  membres  de  la  relation  (8),  ce  qui  fournil 
la  relation  de  récurrence 

(10)  BG/i  =  P/t( AïOï  Ajo,  •••,  Ao« ;  Ci,  Cj,  ...,  G/i_i), 

P,i  étant  le  polynôme  qui  figure  dans  la  relation  (7),  où  Ton  aurait 
remplacé  aïk  par  A/a  et  ci  par  C/. 

Mais  on  a,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  choisi  la  con- 
stante B  et  la  fonction  <ï>(a:,  Y),  les  inégalités 

Il  s^ensuit  que  si  Ton  a 

|C||<G,,    |c,|<Gî,     ...,     |c«_i|<G«-i, 

on  aura  aussi  |c„|<;C7i,  puisque  tous  les  coefficients  du  poly- 
nôme P,i  sont  des  nombres  entiers  positifs.  Or,  on  a  |^io|^Aio, 
et,  par  suite,  |C|  |  <  C|  ;  en  raisonnant  de  proche  en  proche,  on  en 
conclut  que  la  série  (9)  est  majorante  pour  la  série  (6)  :  celle-ci 
est  donc  convergente  dans  le  domaine  de  l'origine.  En  résumé, 
lorsque  le  coejficient  b  de  y  dans  l'équation  (5)  n*est  pas  égal 
à  un  nombre  entier  positif ,  cette  équation  admet  une  intégrale 
holomorphe,  et  une  seule,  s' annulant  avec  x. 

Pour  achever  l'étude  des  intégrales  holomorphes  s'annulant  avec  Xs  il 
faut  encore  examiner  Je  cas  où  b  est  égal  à  un  nombre  entier  positif.  Sup- 
posons d'abord  b  —  \\  la  première  des  relations  (7)  se  réduit  à  «10=0. 
Si  aïo  n'est  pas  nul,  il  n'y  a  donc  pas  d'intégrale  holomorphe  répondant  à 
la  question.  Si  aïo  est  nul,  en  posant^  =  Xx,  on  est  conduit  à  une  équa- 
tion 

(11)  À'  =  ^L  ( a^,  X )  =  ajo  -H  /zj  1 X  -h  aoi X*  -f- . . . , 

la  fonction  ^{x^  X)  étant  holomorphe  pourvu  que  l'on  ait  \x\  <  r,  |X|  <  A, 
r  et  A  étant  deux  nombres  positifs  convenablement  choisis.  Or  cette  équa- 
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tion  (il)  admet  une  infinité  d'intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  de 
Torigine,  car  on  peut  choisir  arbitrairement  la  valeur  Xq  de  X  pour  x  =  o, 
pourvu  que  l'on  ait  |Xo|  <  A.  Dans  ce  cas,  Téquation  (5)  admet  donc  une 
infinité  d'intégrales  holomorphes  s'annulant  avec  x. 

Lorsque  b  est  égal  à  un  nombre  entier  plus  grand  que  l'unité,  le  coef- 
ficient de  or  dans  le  développement  d'une  intégrale  holomorphe  s'annulant 

pour  X  =  o  doit  être  égal  à  — ^  >  et  la  transformation  y  =  — î^  x  -h  X  j^ 

conduit  à  une  équation  de  même  forme,  où  le  coefficient  de  X  est  égal 
à  I  —  by 

xV —  (b  —  I  )X  =^  a\  Q  X  -{-  a'^  Q  x^ -^  a\  ^  \x  -\-. .  .\ 

par  une  suite  de  transformations  analogues,  on  sera  donc  ramené  au  cas 
qui  vient  d'être  traité.  Par  conséquent,  lorsque  le  coefficient  b  est  égal  à 
un  nombre  entier  positif,  l'équation  (5)  n'admet  aucune  intégrale  holo- 
morphe s'annulant  avec  x^  ou  elle  en  admet  une  infinité. 

Briot  et  Bouquet  ont  recherché  aussi  s*il  existait  des  intégrales  non 
holomorphes  tendant  vers  zéro  avec  x  et  démontré  -que  l'équation  (5; 
admet  une  infinité  d'intégrales  de  cette  espèce,  lorsque  la  partie  réclln 
de  b  est  positive.  On  peut  établir  aisément  ce  théorème  au  moyen  de  la 
méthode  des  approximations  successives.  Nous  remarquerons  d'abord  que, 
si  la  partie  réelle  de  b  est  positive,  on  peut,  sans  diminuer  la  généralité, 
supposer  cette  partie  réelle  ^(6)>i.  Si  en  effet  on  fait  le  changement 
de  variable  x  =  x'"j  n  étant  un  nombre  entier  positif,  l'équation  (5)  esl 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  où  b  est  remplacé  par  nb. 
Nous  admettrons  donc  que  l'on  a  ^(6)  >  i,  et  que  b  n'est  pas  un  nombril 
entier.  L'équation  (5)  admet,  comme  on  vient  de  le  démontrer,  une  inté- 
grale holomorphe  yi,  nulle  pour  a^  =  o,  et  en  posant  j^  =  ^1-4- a  l'équa- 
tion (5)  devient 

La  fonction  ç(^,^)  ne  renfermant  pas  de  terme  en^,  la  fonction  ^(x,  u) 

ne  renfermera  pas  de  terme  constant,  et  l'on  peut  encore  écrire  l'équation 

précédente 

xit' —  bu  =  u[ax  -h  ^ it  -^ . . ,]. 

Posons  encore  u  —  X  j;*,  en  désignant  par  X  la  nouvelle  fonction  inconnue; 
l'équation  prend  la  forme 

(12)  X'=X[a-4-  ;iX.r^-t-h...]--=F(X,a-,  ^^-i), 

F  désignant  une  série  entière  par  rapport  aux  trois  variables  X,  Xj  x^-  K 
Dans  le  plan  de  la  variable  x  menons  par  l'origine  deux  demi-droites 
d'arguments  co©  et  wi(aio<  wj  <  too-h  27r)  et  considérons  le  secteur  circu- 
laire A  limité  par  ces  deux  droites  et  un  arc  de  cercle  de  rayon  r  décrit 
de  l'origine  pour  centre.  Lorsque  x  reste  à  l'intérieur  de  A  et  que  d'autre 
part  |X|  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  /,  la  fonction  F(X,  x,  x-'-^) 

G.,  II.  3i 
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est  holoinorphe(i),  pourvu  que  les  deux  nombres  r  et  /  soient  assez  petits. 
Joignons  l'origine  à  un  point  quelconque  x  du  secteur  A  par  un  segment 
de  ligne  droite,  et  imaginons  qu'on  prenne  pour  valeur  initiale  de  X  une 
valeur  arbitraire  Xo,  de  module  inférieur  à  /.  On  peut  appliquer  à  Téqua- 
lion(i2)la  méthode  des  approximations  successives  (n"  390),  qui  consiste 
à  prendre  successivement  les  intégrales 

rX  pX 

F(Xo,  ar,  jr''-ï)û?x,         X,=  Xo-+-   /      F(X,,  a^,  ar*-»)c?j:, 

et  d'une  manière  générale 

X„=  Xo-+-  j     F(X„_,,  X,  x'*-'^)dx, 


•-  0 


toutes  ces  intégrales  étant  prises  suivant  la  ligne  droite.  Les  hypothèses 
fondamentales  pour  la  validité  de  la  démonstration  sont  encore  réalisées 
ici,  toutes  les  fonctions  Xi(2:),  'k\{x)y  ...,  sont  hoiomorphes  dans  le 
secteur  A,  et  la  fo<iction  X«(j7)  tend  vers  une  limite  \(x)  pourvu  que  le 
rayon  /*  ait  été  pris  assez  petit.  L'équation  (12)  admet  donc  une  intégrale 
holomorphe  dans  le  secteur  A  tendant  vers  la  valeur  Xq  lorsque  x  tend 
vers  zéro,  et  par  suite  l'équation  (5)  admet  une  infinité  d'intégrales  non 
hoiomorphes  dans  le  voisinage  de  Torigine,  tendant  vers  zéro  lorsque  le 
point  X  se  rapproche  de  l'origine,  et  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire Xo;  ce  qui  démontre  le  théorème  de  Briot  et  Bouquet. 

La  condition  que  la  partie  réelle  de  6  —  1  soit  positive  est  essentielle; 
en  effet,  lorsque  x  se  rapproche  de  l'origine  en  restant  dans  le  secteur  A, 
son  argument  reste  compris  entre  a)o  et  cu],  et  son  module  tend  vers  zéro. 
Soit  X  =  pe'<»>,  b  —  i  =  fx-+-vi;ona 

et  lorsque  p  tend  vers  zéro,  u)  restant  compris  entre  les  deux  limites  ui» 
et  b)|,  [xlogp — vo)  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  restant 
négatif,  et  le  module  de  x^'^  tend  vers  zéro.  On  voit  au  contraire  que,  si 
la  partie  réelle  de  b  —  i  est  négative,  le  module  de  x^-^  augmente  indéfi- 
niment lorsque  x  tend  vers  zéro  en  restant  dans  le  secteur  A.  La  fonc- 
tion F(X,  Xy  a:*—*)  n'est  pas  continue  à  Torigine,  et  la  démonstration  pré- 
cédente ne  s'applique  plus. 

D'après  Briot  et  Bouquet,  lorsque  la  partie  réelle  de  b  est  négative, 
l'équation  (5)  n'admet  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe 
s'annulant  pour  x  =  o.  Mais  leur  démonstration,  qui  est  très  analogue  à 

(*)  Lorsque  x  tend  vers  Torigine  en  restant  dans  le  secteur  A,  la  dérivée  de  la 
fonction  F  par  rapport  à  x  peut  devenir  infinie  si  la  partie  réelle  de  6  —  2  est 
négative,  maia  celte  dérivée  ne  figure  pas  dans  la  méthode  des  approximations 
successives. 
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celle  de  la  note  de  la  page  355,  suppose  que  la  variable  x  tend  vers  Torigine 
suivant  un  chemin  de  longueur  finie,  avec  une  tangente  déterminée  à  Tori- 
gine,  et  la  conclusion  a  besoin  d'être  précisée.  Pour  donner  une  idée  de 
la  difficulté  de  la  question,  considérons  la  fonction  x^  en  supposant  que 
la  partie  réelle  |jt  de  6  est  négative  tandis  que  le  coefficient  v  de  i  est 
différent  de  zéro;  le  module  de  x^  est  égal  à  e^^^^^—^^.  Si  nous  faisons 
décrire  à  la  variable  x  une  courbe  se  rapprochant  indéfiniment  de  l'origine, 
{xlogp  tend  bien  vers  +00,  mais  si  l'on  fait  croître  en  même  temps  l'argu- 
ment oi  en  valeur  absolue  de  telle  façon  que  la  difi'érence  fxlogp  —  vcu  soit 
négative  et  croisse  indéfiniment  en  valeur  absolue,  le  module  de  x^  tendra 
vers  zéro  en  même  temps  que  la:*!.  Si  v  >  o,  il  suffira  de  faire  décrire  par 
exemple    à    la    variable  x   la   spirale   logarithmique    ayant  pour    équa- 

tion  p  =  c*^,  car  nous  avons  alors  \x^\  =  e  *  ,  et  lorsque  l'argument  u> 
tend  vers  -h  oc,  |ir|  =  p  et  \x*'\  tendent  en  même  temps  vers  zéro. 

Lorsque  la   partie  réelle  de  b  est   négative,  sans  que  la  partie  réelle 

de  -.  soit  nulle,  il  résulte  des  recherches  de  MM.  Picard  et  Poincaré  sur  ce 
i 

sujet  que  Téquation  (5)  admet  une  infinité  d'intégrales  non  holomorphes, 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  tendant  vers  zéro  lorsque  l'on 
fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  tel  que  le  précédent  le  long 
duquel  \x^\  tend  vers  zéro.  La  contradiction  entre  ce  résultat  et  le  théo- 
rème énoncé  par  Briot  et  Bouquet  n'est  qu'apparente,  puisqu'on  se  place 
dans  les  deux  cas  dans  des  conditions  tout  à  fait  différentes.  Remarquons 
en  particulier  que,  lorsque  la  variable  x  ne  prend  que  des  valeurs  réelles, 
elle  ne  peut  tourner  une  infinité  de  fois  autour  de  l'origine,  et  par  suite  il 
n'y  a  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  liolomorphe  tendant  vers  zéro 
avec  X  si  la  partie  réelle  de  b  est  négative. 

Les  résultats  de  cette  discussion   sont  faciles  à   vérifier  sur  l'équation 

(XX 

élémentaire  xy'  =  ax  -\-  by^  dont  l'intégrale  générale  est^  = -r  4-  Qx*\ 

%\  b  —  1  n'est  pas  nul,  el  y  =  ax  Loga:  -h  Car,  si  A  =  i. 

418.   Nous  donnerons   seulement  quelques  indications  sur  le 
cas  général  d'une  équation  de  la  forme 

,  dy  _      ax  -^  b  y  -+-  cx^  -î-  -i  d^ry  -4-  ey-  -J   .  .  Y 

'^^  dix  ~  a'  X  -^  b'  y  ^  c  x^  -T-  xd'  xy  -\-  e  y^  T- .  ..  ~  X' 

X  et  Y  étant  des  séries  entières  convergentes  tant  que  Ton  a 

Nous  supposons,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité,  que  ^ 
devient  indéterminé  pour  le  système  de  valeurs  x  =y  ^^o,  Po- 
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sons  dans  cette  équation  j'=  vx:  elle  devient 

,    .  dv        n -h  hv  —  ç(a' -h  h' v) -+- to(t,  v) 

^(j7,  v)  et  ^(.r,  r)  étant  deux  séries  entières  qui  sont  conver- 
gentes pourvu  que  Ton  ait  à  la  fois  |:r|  <  r,  |i^x|  <  r.  Si  Téqua- 
tion  (i4)  admet  une  intégrale  holomorplie  s'annulant  avec  x,  le 
coefficient  de  x  dans  le  développement  de  cette  intégrale  est 
nécessairement  racine  de  Péquation 

(i6)  a -h  Ov  —  r(rt'-t- ^'t')  =  o, 

puisque  le  premier  membre  de  Péquation  (i  5)  est  nul  pour  j:  =  o. 
Soit  i'i  une  racine  de  l'équation  (i6).  Si  nous  posons  v  =  ç^-{-  m, 
les  deux  fonctions 

sont  encore  régulières  dans  le  voisinage  des  valeurs  x  =  o,  u  =  0^ 
cl  Téquation  (i5)  est  remplacée  par  une  équation  de  la  forme 
déjà  éludiée 

ax 

pourvu  que  i'i  n'annule  pas  a'-l-  6\'.  Gomme  l'équation  (i6)  est, 
en  général,  du  second  degré,  on  voit  que  l'on  peut  ramener 
l'équation  (i4)  à  la  forme  (5)  de  deux  façons  différentes  et,  par 
suite,  qu'il  y  a  en  général  deux  intégrales  holomorphes  et  deux 
seulement  s'annulant  pour  x=^o.  Mais  ces  conclusions  ne  s'ap- 
pliquent qu'aux  circonstances  les  plus  générales  où  les  coeffi- 
cients a,  6,  «^  b'  ne  satisfont  à  aucune  relation  particulière. 

La  recherche  générale  des  intégrales,  holomorphes  ou  non,  de 
Téquation  (i  4)>  q^î  tendent  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  zéro  (X  et 
Y  étant  deux  fonctions  régulières  qui  s'annulent  pour  ;r  =  j^=ro), 
a  fait  l'objet,  depuis  le  Mémoire  de  Briot  et  Bouquet,  d'un  grand 
nombre  de  travaux.  Quoiqu'on  ait  pu  traiter  des  cas  de  plus  en 
plus  étendus,  la  question  n'est  pas  encore  épuisée.  Je  signalerai 
seulement  une  circonstance  remarquable  que  nous  n'avions  pas 
rencontrée  jusqu'à  présent.  Prenons  l'équation 

(i8)  ^**  -^  —by  =  a.r 
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et  cherchons,  comme  plus  haul,  une  intégrale  holomorphe  de 
cette  équation  qui  soit  nulle  pour^  =  o.  En  cherchant  à  déter- 
miner les  coefficients  de  la  série  (6)  de  façon  qu'en  la  substituant 
dans  l'équation  (i8),  on  arrive  à  une  identité,  on  aboutit  aux 
relations 

a -H  ôci  =  o,         c,  =  6cj,         2Cj  =  6c3,         ...,         nc„  =r  bCfi-hi^         •••! 

d'où  l'on  tire 

a  a  ia  \  .1, , .  n,a 

On  obtient  bien  ainsi  une  valeur  unique  pour  chaque  coefficient, 
mais  la  série  à  laquelle  on  parvient  est  divergente  sauf  pour 
x-=o.  L'origine  est  un  point  singulier  transcendant  pour  toutes 
les  intégrales,  comme  on  le  vérifie  par  l'intégration  directe.  Le 
point  x=:o  est  de  même  un  point  singulier  transcendant  pour 
toutes  les  intégrales  de  Téquation  a;y'  +  ^'-  =  o,  et  toutes  ces 
intégrales  tendent  vers  zéro  avec  \oc\.^ 

Quand  on  n'attribue  aux  variables  ar  et  ^  que  des  valeurs  réelles  et  que 
Ton  cherche  à  construire  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (14  )  (Xel  Y 
étant,  par  exemple,  deux  polynômes  entiers  en  x  et^),  il  est  très  impor- 
tant de  connaître  la  forme  de  ces  courbes  intégrales  dans  le  voisinage 
d'un  point  commun  aux  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o.  Nous  allons  étudier, 
à  ce  point  de  vue,  Féquation  simple 

dy         ax  -^  by 

qui  s'intègre  par  un  procédé  élémentaire  (n"  365)  en  posant  y  =  tx.  Ou 
est  ainsi  conduit  à  l'équation 

dx  (g' -h  b't)dt  __ 

~x   "^  b'C'-\-(^a'—b)t  —  a  ~^* 

la  discussion  dépend  du  signe  de  (a' —  6)*-h  ^ab' . 

Premier  cas,  —  Soit  (a' — b^-ir  !\b' a  <io.  On  a  forcément  ô'<o,  et 
l'on  peut  encore  écrire  l'équation  précédente 


dx  (  t  -^  il)  fit 

=  o 


en  posant 


X         (^  — a)i-+-{i* 


} 


^""6''  ^"^      26'    '  ^   '^  46'* 
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Le  nouveau  changement  de  variable  t  =  ol-\-^u  conduit  à  Téquation 

dx         u  du         a  -I-  u      du 


et  finalement,  on  trouve  que  Tintégrale  générale  de  Téquation  (19)  est 
donnée  par  la  formule 

fll+Il  y— OLr 

(20)  /(j^  — aj')«-t- p«ar»=  Ce      P  P*  . 

Pour  voir  la  forme  de  ces  courbes,  il  suffit  de  remarquer  que  la  trans- 
formation homographique  y  —  ax  =  Y,  pa?  =  X  remplace  Téquation  pré- 
cédente par  l'équation  plus  simple 

a+l^      .       Y 


X 


et  les  courbes  représentées  par  les  équations  (20)  et  (20)'  ont  évidem- 
ment une  forme  analogue.  Si  a -t-  |Jt  n*est  pas  nul,  Téquation  (20)'  repré- 
sente des  spirales  logarithmiques;  les  courbes  intégrales  ont  donc  la 
forme  de  spirales  se  rapprochant  indéfiniment  de  Torigine  qui  est  un 
point  asymptote.  On  dit  que  Torigine  est  un  foyer. 

Comme  cas  particulier,  il  peut  arriver  que  a -{- fx  soit  nul.  Les  courbes 
intégrales  sont  des  courbes  fermées  entourant  l'origine  qui  est  un  centre. 

Deuxième  cas.  —  Soit  (a' — b)*  ■+■  ^ab^'^  o,  ô'^  o.  L'équation 

b't^-h(a'^b)t  —  a=o 

a  deux  racines  distinctes  ti  et  /j,  et  l'on  peut  écrire  l'équation  différen- 
tielle entre  x  et  f, 

dx         [k  df         I  —  [i 


X         t  —  (i        t  ~  t 


dt  =  o, 


\k  étant  un  coefficient  constant  différent  de  zéro  et  de  l'unité.  L'intégrale 
générale  est  donnée  par  la  formule 

(  r  —  /i^')^(.>'  —  ttxY~V-—  C. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  droites  ^=  ^i a-, ^= /jT, 
l'équation  des  courbes  intégrales  dans  ce  nouveau  système  d'axes  est 

{1-1 
Y  =  ex  1^  . 

Si  — est  positif,  Y  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  X.  Toutes  les 

courbes  intégrales  vont  passer  par  l'origine  qui  est  un  nœud. 

Si  — est  négatif,  il  n'y  a  que  deux  courbes  intégrales  passant  par 

l'origine,  les  deux  droites  X  =  o,  Y  =  o.  Les  autres  courbes  intégrales  sont 
asymptoliques  à  ces  deux  droites.  On  dit  que  l'origine  est  un  col. 
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Troisième  cas,  —  Soit  (a' —  b)-  -h  ^ab'  —  o,  b' ^  o.  L'équation 

b'f^-^ia'^  b)t  —  a  =  o 

a  une  racine  double  ^i,et  Ton  peut  écrire  Téquation  différentielle  entre  arel  f 

djr  IL  dt  dt 

-H =o. 


fjL  n'étant  pas  nul.  L'intégrale  générale  est  représentée  par  Féquation 

X 

Y  =  C  e  Y, 

où  X  =  [xa*,  Y=j^  —  t\^x.  Pour  construire  les  courbes  intégrales,  on  peut 
exprimer  X  et  Y  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  en  posant  X  =  Y6,  ce 
qui  donne  Y  =  Ce^,  X  =  Gôe^.  Lorsque  6  tend  vers  — oo,  X  et  Y  et  par 
suite  X  et  y  tendent  vers  zéro;  l'origine  est  encore  un  foyer. 

Si  b'  est  nul,  sans  que  a  soit  nul,  on  permutera  x  ely  dans  la  discussion 
précédente.  Si  b'  et  a  sont  nuls  à  la  fois,  l'équation  est  de  la  forme 

X  dy  =  ky  dx  ; 

l'origine  est  encore  un  nœud  ou  un  col.  La  classification  précédente  est 
due  à  M.  Poincaré,  qui  a  étendu  la  discussion  aux  équations  de  la  forme 
générale  (i4)  dont  les  coefficients  sont  réels. 


IL  —  ÉTUDE  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

419.  Points  singuliers  des  intégrales.  —  Les  développements  en 
séries  par  lesquels  on  a  élabli  l'existence  des  intégrales  d'tin  sys- 
tème d'équations  différentielles  analytiques  ne  permettent  de  cal- 
culer ces  intégrales  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence.  Mais 
la  connaissance  de  ces  développements  suffît,  comme  on  l'a  re- 
marqué d'une  façon  générale  (n"  344),  pour  que  ces  fonctions 
soient  virtuellement  déterminées  dans  tout  leur  domaine  d'exis- 
tence. Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  différen- 
tielle algébrique  du  premier  ordre 

(21)  F(^,r/7')  =  0' 

F  étant  un  polynôme  entier  en  x^y^  y'.  Soit  (j?o>  JKo)  ""  système 
de  valeurs  tel  que  l'équation  F(:ro>  ^o?  ^)  =  o  ait  une  racine 
simple  v'jji  lorsque  j:  et  ^  tendent  respectivement  vers  Xq  et  y©, 
l'équation  (21)  admet  une  racine  et  une  seule  tendant  vers  j^J^,  et 
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celle  TdiCiney=/[x^  y)  esl  une  fooctîon  régulière  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  Xo,  yo-  L'équation  (2  1)  admet  donc  une  inlégrale 
holomorphe  se  réduisant  k  yo  pour^r  =  Xq,  et  dont  la  dérivée  prend 
aussi  la  valeur  ^J^  pour  x  =z  Xq.  Celte  intégrale  n'est  définie  par 
un  développement  en  série  entière  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle  Co, 
de  centre  Xq^  dont  le  rayon  est  en  général  fini,  mais  cette  fonc- 
tion, dont  on  peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  en 
dehors  du  cercle  Co,  satisfait  à  l'équation  (21)  dans  tout  son 
domaine  d'existence.  Remarquons  qu'on  peut  se  servir  de  l'équa- 
tion (ai)  elle-même  pour  le  calcul  des  coefficients  des  diverses 
séries  que  l'on  emploie  dans  la  méthode  du  prolongement  ana- 
lyti(|ue.  Si  en  un  point  Xi  du  cercle  Co,  l'intégrale  considérée  esl 
égale  à  j^i,  sa  dérivée  esl  égale  à  l'une  des  racines  y'^  de  l'équii- 
tion  F(a:i,  jKi>  JK')  =  o,  et  l'on  pourra  en  déduire  les  valeurs  des 
autres  dérivées  au  point  Xi  par  des  dérivations  successives. 

Chaque  équation  différentielle  du  premier  ordre  définit  ainsi 
une  infinité  de  fonctions  analytiques  (dépendant  d'une  constanle 
arbitraire);  ce  sont  en  général  des  fondions  transcendantes  que 
l'on  ne  peut  exprimer  au  moyen  des  transcendantes  classiques,  el 
il  en  est  de  môme  a  fortiori  des  fondions  définies  par  des  équa- 
tions difTérenlielles  algébriques  du  second  ordre  ou  d'ordre  supé- 
rieur. L'élude  des  propriélés  de  ces  transcendanles  nouvelles  el 
leur  classification  constituent  Tobjet  de  la  théorie  analylique  des 
équations  différentielles. 

On  peut  encore,  dans  celte  élude,  poursuivre  deux  buts  diffé- 
rents :  l'on  peut  chercher  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  des  équations  d'une  forme  déterminée  puissent  être 
intégrées  au  moyen  de  fonctions  déjà  connues,  ou  se  proposer  au 
contraire  de  découvrir  des  équations  différentielles  algébriques 
définissant  des  transcendantes  irréductibles  aux  transcendantes 
classiques,  et  jouissant  de  quelque  propriété  remarquable,  comme 
d'être  uniforme,  ou  méromorphe,  etc.  Quel  que  soil  l'objet  que 
l'on  ait  surtout  en  vue,  la  recherche  des  singularités  possibles 
pour  les  fonctions  intégrales  esl  une  question  essentielle.  Tandis 
que  les  points  singuliers  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
sont  fixes,  les  poinls  singuliers  des  inlégrales  d'une  équation  non 
linéaire  varient  en  général  avec  les  valeurs  initiales.  Par  exemple, 
l'intégrale    de   Téquation   x  ~i-yy'=o   qui   prend   la   valeur  ^0 
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pour  x  =  o  est  y  =z  ^ y'^  —  x^]  cette  fonction  admet  les  deux 
points  critiques  -h^oj  — yo  q"i  dépendent  de  la  valeur  initiale. 
De  même,   rinlt'j;rale  de  Téquation  y'=y^^  qui  est  égale  à  yo 

pour  ^  =  o,  ou  — ~ — >  admet  le  pôle  x  ^=  —  •  Nous  sommes  donc 

conduits  à  distinguer  deux  classes  de  points  singuliers  pour  une 
équation  différentielle,  les  points  singuliers  yîa:e5  qui  ne  dépen- 
dent pas  des  valeurs  initiales  choisies  (sans  être  nécessairement 
des  points  singuliers  pour  toutes  les  intégrales),  et  les  points  sin- 
guliers mobiles,  pôles  ou  points  critiques,  qui  dépendent  des  va- 
leurs initiales.  Une  équation  différentielle  peut  avoir  à  la  fois  des 
points  singuliers  des  deux  espèces. 

420.  Fonctions  définies  par  une  équation  différentielle 7  =  ^{^,y) 
—  Nous  allons  étudier  en  particulier  Téquation  différentielle 

où  P(^,  y)  et  Q(:r,  y)  sont  deux  polynômes  entiers  en  x  et  y, 
n^admetlant  pour  diviseur  commun  aucun  polynôme  de  même 
espèce.  Les  deux  équations  P(x^  y)  =  o,  Q(x,  y)  =  o  ont  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  («i,  6i),  . . .,  (a„,  bn)'j 
nous  marquerons  dans  le  plan  des  x  les  points  ai,  a>,  . . .,  a»* 

La  transformation  ^  =  -  conduit  de  Péquation  (22)  à  une  équa- 
tîon  de  même  forme 

,   ,,  dz  P,rx,  5  1 

ax  S:i(**  1  ^  ) 

et  les  deux  équations  P|  {x,  z)  =  o,  Qi  (x,  z)  =  o  ont  encore  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  (a\y  b\)^  .  . .,  (a^,  b'^). 
Nous  marquerons  aussi  dans  le  plan  delà  variable  x  les  points  a\, 
rt!j,  . . . ,  a'^.  Ces  points  a/,  a'f^  sont  en  général  des  points  singuliers 
pour  quelques-unes  des  intégrales  de  l'équation  (22),  mais  ils  sont 
connus  a  priori  :  ce  sont  des  points  singuliersyîj:e5. 

Soit  maintenant  {xq,  yo)  un  système  quelconque  de  valeurs  tel 
que  Q_{xo^yo)  ne  soit  pas  nul.  L'équation  (22)  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  domaine  du  point  Xq,  prenant  la  va- 
leur j^o  pour  x=:Xo*  Imaginons  que  Ton  fasse  décrire  à  la  va- 


49«         CHAPITRE  XXI.   —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES  NON  LINÉAIRES. 

riable  x  un  chemin  quelconque  L  issu  du  point  x^  et  ne  passaot 
par  aucun  des  points  (7/,  aj^.  On  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  de  celte  intégrale  tout  le  long  de  L,  tant  qu^on  ne 
rencontre  aucun   point  singulier,   mais  il  peut  arriver  que  Ton 
soit  arrélé  par  la  présence  d'un  point  singulier.  Soit  a  le  pre- 
mier point  singulier  que  Ton  rencontre;  l'intégrale  considérée  est 
holomorphe  dans  le  voisinage  de  tout  point  X  du  chemin  L  com- 
pris entre  x^  et  a,  mais  le  cercle  de  convergence  delà  série  entière 
qui  la  représente,  et  dont  le  cenlre  est  en  X,  ne  renferme  jamais 
le   point  a   à  l'intérieur,    aussi  petit  que  soit  |X  —  a|.   L'équa- 
tion Q(a,  j^)  =  o  admet  un  certain  nombre  de  racines  ^i ,  ^j,  . . ., 
psî  nous  marquerons  les  points  ^/  dans  le  plan  de  la  variable/. 
L'équation  Q(a,  j>^)=o  n'a  qu'un  nombre  fini  de  racines,  car, 
pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  le  polynôme  Q(^î/) 
fût  divisible  par  i^x  —  a)  et  le  point  a  serait  compris  parmi  les 
points  a/,  a\.  Pour  la  même  raison,  les  deux  équations  P(a,  j')=  o, 
Q(a,  j-)  =:r  o  n'ont  aucune  racine  commune.  Cela  posé,  plusieurs 
hypothèses  sonl  à  examiner.  Soit  Y  la  valeur  de  l'intégrale  en  X; 
nous  ne  pouvons  supposer  que  Y  tende  vers  une  valeur  finie  ^ 
différenle  de  ^i,  P^,  . . .,  P>,  lorsque  X  tend  vers  a,  car  R(j:,/) 
est  une  fonction    régulière  pour  a?  =  a,  ^=p.   Or,  d'après  le 
théorème  fondamental  de  Cauchy,   il  existe  une  seule  intégrale 
tendant  vers  ^  lorsque  x  tend  vers  a,  et  cette  intégrale  est  holo- 
morphe au  point  a.  Supposons  en  second  Ij^^u  que  Y  tende  vers  la 
valeur  ^i  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro.  La  fonction  R(j:,  j^)  est 
infinie  pour  jr  =  a,  ^  =  P/,  mais  son  inverse  est  une  fonction  régu- 
lière, puisqu'on  ne  peut  avoir  P(a,  P/)  =  o.  Nous  avons  vu  plus 
haut  (n°  416)  que  l'équation  (22)  admet  une  intégrale  et  une  seule 
tendant  vers  ^z  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro,  et  le  point  a  est 
un  point  criticpie  algébrique  pour  cette  intégrale.  De  même,  si  | Y| 
augmente  indéfiniment  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro,  l'équa- 
tion (23)  admet  une  intégrale  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  |X  —  a|.  On  ne  peut  avoir  à  la  fois  P|  (a,  o)  =  o,  Qi  (a,  o)  =  o, 
puisque  le  point  a  ne  fait  pas  partie  des  points  a'y^.  Si  Qi(aï  o) 
n'est  pas  nul,  z  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  pointa,  qui 
est  un  pôle  pour  l'intégrale  considérée.  Si  Q,  (a,  o)  =  o,  ce  point  a 
est  un  point  critique  algébrique  pour  5  et  par  suite  pour  j^. 
Nous  n'avons  pas  encore  épuisé  toutes  les  hypothèses;  ne  pour- 
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rail-il  arriver  en  eflel  que  Y  ne  tende  vers  aucune  limite,  sans 
que  |Y|  augmente  indélinimenl,  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro? 
M.  Painlevc  a  démontré  comme  il  suit  que  cela  n^était  pas  pos- 
sible, ce  qu'on  avait  admis  jusque-là  sans  preuve  précise.  Du 
point  a  comme  centre  avec  un  rayon  très  pelit  /•  décrivons  un 
cr^rcle  C.  Les  racines  de  Téquation  Q(X,  j^)=:  o  qui  tendent  res- 
pectivement vers  ^1,  ^2,  ...,  '^y  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro 
restent  comprises  respectivement  à  l'intérieur  de  cercles  y,, 
Y^,  .  .  . ,  Y^.  décrits  des  points  ^,,  p^?  •  •  •  »  ?s  pour  centres  avec  des 
rayons  p,,  pj,  .  .  .,  p^-,  et  Ton  peut  prendre  le  rayon  r  assez  petit 
pour  que  tous  cesra>ons  p/  soient  eux-mêmes  plus  petits  cpie  tout 
nombre  donné  e.  Considérons  en  même  temps  un  cercle  F  de  rayon 
très  grand  R,  décrit  dans  le  plan  de  la  variable  >'  de  l'origine  pour 
centre,  et  soit  (E)  la  portion  du  plan  des  >•  extérieure  aux  cercles  y/ 
et  intérieure  au  cercle  F.  Nous  allons  montrer  que,  lorsque  ]X  —  a| 
tend  vers  zéro,  le  point  Y  correspondant  finit  par  rester  constam- 
ment à  rintérieur  de  Vun  des  cercles  y/  ou  à  l'extérieur  du  cercle  F. 
S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  trouverait  toujours  sur  le  chemin  L 
des  points  X  tels  que  |X  —  a|  soit  inférieur  à  tout  nombre  donné 

et  pour  lesquels  Y  serait  dans  la  région  (E).  Or  imaginons  que 

Ton  ait   |X  —  a|<;  -  par  exemple,   tandis  que  Y  reste  dans  la 

n'-gion  (E);  il  y  a  un  minimum  positif  pour  le  rayon  du  cercle 
(l  '  ccn\pcrf!^ence  de  Ci^tégrale  de  C  équation  (22)  qui  est  égale 
à  Y  pour  :r  =  X.  E:i  efTet,  il  y  a  évidemment  un  maximum 
pour  |R(X,  Y)|  lorsque  les  points  X,  Y  restent  respectivement 
dans  les  domaines  précédents,  tandis  qu'il  y  a  un  minimum 
positif  pour  les  nombres  a  et  6  (voir  p.  352).  Soit  t\  le  minimum 
du  rayon  de  ce  cercle  de  convergence.  Ou  pourrait  trouver  par 
hypothèse  sur  le  chemin  L  un  point  X'  dont  la  distance  au  point  a 
serait  moindre  que  y^  et  tel  que  le  point  correspondant  Y'  soit 
dans  la  région  (E).  Le  cercle  de  convergence  de  la  série  qui  repré- 
sente l'intégrale,  prenant  la  valeur  Y'  pour  a:  =  X',  ayant  un  rayon 
au  moins  égal  à  y^,  le  point  a  serait  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  ce 
qui  est  évidemment  impossible  puisque  a  est  un  point  singulier. 
Le  point  Y  finit  donc  par  rester  constamment  à  l'intérieur  de 
l'un  des  cercles  y/  ou  à  l'extérieur  du  cercle  F  lorsque  |X  —  a| 
tend  vers  zéro.  Comme  le  rayon  p/  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on 
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le  veut,  et  le  rajon  R  aussi  grand  qu'on  le  veut,  cela  revient  à  dire 
que  Y  tend  vers  Tune  des  valeurs  ^i  à  moins  que  |Y|  n'augmente 
indéfîniment.  Nous  venons  d'examiner  ce  qui  arrive  dans  ces  deux 
cas;  le  point  a  est  donc  un  pôle  ou  un  point  critique  algébrique. 
On  peut  alors,  en  remplaçant  la  portion  du  chemin  L  voisine  du 
point  a  par  un  arc  de  cercle  de  rayon  infiniment  petit  décrit  de  ce 
point  pour  centre,  éviter  le  point  singulier  et  l'on  pourra  continuer 
le  prolongement  analytique  au  delà,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre 
un  nouveau  point  singulier.  Nous  allons  montrer  que,  sur  un 
chemin  L  de  longueur  finie,  on  ne  trouve  jamais  qu'un  nombre 
fini  de  pôles  ou  de  points  critiques  algébriques.  En  effet,  de 
chaque  point  «/,  «j^  comme  centre  décrivons  dans  le  plan  des  x 
un  cercle  très  petit,  et  décrivons  en  oulre  un  cercle  de  rayon  trèî> 
grand  ayant  pour  centre  Torigine,  de  laçon  que  tout  le  chemin  L 
soit  dans  la  région  (E')  du  plan  des  x  limitée  par  ces  circonfé- 
rences. Soit  X\  un  point  quelconque  de  (E'j;  l'intégrale  dont  le 
module  augmente  indéfiniment,  lorsque  \x  —  Xy\  tend  vers  zén», 
est  égale  à  un  polynôme  entier  en  i^x  —  ^0""*,  augmentée  d'une 
série  entière  en  (^  —  j:,),  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  pi. 
De  même  les  diverses  intégrales  qui  admettent  le  point  X\  comme 
point  critique  algébrique  sont  représentées  par  des  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  fractionnaires  de  x  —  Xy\  soit  Oj  le 
plus  petit  des  rayons  de  convergence  de  ces  différentes  séries.  Il 
est  clair  que  ces  nombres  pi  et  p2  varient  d'une  manière  continue 
avec  la  position  du  point  X\  ;  ils  ont  donc  un  minimum  X^o,  et 
la  distance  de  deux  points  singuliers  voisins  sur  le  chemin  L  est 
forcément  supérieure  à  X  (  *  ).  On  ne  peut  donc  rencontrer  sur  ce 

(*)  II  est  à  remarquer  qu'une  intégrale  peut  avoir  une  infinité  de  points  cri- 
tiques,  et  même  en  avoir  une  infinité  dans  le  voisinage  d'une  valeur  quelconque 
de  X.  Considérons,  par  exemple,  Téquation 

où  H(jr)  est  une  fonction  rationnelle,  dont  l'intégrale  générale  est 

Supposons  que  Tintégrale  définie    /  H(j;)  dx  admette  les  quatre  périodes  i,  a, 
/,  ^/,  a  et  ^  étant  deux  nombres  réels   incommensurables.  A  l'intérieur  d'un 
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chemin  qu'un  nombre  fini  de  pôles  on  de  points  critiques  algé- 
briques. Par  suite,  les  seuls  points  singuliers  mobiles  des  inlé- 
f^rales  de  V équation  (22)  sont  des  pôles  ou  des  points  critiques 
algébriques.  Ces  intégrales  ne  peuvent  avoir  de  points  singuliers 
essentiels  mobiles,  ni  par  conséquent  de  coupures. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  sans  difficulté  aux 
équations  de  la  forme  (22),  où  P(:r,  y)^  QC-^»  y)  sont  des  poly- 
nômes entiers  en^,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analy- 
tiques de  X.  Il  faut  seulement  adjoindre  aux  points  a/,  aj^,  qui  sont 
définis  comme  plus  haut,  les  points  singuliers  de  ces  différents 
coefficients.  Lorsque  le  chemin  décrit  parla  variable  x  reste  dans 
une  aire  ne  renfermant  aucun  des  points  a/,  a)^,  ni  aucun  des  points 
singuliers  des  coefficients  des  diflTérentes  puissances  de  j,  les  seuls 
points  singuliers  que  puissent  avoir  les  intégrales  sont  des  pôles 
ou  des  points  critiques  algébriques. 

Proposons-nous,  comme  application,  de  trouver  les  équations 
de  la  forme  (22)  n'admettant  pas  de  points  critiques  mobiles,  W 
est  nécessaire  pour  cela  que  le  dénominateur  ne  renferme  pas  j^. 
Soient,  en  elTet,  a  une  valeur  quelconque  de  :r,  et  P  une  valeur  cor- 
respondante de  ^,  telle  que  l'on  ait  Q(a,  P)  =  o,  le  numérateur 
P(a,  j3)  n'étant  pas  nul.  L'intégrale  de  l'équation  (22),  qui  tend 
vers  p  lorsque  \x  —  a|  tend  vers  zéro,  admet  ce  point  comme  point 
critique,  et  il  est  clair  que  ce  n'est  pas  un  point  critique  pour  toutes 
l(.'s  intégrales.  L'équation  proposée  doit  donc  être  de  la  forme 

f       --  •  III  j      -r-  i  m—\J  -r .  .  . 

P/M»   P/n-ii    •••    étant  des   fonctions  de  x.   D'ailleurs    l'équation 

obtenue  en  posant  j*  =  -  doit  être  de  la  même  forme,  ce  qui  exige 

que  m  ne  soit  pas  supérieur  à  a,  et  l'équation  la  plus  générale 
répondant  à  la  question  est  une  équation  de  Riccati.  Il  est  facile 
(le  vérifier  que  la  condition  est  satisfaite  pour  une  équation  de 


cercle  c  décrit  d'un  point  quelconque  x^  pour  centre  avec  un  rayon  arbitraire, 
on  démontre  aisément  (voer  n*  311, /?emar^ae)  que  Ton  peut  trouver  une  infinité 
de  racines  de  y"^,  en  choisissant  convenablement  les  chemins  d'intégration,  et 
chacune  de  ces  racines  est  un  point  critique.  Mais  un  chemin  de  longueur  finie 
décrit  par  la  variable  n'en  contient  jamais  une  infinité. 
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Riccati;  si  nous  prenons  par  exemple  la  formule  (26)  (p.  424) 
qui  représenle  l'înlégrale  générale,  il  est  clair  que  celte  intégrale 
ne  peut  avoir  pour  points  singuliers,  outre  les  points  singuliers 
des  fondions  j'i,  y2i  que  des  pôles,  provenant  des  racines  du  dé- 
nominateur j^'i  -+-  Cy^t  pôles  qui  varient  avec  la  constante  C. 

On  peut  également  se  proposer  de  déterminer  les  équations  de  la 
forme  {22)  dont  les  intégrales  n'ont  pas  de  pôles  mobiles.  Soient  m  et  11 
les  degrés  de  P(^,  y)  et  de  Q(ar,  ^)  par  rapport  à  y\  l'équation  obtenue 

en  posant  y  =  -  est  de  la  forme 

Pi  et  Qi  étant  deux  nouveaux  polynômes  en  z.  Soit  a?  =  a  une  valeur 
quelconque  de  x^  ne  faisant  pas  partie  des  points  singuliers  fixes.  L*équa- 
lion  (qi4)  admet  une  intégrale  tendant  vers  zéro  lorsque  \x  —  a|  tend  vers 
zéro;  il  semble  donc  que  l'équation  (22)  admet  toujours  une  intégrale  dont 
le  module  augmente  indéfiniment  lorsque  \x — a|  tend  vers  zéro,  mais  la 
conclusion  est  en  défaut  si  l'intégrale  en  question  de  l'équalion  (24)  se 
réduit  à  ^  =  o.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait  m  <  /*  -h  2;  c'est 
la  condition  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  pôles  mobiles.  La  seule  équation  qui 
n'ait  aucune  espèce  de  points  singuliers  mobiles  est  donc  l'équation  linéaire. 

Application.  —  Le  résultat  qui  précède  permet  de  reconnaître  si  rinlê- 
grale  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  une 
fonction  rationnelle  de  la  constante  dUntégration,  en  choisissant  con- 
venablement cette  constante.  Soit 

(A)  ^.R(.,C)  =  ^ 

une  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  C,  les  coefficients  des  deux  po- 
lynômes en  G,  P(a:,  C)  et  Q(:r,  G)  étant  des  fonctions  quelconques  de  x. 
Il  est  clair  que  la  dérivée  y'  est  aussi  une  fonction  rationnelle  de  G, 

y=R'(x,  C), 

et    l'élimination  du  paramètre  G  conduira  à  une  relation 

(E)  F(j,/;a:)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  entier  tn  y,  y\  dont  les  coefficients  peuvent  être  des 
fonctions  quelconques  de  x.  D'après  la  façon  même  dont  cette  équation  a 
été  obtenue,  quand  on  y  regarde  27  comme  un  paramètre,  elle  est  de  genre 
zéro  en  ^  et  y'. 

Inversement,    étant   donnée    une    équation    différentielle    du    premier 
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ordre  (E),  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  y  et  y'j 
les  coefficients  étant  des  fonctions  analytiques  quelconques  de  x,  pour 
qu'elle  admette  une  intégrale  générale  de  la  forme  (A),  il  faut  d'abord 
qu'elle  soit  du  genre  zéro  en^  etj^'.  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  exprimer^ 
et^'  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  u, 

de  telle  façon  que  l'on  ait  inversement  u  =  s(x,  y^  y')^  les  fonctions  r  et  /i 
étant  rationnelles  en  m  et  5  étant  une  fonction  rationnelle  de  ^,  ^'.  L'équa- 
tion différentielle  proposée  (E)  est  remplacée  par  l'équation 

àr        dr  du 

dx        du  dx  '  ' 

qui  est  de  la  forme 

(E.)  ë  =  F(-'«)- 

F  étant  une  fonction  rationnelle  de  (/.  Si  l'inlégrale  générale  de  Téqua- 

tion  (E)  est  y=i^{x,   C),  l'intégrale   générale   de  Téquation  (Ej)  est 

d'après  cela 

u  =  s[x,  K{x,  G),  R'(x,  G)], 

c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  G.  Mais  les  seuls  points  singuliers 
d'une  telle  expression,  qui  varient  avec  G,  sont  évidemment  des  pôles.  Il 
faut  donc  que  les  seuls  points  singuliers  mobiles  de  l'équation  (Ei)  soient 
des  pôles;  par  conséquent,  Téquation  (E^)  doit  être  une  équation  do 
Riccati  (»). 
Gonsidérons  par  exemple  l'équation 

y't^  iVy  ^  ÇlYi  y  _  a){  y  ^  b), 

où  P  el  Q  sont  des  fonctions  de  x,  a  ei  b  deux  constantes.  Gelte  relation 
est  bien  du  genre  zéro  en  y  et  y  et,  pour  exprimer  y  et  y'  par  des  fonc- 

Y  —  b 

lions  rationnelles  d'un  paramètre,  il  suffit  de  poser -^^^ —  t^,  ce  qui 

y  —  a  ^ 

donne  ensuite 

et  l'équation  (Ei)  est  ici  une  équation  de  Riccati 

42 1 .  Fonctioiis  uniformes  déduites  de  l'équation  y'"^  i=  R  (y  ) .  — 


(')  La  réciproque  est  immédiate.  Si  (E,)  est  une  équation  de  Riccati,  l'inlé- 
grale générale  u  est  une  fonction  linéaire  d'une  constante  arbitraire  C,  et  par 
suite  y  =  r{Xy  u)  est  une  fonction  rationnelle  de  C. 
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Nous  allons  encore  éludier  les  intégrales  de  Féquation  difTérenlielle 

(25)  y.,=  R(^.)=^jl\ 

où  m  est  un  nombre  entier  positif,  P(^)et  Q(^)  deux  poljnomes 
en  ^  à  coefficients  constants  et  premiers  entre  eux,  en  nous  pro- 
posant de  déterminer  toutes  les  équations  de  cette  espèce  dont 
rintégrale  g«înérale  est  une  fonction  uniforme.  Soit  j^o  une  valeur 
quelconque  de  x  et  yo  une  valeur  arbitraire  n^annulant  aucun 
des  polynômes  P(y),  Q{y)'  L'équation  (aS),  où  l'on  remplace/ 
parj^Oî  admel,  en  j^',  m  racines  distinctes.  Choisissons  une  de 
ces  racines  j^i;  l'équation  (^5)  admet  une  intégrale  holomorpbe 
dans  le  domaine  du  point  Xo,  prenant  la  valeur^©  en  ce  point, 
et  dont  la  dérivée  est  égale  à  y'^^  pour  x  :=  Xq.  On  peut  pour- 
suivre le  prolongement  analytique  de  cette  intégrale  tout  le  long 
d'un  chemin  quelconque  issu  du  point  Xq^  tant  que  l'on  ne  ren- 
contre pas  de  point  singulier.  Soient  a  le  premier  point  singulier 
que  l'on  rencontre,  X  un  point  du  chemin  L  compris  entre  x^ 
et  a,  Y  la  valeur  correspondante  de  l'intégrale  au  point  X.  Les 
raisonnements  du  précédent  paragraphe,  que  l'on  peut  reprendre 
sans  modification  essentielle,  prouvent  que,  lorsque  |X  —  aj  tend 
vers  zéro,  Y  tend  vers  une  racine  de  l'une  des  équations 

4M1  |Y|  augmente  indéfiniment,  mais  il  ne  peut  pas  arriver  que  Y 
ne  tende  vers  aucune  limite. 

Nous  allons  examiner  les  difierents  cas  possibles.  Soit  d'abord /> 
une  racine  d'ordre  q  du  dénominateur  Q(y)=iro.  On  tire  de 
féquation  (aS) 

(•if))  dx  =  (y—ùy"[co'i-Ci(y—b)-\-...]  dy,         Cof^  o: 

quand  on  fait  décrire  à  y  un  chemin  allant  de  jo  ^  ^  dans  le  plan 
desj^%  x  partant  de  Xq  aboutit  à  un  point  à  distance  finie  du  plan 
(les  :r,  point  que  nous  appellerons  a.  Inversement,  lorsque  x  va 
(le  j7o  en  a  suivant  ce  chemin,^  va  de j'o  en  6.  En  posantj>'  —  6=  /*", 
on  déduit  de  l'équation  (26)  un  développement  de  x  —  a  suivant 
les  puissances  de  t  commençant  par  un  terme  de  degré  m-\-q. 
Inversement,    on    aura    pour    t    un    développement    suivant   les 
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puissances   fractionnaires  de  x  —  a  commençant   par  un    terme 


en  (a:  —  a)"*"^'',  et  par  suite  un  développement  de  j^ — b  de  la 
forme 

g  étant  positif,  m  -{-  q  est  >►  m,  et  le  point  x  =  a  est  pour  l'inté- 
grale considérée  un  point  critique  algébrique.  Pour  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (^5)  soit  une  fonction  uniforme,  il  faut 
donc  que  le  polynôme  Q(j^)  se  réduise  à  une  constante,  ou  que 
l'équation  soit  de  la  forme 

(27)  y'«=p(j^). 

P(^)  étant  un  polynôme.  L'équation  obtenue  par  la  transforma- 
tion yt=-,   ou   3''"=( — i)'^z'^"*P(     \   devant    aussi    étri*   de   la 

même  forme,  le  degré  du  polynôme  P(jk)  ne  peut  être  supé- 
rieur à  im.  Nous  pouvons  supposer  pour  achever  la  discussion 
que  P(^)  est  de  degré  'à m.  En  effet  si  P{y)  est  de  degré  'im  —  ç, 

en  posant  y  =.  a  -{-  -^  a  n'étant  pas  racine  de  P(^),  on  est  con- 
duit  à  l'équation 

où  le  second  membre  est  un  polynôme  de  degré  im.  Inversement, 
étant  donnée  une  équation  de  la  forme  (27)  où  P{y)  est  un  po- 
lynôme de  degré  'xni^  si  b  est  une  racine  de  ce  polynôme,  la  sub- 
stitution ^  =  6 -f-  -  conduira  à  une  équation   en  z  de  Ja  même 

espèce,  où  le  second  membre  sera  un  polynôme  de  degré  infé- 
rieur à  2/W. 

Supposons,  par  conséquent,  que  P(^)  est  un  polynôme  de 
degré  2  m,  et  soit  a  le  premier  point  singulier  que  Ton  trouve  sur 
le  chemin  L  à  partir  de  Xq,  Si  |  Y|  augmente  indéfiniment  lorsque 

X  tend  vers  a,  l'équation  en  2,  obtenue  en  posant  j^=  ->  admet 

une  intégrale  holomorphe  qui  est  nulle  pour  X  =  a;  le  point  a 
est  donc  un  pôle  pour  ^.  Reste  à  examiner  le  cas  où  Y  tend  vers 
une  racine  b  de  P(^)  lorsque  X  tend  vers  a.  Ceci  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  l'ordre  de  multiplicité  de  celte  racine  est  inférieur 
G.,  II.  32 
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à  m.  Supposons,  en  effet,  que  ^{y)  soil  divisible  par  {y — b^^ 
q  élant  ^m.  De  l'équation  (27)  on  tire,  d'après  les  conditions 
initiales, 

X  —  5"n  = 


/-     ^{y)dy 
'"    /      1' 


f  (jK)  étant  régulière  dans  le  domaine  du  point  é,  et  Ton  voit 
que  |X|  augmente  indéfiniment  lorsque  Y  tend  vers  b.  Il  faut 
donc  que  Ton  ait  y  <  m  ;  l'équation  proposée  peut  s'écrire  encore 

(•^.8)         dx^iy^b)    '«[co-+-o,(^  — 6)-h...]û'y        (Co^^o), 

et  Ton  en  tire,  pour  x  —  a,  un  développement  suivant  les  puis- 

sances  de  (v  —  ft)*",  commençant  par  un  terme  de  degré  m  — q. 
Inversement,  on  en  tirera,  pour j^  —  6,  un  développement  suivant 
les  puissances  fractionnaires  de  ^  —  a  commençant  par  un  terme 


m 


en  (^  —  a)'"  '^ .  Le  point  a  est  donc,  en  général,  un  point  critique 
algébrique.  Pour  que  ce  soit  un  point  ordinaire,  il  faut  que 

soit  un  nombre  entier  f,  ou  que  l'on  ait  qz=mli :).  /étant 

un  nombre  entier  supérieur  à  un.  Cette  condition  est  d'ailleurs 
suffisante,  car  on  déduit  alors  de  Téquation  (28)  un  développe- 
ment 

T  —  oi  =  kx(y  —  b)'-hkt{y  —  by'^  -h  . . .         (A:,  ^o), 


et  inversement,  on  aura  pour  (y  —  6)'  un  développement  suivant 
les  puissances  entières  de  :r  —  a. 

Pour  que  les  intégrales  de  Téquation  (27),  où  P(jk)  est  un 
polynôme  de  degré  2m,  n'admettent  pas  de  points  critiques,  il 
faut  et  il  suffit,  d'après  cela,  que  l'ordre  de  multiplicité  de  toute 
racine  de  P(y)  =  o  soit  égal  ou  supérieur  à  m,  ou  soit  de  la 

Jorme  m(i .U  i  étant  un  nombre  entier  supérieur  a  l'unité. 

Lorsque  toutes  ces  conditions  sont  remplies,  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (27)  est  une  fonction  uniforme  dont  les  points  sin- 
guliers à  distance  finie  ne  peuvent  être  que  des  pôles. 
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Pour  achever  la  discussion  nous  distingueroos  plusieurs  cas  : 

Premier  cas,   —   11  y  a  a/i  fadeur  binôme  dans  P(j>')  dont 

l'exposant  est  supérieur  à  m  (il  ne  peut  évidemment  y  en  avoir 

qu'un).  S'il  y  a  en  outre/?  facteurs  linéaires  distincts  de  celui-là, 

la  somme  des  exposants  de  ces  fadeurs  est  inférieure  à  m, 

ml\ r]-+-...-Hm(i :-j<m. 

On  en  tire/?  —  i  <  -= — h-  •  •-+-  —  et,  comme  «i,  Z^,  .  - .,  ip  sont  plus 

grands  que  Tunité,  p  —  i  <<  ~>  ou  /?  <C  2.  On  a  donc  yo  =  i,  et 

l'équation  (22)  peut  s'écrire,  en  extrayant  les  racines  m''*'"*'*  des 

deux  membres, 

i   -  1-* 

(!)  y=  A(^-a)"*"^^-6)     7; 

le  cas  où  i=  i  ne  doit  pas  être  exclu,  car  il  correspond  à  une 
hypothèse  qui  n'a  pas  été  examinée,  celle  d'un  seul  facteur 
linéaire  dans  P(j^). 

Deuxième  cas.  —  L'équation  P{y)  =  o  admet  une  racine 
d'ordre  m  de  multiplicité.  Si  elle  en  admet  deux,  l'équation  (27) 
devient,  en  extrayant  les  racines  m**^™*''  des  deux  membres, 

Si  l'équation  P(jk)  =  o  n'admet  qu'une  racine  d'ordre  m  de  mul- 
tiplicité, elle  en  admet  p(p^2)  dont  Tordre  de  multiplicité  est 
inférieur  à  m,  et  l'on  a  une  relation  de  la  forme 

ml  I  —  —  \-4-...-f-w(i —  )  =  m 


u 


ip 


oa  p  —  1  =  -: — h...-!-  —  ^— »  d'où  l'on  tire  /?^  2.  Comme  p  est 

i-x  t>  p       2 

supérieur  à  l'unité,  on  a  forcément/?  =  2,  i^  =z  ^2=  2  ;  le  nombre  m 
est  un  nombre  pair  et  l'équation  (2^)  se  ramène  à  la  forme 

(III)  y2=  p^(y  —  a)'^{y-b){y  —  c), 

a,  6,  c  étant  trois  nombres  différents. 

Troisi(*me  cas.   —  L'équation  P(jk)  =  o  n'admet  que  des  ra- 
cines dont   l'ordre  de   multiplicité  est  inférieur  à  m.   Soit  p  le 
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nombre   de   ces   racines;    la   somme   des   ordres    de   multiplicité 
étant  2  m,  on  a  une  relation  de  la  forme 

mil  —  -T-l-hmii  —  —  |-4-...-4-/w(  I—  ^  |  =  2/n 


7;)^'"(— 5)^---^'"('-i)= 


ou  p  —  2=  -:-+.. .H-  -.  £— •  On  en  tire  /?  ^  4 1  et  comme  p  est 
supérieur  à  2,  on  ne  peut  avoir  que  p  =  4  ou  /?  =:  3.  Si  /?  =  4» 
la  somme  —  -j-  —  4-  —  H-  —  doit  être  égale  à  2;  chacun  des  déno- 

*1  îj  ^3  *4 

minateurs  étant  au  moins  égal  à  2^  on  a  nécessairement 

•  •  •  • 

Si /?  =  3,  il  s'agit  de  trouver  trois  nombres  entiers  i^,  ^2,  «s-,  su- 
périeurs à  l'unité,  tels  que  la  somme  de  leurs  inverses  soit  égale 
à  1 .  Si  aucun  de  ces  nombres  n'est  égal  à  2,  chacun  d'eux  est 
forcément  égal  à  3.  Si  l'un  d'eux  /,  =  2,  la  somme  des  inverses 

des  deux  autres  doit  être  -;  s'ils  sont  égaux,  chacun  d'eux  est  égal 

à  4-  S'ils  sont  inégaux,  le  plus  petit  doit  être  inférieur  à  4  î  *l  est 
donc  égal  à  3,  et  le  plus  grand  est  alors  égal  à  6.  On  n'a  donc  en 
tout  que  quatre  combinaisons  possibles  et  l'équation  (2^)  peut 
être  ramenée  à  l'une  des  formes  suivantes 

(IV)  yt=  Ai  y  ^  a)(y—  b){x-  c){y  —  d), 

(V)  y:i=  X(  y  _  a)Hy  -  b)i{jr  -  c)^, 
(V!)  y^=A(^-a)M7-6)'(jK-c)«, 
(VII)  y^=X{y-a)Hy-b)'^{y-c)^, 

a,  6,  c,  d  étant  des  nombres  différents.  Toutes  les  équations  (27), 
où  l^(^)  est  un  polynôme  de  degré  2 m,  et  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  une  fonction  uniforme,  ont  l'une  des  formes  que  l'on  vient 
d'obtenir.  Inversement  toute  intégrale  de  l'une  quelconque  de  ces 
équations  est  une  fonction  uniforme,  puisque,  sur  un  chemin 
quelconque  décrit  par  la  variable,  on  ne  peut  rencontrer  d'autres 
points  singuliers  que  des  pôles. 

Aux  différents  tvpes  que  nous  venons  d'énumérer,  il  convient 
d'ajouter,  pour  avoir  toutes  les  équations  de  la  forme  (26)  dont 
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rintégrale  générale  est  uniforme,  les  types  que  l'on  obtient  par 
une  transformation  telle  que  jk  —  ol=  -»  a  étant  une  racine  du 
polynôme  P(^).  Les  nouvelles  formes  auxquelles  on  parvient  sont 


les  suivantes 

(ly . 

y=A(jK  — rt)    ». 

(ir 

y=  A(^  — a)*"^', 

(II)' 

y=  A(  r  — «), 

(III)' 

yt       \{  y^a)^i  y  —  b). 

(HI)" 

yi       k{y-b)  (y  -c). 

(IV)' 

y  2  _  A  (  K  —  a  )  i  y  —  b)i  y  -^c). 

(V)' 

Y'^-kiy       a)^iy       b)^, 

(VI)' 

v'*-A(jK       a)^(r       hy, 

(VI)' 

y*-  A(  y^a)Hy  —  b)K 

(VU)' 

y'6-  X(y  —  a)^y^b)\ 

(VII)' 

y'^z=  A(  V  _a)5(j_6)3. 

(VÏIf 

y'^=  k{y  -  -  a)^iy—bY. 

Les  équations  (I),  (I)',  (I)'',  qui  se  ramènent  l'une  à  l'autre,  ont 
pour  intégrale  générale  une  fonction  rationnelle,  comme  on  le 
voit  immédiatement  sur  l'équation  (1/  par  exemple.  Les  équa- 
tions (II),  (Iiy,  (III),  (III)',  (liiy  ont  pour  intégrale  générale 
une  fonction  simplement  périodique;  le  calcul  est  immédiat. 
Enfin  l'intégrale  générale  des  équations  (IV)  et  (IV)'  est  une  fonc- 
tion elliptique.  Il  ne  reste  donc,  comme  tvpes  nouveaux  d'équa- 
tions différentielles  de  la  forme  (ao)  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme,  que  les  équations  (V).  (VI),  (VII),  et  celles  qui  s'y 
ramènent.  Ces  équations  se  partagent  en  trois  groupes,  et  il  suffit 
d'intégrer  une  équation  de  chacun  des  groupes,  par  exemple  les 
équations  (V)',  (Viy,  (Vll^'. 

Si  dans  l'équation  (  VI)''  on  pose  r  =  a  -|-  z^^  l'équation  devient, 
en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres, 


i 
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et  rintégrale  générale  de  l'équalion  en  z  est  une  fonction  ellip- 
tique. De  même,  si  dans  Téquation  (Villon  pose  y  =  a -\- z^  ^ 
l'équation  devient,  en  extrayant  les  racines  cubiques  des  deux 
membres, 

95'*=  AM-53-h  a  —  b) 

et  nous  retrouvons  une  équation  de  la  forme  (IV)'. 

Pour  intégrer  Téquation  (V)',  nous  remarquerons  que  cette 
relation  enlre^  ^^ y'  est  du  premier  genre.  On  peut  donc  exprimer 
rationnellement  y  eV  y  an  moyen  des  coordonnées  d'un  point 
d'une  cubique,  ou  au  moyen  d'un  paramètre  t  et  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  troisième  degré.  Si  l'on  pose  en 
effet  j>^'=  A/^,  on  tire  de  l'équation  (V)' 

et  la  relation  dy  =iy' dx  conduit  à  la  nouvelle  équation 

3  ^  =  /(a-  6)«-h4A/', 

dont  l'intégrale  générale  t  zznfi^x  -f-  C)  est  une  fonction  elliptique. 
On  en  déduit  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (V)' 

L'intégrale  générale  de  toute  équation  de  la  forme  (25),  lorsqu'elle 
est  une  fonction  uniforme,  est  donc  soit  une  fonction  rationnelle 
de  X  ou  de  rexponentielle  e^^^  soit  une  fonction  elliptique. 

En  dehors  des  cas  qui  viennent  d'être  énumérés,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (20)  n'est  jamais  une  fonction  uniforme. 
Par  exemple,  la  fonction  inverse  d'une  intégrale  hyperelliptique  de 
première  espèce  ne  peut  être  une  fonction  uniforme.  Considérons 
en  effet  un  polynôme  P(jk)  premier  avec  sa  dérivée,  et  de  degré 
supérieur  à  4î  l'équation  différentielle  y''^  =  V{y)  ne  peut 
admettre  d'intégrale  uniforme.  Soient  {xq^  y^)  les  valeurs  initiales 
des  deux  variables  x  ei  y]  lorsque  \y\  augmente  indéfiniment, 
X  tend  vers  une  valeur  finie  a,  et  inversement  lorsque  x  va  de  x^ 
en  a,   \y\  augmente   indéfiniment.  Le  point  a:  =  a  est  un   point 
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critique  algébrique,  nous  venons  de  le  voir,  pour  l'intégrale  de 
l'équation  3'-=G*P(-j  qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  tend 
vers  a  puisque  le  degré  de  P(y)  est  supérieur  à  4  (')• 

4±2.  Existence  des  fonctions  elliptiques  déduite  de  l'équation  d'Euler. 
—  Les  raisonnements  du  précédenr  paragiaphe  prouvent  en  particulier 
que  l'intégrale  générale  de  l'équation  j''*  =  R(^),  où  R(^)  est  un  polynôme 
du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  premier  avec  sa  dérivée,  est  une 
fonction  uniforme  méromorphe  dans  tout  le  plan.  D'autre  part  la  fonction 
inverse,  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  admet  deux 
période.-*  dont  le  rapport  est  imaginaire  (  n"  i<l4).  Cette  fonction  uniforme 
est  donc  doublement  périodique,  et  nous  démontrons  ainsi  l'existence  des 
fonctions  elliptiques  par  le  calcul  intégral  seulement.  La  démonstration 
précédente  de  l'uniformité  de  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce  est  distincte  de  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut,  (n"  336), 
où  nous  faisons  appel  aux  propriétés  de  la  fonction  pa.  Mous  montrerons 
encore  en  quelques  mots  comment  on  peut  prendre  pour  point  de  départ 
de  la  théorie  l'intégration  de  l'équation  d'Enler,  ce  qui  pourra  donner  une 
idée  de  la  marche  suivie  par  les  inventeurs. 

Considérons  d'abord  l'équniion  difTérentielle 

d.v  dy 

(•^9)  , ->-    /-^-—  =Ot 

s/  \  —  x^        /i  — y'^ 

dont  l'intégrale  générale  estjry/i  — ^K^-+-^/i  — :r^  =  C  (n"  376).  11  est 

(')  Dans  un  de  leurs  Mémoires.  Briot  et  Bouquet  s'étaient  proposé  de  déter- 
miner toutes  les  équations  V{y.  jv' )  —  o,  où  K  est  un  polynôme,  dont  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  uniforme  {Journal  de  rÉcole  Polytechnique^  t.  X\I). 
Des  conditions  trouvées  par  eux,  M.  Herniile  a  déduit  «jue  la  relation  entre  y 
et  y'  est  du  genre  zéro  ou  un  {Cours  lithographie  de  l* École  Polytechnique^ 
1873),  de  sorte  que  l'on  peut  appliquer  pour  Tintégration  la  méthode  du  n*  373. 
Si  la  relation  est  du  genre  zéio,  on  peut  exprimer  y  et  y'  par  des  fonctions  ration- 
nelles d'un  paramèlre  t\  lu   variable  x^  qui  s'obtient  par  une  quadrature,  doit 

être  égale  à  une  fonction  linéaire  île  t,  x  —  ~  r>  ou  au  losarithme  d'une  fonc- 

^  et  ^  d 

tion  de  cette  espèces  —  \  Log( t)>  pour  que  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée soit  une  fonction  uniforme.  Si  la  relation  est  du  genre  un,  on  peut  exprimer^ 

dx  î    d'y 

et  y'  par  des  fonctions  elliptiques  d'un    paramétre  m.  et  -7—  ~  ~~>    1     ^oit  se 

réduire  à  une  constant»'.  Le  problème  de  Briot  et  Bouquet  a  été  généralisé  par 
M.  Kuclis,  qui  a  formé  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  du  premier  ordre  K{J7,  ^,  y')  =  o,  algébrique 
en  ^  et  ,r',  n'admette  que  des  points  critiques  fixes.  M.  Poincaré  a  montré  depuis 
que,  lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  on  est  ramené  à  des  quadratures  ou  à 
des  équations  de  Biccati  {Acta  matheniatica,  t.  VII). 
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clair  que  cette  inté{;rale  générale  est  donnée  aussi  par  Téquation 

arc  sina:  -h  arc  siuy  =  G', 
ei  par  suite  que  Ton  a  une  relation  de  la  forme 

arc  sin  a™  -h  arc  sin^  =  F{x  /i  — y^-^y  / 1  —  a?* )  ; 
pour  déterminer  la  fonction  F,  supposons  ^  =  o,  nous  avons  en  définitive 

(3o)  arc  sina?  -h  arc  sin  j^  =  arc  sin(j^  y/i  — y^-\-y  v^i  —  .2^*). 

Cette  relation  est  équivalente  à  la  formule  d'addition.  Prenons  en  effet 
deux  arcs  w  et  i^  déterminés  par  les  conditions 


jr  =  sin  a,         /i  —  x'=cosa,        j^  =  sint>,         v^i — j>'*  = 


COSi», 


les  radicaux  étant  pris  avec  les  mêmes  valeurs  que  dans  les  formules  pré- 
cédentes. La  relation  (3o)  donne 


ou 


^  /i  — y^-^y  v^ I  —  ^*  =  sin(M  -H  i>) 
sin(  w  -h  (>)  =  sina  cosi>  -h  sinpcosu. 


Mais  ce  serait  méconnaître  la  portée  de  cette  remarque  que  de  n'y  voir 
qu'une  démonstration  ingénieuse  de  la  formule  d'addition  pour  sinrr.  Nous 
allons  montrer  au  contraire  comment  on  pourrait  en  déduire  très  simple- 
ment l'existence  d'une  fonction  uniforme  entière  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle 

(3i)  yt=,^^«, 

et  se  réduisant  à  zéro  pour  x  =  0,  tandis  que  y'  est  égal  à  -h  i  pour  x  =0. 
Le  théorème  général  de  Cauchy  prouve  bien  qu'il  existe  une  fonction  ana- 
lytique ^(x)  satisfaisant  à  ces  conditions  et  holomorphe  dans  le  domaine 
de  l'origine,  mais  ne  fait  pas  connaître  le  rayon  de  convergence  de  la  série 
entière  qui  représente  o{x).  Soit  R  ce  rayon  de  convergence;  le  cercle  C 
de  rayon  R,  ayant  pour  centre  l'origine,  est  le  plus  grand  cercle  décrit  de 
l'origine  à  l'intérieur  duquel  ^(x)  est  holomorphe.  La  dérivée  o'(x)  est 
holomorphe  dans  le  même  cercle  et  l'on  a  ^'^{x)  =  i  —  o^(x).  Cela  posé, 
reprenons  l'équation  (29),  et  faisons-y  le  changement  de  variables  x  =  9(u), 
y  =  ^(ç)^  u  et  V  étant  les  deux  nouvelles  variables  et  o  la  fonction  qui 
vient  d'être  définie;  si  l'on  choisit  les  déterminations  des  radicaux  d'une 

façon  convenable,  nous  avons  aussi  /i — a:-=cp'(i/),  /r — y*  =  9' (v),  et 
l'équation  ('29)  devient  du-\-  dv  =z  o.  L'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion peut  donc  s'écrire  sous  deux  formes  différentes 

1/ -t- t>  =  C,         X  )/  \  —  y^-^  y  ^ \  —  ar' =  C 
ou 
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On  en  déduit  comme  tout  à  l'heure  que  Ton   a  une  relation  entre  u -h  v 

et  <f  (  w)o'(>) -+- çp'(  w  »cp(p);  on  achève  delà  déterminer  en  faisant  f  =  o, 
ce  qui  donne 

(3-4)  ^(u  -{-  v)  =  (p(a)9'((>)  -h  (f'(ii)<^{v). 

Cette  relation  est  vérifiée  pourvu  que  l'on  ait  |  w|<  R,  |t''  <R,  ]  w-+-p|<R, 

R  R 

ce  qui  aura  lieu  certainement  si  l'on  a  |  w  j  <  — »  1 1>|  <  — •  Supposons  p  =  a, 

et  |w|  <  —  ;  l'équation  (3'2)  devient 

(3i)  «p{2a)  =  •2o(a)tp'(a). 

Soit  cpi(w)  la  fonction  t^cp  (  —  )  cp' (  -  ]  ;  cette  fonction  ©i(m)  est  holo- 

morphe  dans  le  cercle  de  rayon  2R  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et 
d'après  la  relation  (33)  elle  est  identique  à  la  fonction  holomorphe  cp(w) 
dans  le  cercle  C  de  rayon  R.  Ces  deux  fondions  ^(w),  oi(w)  ne  forment 
donc  qu'une  même  fonction  analytique,  qui  est  holomorphe  en  dehors  du 
cercle  G.  Il  est  donc  impossible  que  le  rayon  R  de  ce  cercle  ait  une  valeur 
finie;  par  suite  la  fonction  cp(M)  est  wïïq  fonction  entière  de  u. 
Considérons  maintenant  l'équation  dilTérentielle 

(34)  y*-(i-r')(i-^*r*)» 

en  adoptant  pour  le  second  membre  la  forme  normale  de  Legendre,  et 
proposons-nous  d'étudier  l'intégrale  \{oc)  de  cette  équation  qui  est  nulle 
pour  37  =  o,  sa  dérivée  étant  égale  à  -+-i.  Cette  fonction  X(a7)  est  holo- 
morphe dans  le  domaine  de  l'origine.  Soient  C  le  plus  grand  cercle  décrit 
de  l'origine  pour  centre  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  \(x)  est  méro- 
morphe,  et  R  le  rayon  dé  ce  cercle.  Si  le  point  singulier  de  X(t)  le  plus 
voisin  de  l'origine  n'était  pas  un  pôle,  on  prendrait  pour  C  le  cercle  pas- 
sant parce  point  singuHer,  et  la  fonction  X(x)  serait  alors  holomorphe 
dans  ce  cercle.  Cela  posé,  reprenons  l'équation  d'Euler 

(35)  — ==^1===  + -==^l_  :=  o, 

dont  l'intégrale  générale  peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  formule  (66)  (p.  336)  par  la  quantité  conjuguée  du  dénominateur,  et 
supprimant  le  facteur  commun  x\  —  j-l, 


/QA^        Xt)/{\  —  x]):\-  k^x\)  H-  Xx  y/{\  —  x\){\  —  k^x\)       ^ 

I  —  k^x\  x\ 

D'autre  part,  en  choisissant  convenablement  le  signe  des  radicaux,  le 
changement  de  variables  a7i  =  X(w),  j7j  =  X(t>)  conduit  de  l'équation  (35  ) 
à  l'équation  du  -h  dv  ■=  o,  dont  l'intégrale  générale  est  u  -h  v  =  C.  Faisons 
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la  m^.me  substitution  dans  la  formule  (36);  nous  avons  donc  une  relation 
de  la  forme 

et  nous  déterminerons  encore  la  forme  de  la  fonction  F  en  supposant  p  =o, 
ce  qui  donne  F(w)  =  X(  a),  et  Ton  a  en  définitive  la  relation 

,o„,  .,  ,  X(w)X'(t')H-X(i^)X'(w) 

(3;)  Uu^.)=        ,_^,^,(,^^,^,)       > 

Kn  supposant  ç  =z  u^  il  vient  enfin 

^^^>  ^^^")=  ,-A--X^(a)^ 

formule  qui  a  lieu  pourvu  que  l'on  ait  |a|  <  —  •  Gela  étant,  considérons 
la  fonction 


cette  fonction  est  méromorphe  dans  le  cercle  de  rayon  2R  décrit  de  l'origine 
pour  centre,  puisqu'elle  est  le  quotient  de  deux  fonctions  méromorphes 
dans  ce  cercle.  D'ailleurs,  elle  coïncide  avec  X(  m)  à  l'intérieur  de  G,  d'après 
la  relation  (38).  Les  deux  fonctions  lia)  et  *t>(w)  forment  donc  une  seule 
fonction  analytique,  et  X(a)  est  méromorphe  dans  un  cercle  plus  grand 
que  G.  Il  est  donc  impossible  de  supposer  que  le  rayon  R  de  ce  cercle  ait 
une  valeur  finie,  et  par  suite  la  fonction  X(u)  est  méromorphe  dans  tout 
le  plan. 

La  formule  (Sy)  constitue  la  formule  d'addition  des  arguments  pour  la 
fonction  X(a).  Lorsque  k  tend  vers  zéro,  on  retrouve  à  la  limite  la  for- 
mule d'addition  pour  sinu.  La  fonction  sinu  peut  en  effet  être  considérée 
comme  une  dégénérescence  de  X( M),  obtenue  en  faisant  tendre  A:  vers  zéro. 

423.  Équations  d'ordre  supérieur.  —  L'étude  des  propriétés  des  fonc- 
tions définies  par  des  équations  différentielles  d'ordre  supérieur  présente 
des  difficultés  bien  plus  grandes  que  celles  que  l'on  rencontre  pour  les 
équations  du  premier  ordre.  Ges  difficultés  tiennent  en  grande  partie  à  la 
présence  possible  de  singularités  essentielles  mobiles.  Ges  singularités 
peuvent  être  en  même  temps  des  points  essentiels  et  des  points  critiques 
transcendants,  comme  dans  l'exemple  suivant  dû  à  M.  Painlevé.  La  fonction 

(39)  y  =  p[Lo^iAx-h  B);  ^,,  ^3], 

où  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires,  est  l'intégrale  générale  de 
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réquation  du  second  ordre 

(4o)       y=y''  ^ 


Dans  le  voisinage  de  toute  valeur  de  ar,  diirérente  de -t  cette  fonc- 


B 
A 

lion  (39)  est  holomorphe  ou  méromorphe. 

Lorsque  x  tourne  autour  du  point  —  r'  '*•  fonction  admet  une  infinité 

A 

de  valeurs  différentes,  pourvu  que  2171  ne  soit  pas  une  partie  aliquote 
d'une  période  de  la  fonction  p{  u\  ^2,  ^3  ).  D'autre  part  lorsque  la  variable  jc 
décrit  une  courbe  de  forme  quelconque  telle  que  \kx  -\-  B(  tende  vers  zéro, 
le  point  qui  représente  la  quantité  u  =  Log(  Ajr-h  B)  décrit  une  courbe 
avec  une  branche  infinie;  cette  courbe  traverse  donc  une  infinité  de  parallé- 
logrammes de  périodes  de  la  fonction  pa,  et  par  suite  ^  ne  tend  vers  aucune 
limite,  finie  ou  infinie.  Ainsi,  quoique  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  4») 
ne  présente  ni  points  critiques  fixes,  ni  points  critiques  algébriques  mo- 
bileSj  on  ne  peut  en  conclure  qu'elle  est  uniforme.  Ceci  tient  à  la  présence 

d'un  point  critique  transcendant  mobile,  le  point  x  =  —  y* 

A  partir  des  équations  du  troisième  ordre,  les  points  singuliers  trans- 
cendants mobiles  peuvent  former  des  lignes.  11  est  facile  de  comprendre 
comment  une  fonction  analytique  admettant  des  coupures  peut  n'avoir 
aucun  point  critique  dans  tout  son  domaine  d'exisience,  sans  être  pour 
cela  uniforme.  Considérons  par  exemple  une  fonction  analytique /(a') 
holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  cercles  C  et  C  décrits 
du  point  a  pour  centre,  et  admettant  C  et  C  comme  coupures  essen- 
tielles (  ir3i5).  La  fonction  F  {x)  ~f{x)  -{-  Log(  jr  —  a)  admet  encore  les 
lignes  C  et  C  comme  coupures;  elle  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
tout  point  X  compris  entre  (J  et  C,  et  cependant  elle  admet  une  infinité  de 
déterminations  pour  toute  valeur  de  x  dans  ce  domaine. 

Ces  difficultés  ont  longtemps  arrêté  les  géomètres.  Ce  n'est  que  dans  des 
travaux  récents  que  M.  Painlevé  a  obtenu  des  équations  différentielles 
algébriques  du  second  ordre,  qui  s'intègrent  au  moyen  de  transcendantes 
uniformes  essentiellement  nouvelles.  Parmi  les  équations  de  M.  Painlevé, 
je  citerai  seulement  l'équation 

où  a  et  3  sont  des  constantes  rap^o),  dont  l'intégrale  générale  est 
une  transcendante  méromorphe  (*).  {Bulletin  de  la  Société  Mathém.y 
t.  XXVIH.) 


(  '  )  Il  est  facile,  en  partant  des  équations  linéaires,  de  former  des  systèmes 
d'équations  différentielles  qui  généraiisent  l'équalion  de  Riccati,  et  dont  les  inté- 
grales n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  mobiles  que  des  pôles.  Étant  donné. 
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III.  -  INTÉGRALES  SINGULIÈRES. 

4^24.   Intégrale  singulière  d'une  équation  du  premier  ordre.  — 

On  a  déjà  remarqué  à  plusieurs  reprises  (n***  372  et  376)  qu'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  peut  admettre  certaines 
intégrales  qu'il  serait  impossible  d'obtenir  en  donnant  une  valeur 
particulière  à  la  constante  arbitraire  qui  figure  dans  l'intégrale 
générale.  Ce  résultat  paraît  en  contradiction  avec  le  théorème 
établi  plus  haut  (n°  387),  d'où  nous  avons  déduit  une  définition 
précise  de  l'intégrale  générale.  Ceci  nous  amène  à  reprendre  le 
théorème  fondamental  de  Cauchy,  en  examinant  de  plus  près  si 
les  hypothèses  comprises  dans  Ténoncé  sont  nécessairement  véri- 
fiées pour  toutes  les  intégrales.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
une  équation  du  premier  ordre 

(4i)  F(3?,  j,  y)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  entier  indécomposable  en  x^  y^  ^,  de 
degré  m  en^'.  A  tout  système  de  valeurs  (.27o>JKo)  l'équation 

(4i  bis)  F(a:o.  J^o,  y)  =  o 

fait  correspondre  en  général  m  valeurs  distinctes  cl  finies  Vp 
J-i^  •  •  •  î  »Xm  pour  r'.  Plaçons-nous  d'abord  dans  cette  hypothèse. 


par  exemple,  un  sysléme  de  trois  équations  linéaires  du  premier  ordre 

si  l'on   pose  jK  =  wY,  z  —  wZ,  Y  et  Z  sc»nt  les  intégrales  du  système  d'équations 

i     Y'-+-aY-h6ZH-c-Y(ajV-h62Z-hC3)  =0, 
(  Z'+a,Y +  6,Z-hc,  —  ZCa^Y -i-ôjZ-i-Cî)  =o, 

et  il  est  clair  que  les  seuls  points  singuliers  mobiles  des  intégrales  sont  des  pôles. 
Mais  il  est  à  remarquer  que  ce  n'est  pas  le  système  d'équations  difTérentielles  le 
plus  général  de  la  forme 

(r)  Y'=R(^,  Y,  Z),        Z'=  R,(ar,  Y,  Z), 

R  et  R,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  Y  et  de  Z,  qui  jouisse  de  celte  pro- 
priété. Kn  effet,  soient  Y  =  ?(  Y,,  Z,),  Z  =  «(/(Y,,  Z,)  des  formules  définissani  une 
transformation  de  Cremona,  de  telle  sorte  que  l'on  puisse  en  tirer  inverse- 
ment Y,  =  ?,(Y,  Z  ),  Z,  =  '^iCY,  Z  ),  »,  ^,  çp,,  <{/,  étant  des  fonctions  rationnelles. 
Si  Ton  applique  cette  transformation  a*U  système  (P),  on  sera  conduit  à  un  sys- 
tème jouissant  de  la  même  propriété,  qui  sera  bien  de  la  fornw  (y)^  mais  non 
pas  en  général  de  la  forme  (P). 


m.   —   INTÉGRALES   SINGULIÈRES.  ÔOQ 

Lorsque  \x  —  Xo|  et  |jk  — yo\  tendent  vers  zéro,  les  m  racines  de 
l'équation  (4i)  tendent  respectivement  veis^^,  v^,  •  •  •  ^  ^/n?  ^^ 
chacune  d'elles  est  une  fonction  liolomorphe  dans  le  domaine  du 
point  (xq,  JKo)*  La  racine  qui  tend  vers^|  par  exemple  est  repré- 
sentée par  un  développement  en  série  entière 

(4*^)  y  =  ri-»-a*^^  — ^o)-+- ?/(r— ^o)-4-.  .; 

on  peut  appliquer  le  théorème  de  Cauchy  à  l'équation  (42),  et  Ton 
en  conclut  que  cette  équation  admet  une  intégrale  et  une  seule 
tendant  vers  r^  lorsque  \x  —  Xo\  tend  vers  zéro.  Cette  intégr&le 
est  holomorphe,  et  le  développement  de  ^  —  r©  commence  par 
le  terme  j'^(:r  —  Xq).  A  chaque  racine  de  l'équation  (4i  bis)  cor- 
respond ainsi  une  inlég^rale. 

L'équation  différentielle  (41)  admet  donc  m  intégrales,  et  m 
seulement,  prenant  la  valeur  ^q  pour  x  =  Xq,  et  ces  m  intégrales 
sont  holomorphes  dans  le  domaine  du  poinl  Xq,  En  langage  géo- 
métrique, on  peut  dire  encore  que,  par  le  point  Mo  du  pian,  de 
coordonnées  (jCo,  j'o)i  passent  m  courbes  intégrales,  avec  m  tan- 
gentes distinctes,  le  point  Mo  étant  un  point  ordinaire  sur  chacune 
d'elles.  D'ailleurs,  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (42)  qui, 
pour  x  =  Xoy  prennent  une  valeur  voisine  de  yo  satisfont  à  une 
relation  de  la  forme  ^(x^y;  Xq^  yo-h  C)  =0  (n"  387)  et  l'inté- 
grale considérée  correspond  à  la  valeur  C  =  o  de  la  constante 
arbitraire. 

Si,  pour  X  =  Xq,  y  =yo,  une  racine  de  l'équation  (4i  bis)  est 
infinie,  il  suffira  de  regarder  inversement^^  comme  la  variable  indé- 
pendante et  X  comme  la  fonction  inconnue.  L'équation  (41)  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  F,(^,  y^  x'  )  =0,  qui, 
pour  X  =  Xoy  y  ==  JKoi  admet  une  racine  nulle  x'  =  o.  Si  c'est  une 
racine  simple,  on  en  déduit  pour  x  —  Xq  un  développement  sui- 
vant les  puissances  de  y  —  yo  commençant  par  un  terme  du  second 
degré  au  moins.  Inversement,  le  point  Xq  est  un  point  critique 
algébrique  pour  l'intégrale  qui  tend  vers  jo  lorsque  \x  —  Xq\  tend 
vers  zéro  (n°358).  Par  le  point  (xq,  y^)  il  passe  une  courbe  inté- 
grale dont  la  tangente  est  la  droite  J?  =  ^0' 

Les  coordonnées  (a:©,  yo)  d'un  point  pour  lequel  l'équation  (4  1) 
a  une  racine  multiple  satisfont  à  la  relation 

(43)  R(x,y)  =  o, 
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obtenue  en  éliminant  y'  entre  les  deux  relations  F  =  o,  -r—,  =o. 

L'équation  (43)  représente  une  certaine  courbe  (v),  et  pour  tout 
point  de  cette  courbe  Téquation  (40  admet  une  ou  plusieurs 
racines  niuhij)les.  Soient  (Xo,  yo)  les  coordonnées  d'un  point 
ordinaire  Mq  pris  sur  celte  courbe  algébrique;  nous  supposerons, 
pour  rester  dans  le  cas  le  plus  simple  possible,  que  IMquation 

admet  une  racine  double j^i  a>ant  une  valeur  finie;  si  cette  racine 
double  était  infinie,  il  suffirait  de  permuter  x  et  y  pour  être 
ramené  au  cas  t)ù  elle  est  nulle.  Lorsque  \x  —  Xq\  et  |j^  —  ^o| 
sont  très  petits,  Téquation  (4»)  admet  deux  racines  qui  diffèrent 
très  peu  de  )  J,  ;  ces  deux  racines  ne  sont  pas  en  général  des  fonc- 
tions holomorphes  des  variables  x  et  y  dans  le  domaine  du 
point  (^oiJKo)i  mais  leur  somme  et  leur  produit  sont  des  fonctions 
holomorphes (*  ),  de  sorte  que  ces  deux  racines  de  l'équation  (40» 
qui  tendent  vers  j^y  lorsque  \x  —  Xo\  et  \y  —  ro|  tendent  vers 
zéro,  sont  aussi  racines  d'une  équation  du  second  degré 

(44)  y*— aP(j",^)y^  Q(^,7)  =  «, 

P(x,  y)  et  Q(x,  y)  étant  deux  fonctions  holomorphes  dans  le 
voisinage  de  Xqj  yo'  On  tire  de  l'équation  (44) 


(45)  y=P{x,y)±^P^(T.y)-q{x.y), 

et  les  deux  racines  sont  éf*;ales  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (v,  ) 
qui  a  pour  é(|uation  P^ — Q  =  o;  cette  courbe  (y,)  fait  néces- 
sairement partie  de  la  courbe  (y)  et,  comme  elle  passe  au 
point  (xot  JKo)>  elle  se  confond  avec  (y)  dans  le  voisinage  de  ce 
point.  Pour  étudier  la  courbe  intégrale  correspondante,  nous 
supposerons  qu'on  a  transporté  l'origine  au  point  Mo,  ce  qui 
revient  à  poser  Xi,=^  yo=  o. 

L'origine  étant  un  point  simple  de  la  courbe  (y),  si  l'on  a  choisi 
les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  la  tangente  à  l'origine  ne 
soit  pas   l'axe  O^  lui-même,   l'équation  P^ — Q  =  o  admet  une 


(')  Ces  propriélés  s'établissent  de  la  même  façon  que  les  théorèmes  correspon- 
dants, relatifs  aux  fonctions  implicites  d'une  seule  variable  (n*  356). 
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racine  holomorphe  jk  =JV4  (^)  tendant  vers  zéro  lorsque  x  tend 
vers  zéro. 

En  général  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (y) 
à  Torigine  est  ditTérent  de  la  racine  double ^q=  P(o,o)  de  l'éqiia- 
lion  (4^)  pour  x  =  r  =  o  ;  admettons  d'abord  ce  point,  qui  est  à 
peu  près  évident,  et  sur  lequel  on  reviendra  un  peu  plus  loin. 
Cela  étant,  posons  dans  Téquation  (45)  r  =jKi -h  ^  ;  elle  devient 


4>(j:,  z)  étant  une  série  entière  en  x  et  z.  Il  est  clair  en  effet  que  z 
doit  être  en  facteur  sous  le  radical  après  la  substitution  )'  =^y^  -\-  z, 
puisque^j  est  racine  de  l'équation  P- — Q  =  o.  Si  nous  ordon- 
nons ^(x,  z)  suivant  les  puissances  de  s,  nous  avons  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

4*0^  4**'  4*2  étnnt  des  fonctions  régulières  de  x  dans  le  voisinage  de 
Torigine.  La  fonction  ^o{x)  ne  peut  être  nulle  pour  :r  =  o,  car 
le  développement  de  z^(x,  z)  ne  renfermerait  pas  de  termes  du 
premier  degré  en  x^  5,  et  par  suite  le  développement  de  P^ —  Q 
ne  renfermerait  pas  de  terme  du  premier  degré  en  x,  r,  contrai- 
rement à  l'hypothèse.  De  même,  si  nous  remplaçons  Vi  par  son 
développement  dans  la  différence  P(x,  jk<  -h  ^)  — J^,  7  nous  avons, 
en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  z, 

P(x,  yi-{-z)  —  y\  =  <po(a')-h-3<p,(a')  4-..., 

la  première  fonction  ^(,{x)  n'étant  pas  nulle  pour  x  =  o,  puisque 
par  hypothèse  la  dérivée  r'^  est  différente  de  P(o,o)  pour  l'ori- 
gine. L'é<|uaiion  (45)  est  donc  remplacée  par  une  équation  de  la 
forme 

{46)         z'=i^o{x)  -+-^çp,(a7)-h.  ..zt^z  \/^q{x)  -hz^x(x)  -h. .., 

les  fonctions  Ço(^)  et  ^o{x)  n'rtant  pas  nulles  pour  x  =  o. 

Posons  dans  cette  équation  z  =  u^;  il  vient,  en  adoptant  d'abord 
une  détermination  du  radical  qui  est  au  second  membre, 


du  r% 

Le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
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:c  =  o,  M  =  o,  puisque  ^o(^)  n'esl  pas  nul,  el  ce  second  membre 
n'est  pas  nul  pour  ^  =  o,  m  =  o,  puisque  »o(<>)  n'est  pas  nul.  Le 

fin 

coefficient  différentiel  -r-  est  infini  pour  .r  =  m  =  o.  L'équa- 
tion (47)  admet  donc  une  inléfjrale  et  une  seule  tendant  vers  zéro 
lorsque  x  tend  vers  zéro  (n**  116)  el  Torigine  est  un  point  critique 
algébrique  pour  celte  intégrale. 

L'équation  proposée  (44)  admet  donc  une  intégrale^  =  J^i  H~  ^^ 
tendant  vers  zéro  lorscpie  x  tend  vers  zéro;  si  Ton  adoptait  pour 
le  radical  la  détermination  opposée  dans  l'équation  (47)1  cela  re- 
viendrait à  changer  u  en  —  u  dans  cette  équation,  et  l'on  obtient 
la  même  fonction  y^  -f-  w^.  L'origine  est  un  point  critique  algé- 
brique pour  cette  intégrale.  Soient  a©  le  terme  indépendant  de  x 
el  de  u  dans  le  développement  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (47)  et  60  'e  coefficient  de  u  dans  ce  même  développement. 
En  développant  x  suivant  les  puissances  de  w,  on  trouve 

inversement,  on  en  déduit  pour  u  une  série  ordonnée  suivant  les 

JL 

puissances  de  x^ 

et  le  développement  de  ^1  -|-  u^  renferme  un  terme  en  x' ,  L'ori- 
gine est  donc  un  point  de  rebroussement  pour  la  courbe  inté- 
grale qui  passe  en  ce  point,  et  nous  pouvons  dire  encore  que  la 
courbe  (y),  représentée  par  r  équation  (43),  est,  en  général, 
le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

Par  un  point  de  la  courbe  (y)  il  passe  donc  en  général  une  courbe 
intégrale  a}^ant  un  rebroussement  de  première  espèce  en  ce  point, 
la  tangente  de  rebroussement  ayant  pour  coefficient  angulaire  la 
racine  double^^.  Si  l'équation  (4i)  est  de  degré  supérieur  à  2,  il 
passe  par  le  même  point  d'autres  courbes  intégrales,  correspon- 
dant aux  racines  simples  de  l'équation  F(j;o,  ^07  y)  =  o,  sur 
lesquelles  ce  point  est  un  point  ordinaire. 

La  discussion  est  tout  à  fait  différente  lorsque,  pour  tout 
point  (xo,  jKo)  de  la  courbe  (y),  la  racine  double  correspondante/,', 
de  l'équation  (4i)  e^l  égale  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
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à  la  courbe  (y)  en  ce  point.  Dans  ce  cas,  nous  voyons  d^abord 
que  celle  courbe  (y)  est  une  courbe  intégrale  de  Téquation  (40' 
De  plus,  c'est  une  intégrale  qui  échappe  complètement  au  théo- 
rème fondamental  de  Cauch}^,  quel  que  soit  le  point  que  Ton  choi- 
sisse sur  celle  courbe  pour  fixer  les  valeurs  initiales  de  x  et  dey. 
Si  l'on  prend  en  effet  le  point  (^oi^o)»  Téquation 

admet  deux  racines  tendant  vers  j^J,  lorsque  \x  —  j?o  |  et  | j^  — jtq  \ 
tendent  vers  xéro,  mais  ces  deux  racines  ne  sont  pas  en  général 
des  fonctions  régulières  des  variables  x  ely  dans  le  voisinage  des 
valeurs  Xq,  j^©»  et  nous  ne  pouvons  appliquer  le  théorème  de 
Cauchy.  On  dit  que  Tinlégrale  ainsi  obtenue  est  une  intégrale 
singulière.  La  recherche  des  intégrales  singulières  n'offre  théori- 
quement aucune  difficulté,  puisqu'il  suffit  évidemment  d'examiner 
si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (43)  satisfait  à  l'équation 
différentielle  (40'  ^^  *!"'  n*exige  qu'un  calcul  d'élimination.  11 
peut  arriver  que  cette  équation  (43)  représente  deux  courbes  dis- 
tinctes, dont  l'une  est  une  intégrale  singulière  et  l'autre  le  lieu 
des  points  de  rebroussemenl  des  courbes  intégrales. 

Lorsque  la  courbe  (y)  est  une  intégrale  singulière,  par  chaque 
point  de  celte  courbe,  il  passe  en  général  une  autre  courbe  inté- 
grale tangente  à  (y).  Prenons  pour  origine  un  point  quelconqiK; 
de  (y);  nous  connaissons  a  priori  une  intégrale  yt  de  l'équa- 
tion (45),  c'est  l'intégrale  singulière  pour  laquelle  on  a  à  la  fois 

(48)  y\  =  P{x,  y,),        P^(x,  y,)  =  q{x,y,). 

En  posant  comme  plus  haut/  =y^  -h  ^j  l'équation  prend  encore 
la  forme  (46),  mais  dans  ce  cas  la  fonction  fo(<^)  est  nulle,  puisque 
z  =  o  doit  être  une  intégrale  de  celte  nouvelle  équation.  Les  autres 
hypothèses  étant  conservées,  la  fonction  ^o(^)  o  est  pas  nulle  pour 
X  =  o,  et  si  l'on  pose  ensuite  z  =  u^  dans  l'équation  (46),  on  est 
conduit  à  une  équation  dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  u. 
En  divisant  par  u^  il  reste  une  équation  différentielle 

(49)  aw'=  w[cp,(a7)-+-  w*<pî  (x)-h.,.]±:  \/^o{x)  -h  u^^i(x)  -h, . . 

à  laquelle  on  peut  appliquer  le  théorème  général  de  Cauchy.  La  fonc- 
tion tj>u(j7)  n'étant  pas  nulle  pour^  =  o,  les  deux  déterminations 
G.,  II.  33 
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du  radical  sont  holomorphes  pour^  =  o,  w  =  o.  L'équalioD  (49) 
admet  donc  deux  intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  de  Tori- 
gine,  s'annulant  pourj?  =  o,  et  Ton  voit  aisément  que  ces  deux 
intégrales  se  déduisent  l'une  de  Tautre  en  changeant  u  en  —  u. 
L'équation  en^  admet  donc  une  autre  courbe  intégrale 

qui  est  tangente  à  l'origine  à  la  courbe  (y).  Mais  il  y  a  une  diffé- 
rence essentielle  entre  ces  deux  intégrales.  En  effet,  on  peut  appli- 
quer les  théorèmes  généraux  du  n"  387  à  l'équation  (49)»  et  l'in- 
tégrale de  cette  équation  qui  est  nulle  pour  x  =  o  appartient  à  une 
famille  d'intégrales  dépendant  d'une  constante  arbitraire.  Il  en  est 
donc  de  même  de  l'intégrale  qui  est  tangente  à  l'origine  à  l'inté- 
grale singulière,  tandis  que  l'intégrale  singulière  est  elle-même  en 
général  une  solution  isolée;  on  s'explique  aisément  ce  fait, 
puisqu'on  ne  peut  appliquer  à  cette  intégrale  les  raisonnements 
qui  prouvent  l'existence  d'une  intégrale  générale  (n"  383),  dont 
on  pourrait  la  déduire  en  donnant  une  valeur  particulière  à  la  cons- 
tante qui  y  figure. 

L'intégrale  singulière  est  donc  en  général  l'enveloppe  des  autres 
courbes  intégrales.  Lagrange  avait  déjà  remarqué  que  l'enveloppe 
des  courbes  représentées  par  l'intégrale  générale  d'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  est  aussi  une  intégrale  de  la  même 
équation,  ce  qui  est  à  peu  près  évident  puisqu'en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  enveloppe  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  est  le  même  pour  la  courbe  enveloppe  et  pour  l'enve- 
loppée. On  peut  retrouver  aussi  de  cette  façon  la  règle  qui  permet 
de  déduire  l'intégrale  singulière  de  l'équation  différentielle  elle- 
même.  En  effet,  prenons  d'abord  un  point  M  très  voisin  de  l'enve- 
loppe; par  ce  point  M  passent  deux  courbes  intégrales  très 
voisines  et  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  ces  deux 
courbes  sont  eux-mêmes  très  peu  différents.  Lorsque  le  point  M 
vient  sur  l'enveloppe,  ces  tangentes  viennent  se  confondre  à  la 
limite  et  l'équation  (4i)  admet  une  racine  double  en  y,  (Voir 
T.  I,  n°  202.) 

En  résumé,  nous  voyons  que,  pour  une  équation  du  premier 
ordre,  il  peut  se  présenter  deux  cas  tout  à  fait  distincts,  suivant 
que  la  courbe  (y)  est  un  lieu  de  points  de  rebroussement  pour 
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les  courbes  intégrales  ou  une  intégrale  singulière.  Il  est  naturel  de 
se  demander  lequel  de  ces  deux  cas  doit  être  considéré  comme  le 
cas  normal.  Un  peu  d'attention  suffit  pour  montrer  que  c'est  le 
premier.  En  efï'et,  la  courbe  (y)  est  aussi  l'enveloppe  des  courbes 
représentées  par  l'équaiion  F(^,^,  a)  =  o,  où  a  est  le  paramètre 
variable.  Si  Téqualion  difierentielle  (4i)  admettait  une  intégrale 
singulière,  quel  que  fût  le  polynôme  F,  on  serait  conduit  à  énoncer 
un  résultat  dont  Tubsurdité  est  nianii'este,  à  savoir  que,  en  chaque 
point  de  Tenveloppe  d'une  famille  de  courbes  algébriques,  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  est  égal  à  la  valeur  du  paramètre 
correspondant  à  l'enveloppée  tangente  en  ce  point.  Si  cette  con- 
dition est  vérifiée  pour  une  famille  de  courbes,  il  suffit  de  changer 
le  paramètre  (en  posant  par  exemple  a  =  a' H- e)  pour  que  la  con- 
dition cesse  d'être  vérifiée.  On  voit  donc  que,  si  Ton  part  d'une 
équation  du  premier  ordre  où  les  coefficients  de  F  sont  pris  au 
hasard  (et  non  d'une  équation  fournie  par  l'élimination  d'une 
constante  arbitraire),  les  cas  où  il  existe  une  intégrale  singulière 
doivent  être  considérés  comme  exceptionnels.  Si  ce  résultat  a  pu 
jadis  sembler  paradoxal  à  quelques  mathématiciens,  cela  tient 
sans  di>ute  à  ce  qu'on  avait  surtout  étudié,  jusqu'aux  travaux  de 
Cauchy,  des  équations  dont  l'intégrale  générale  se  compose  de 
courbes  algébriques.  Comme  une  famille  de  courbes  algébriques 
admet  en  général  une  courbe  enveloppe,  il  paraissait  tout  naturel 
d'étendre  la  conclusion  aux  courbes  intégrales  d'une  équation 
difierentielle  quelconque  du  premier  ordre;  celte  induction,  nous 
venons  de  le  voir,  n'était  pas  justifiée  (*).  Du  reste,  même  dans 
le  cas  où  une  famille  de  courbes  planes  dépendant  d'un   para- 


(')  Dans  la  théorie  des  enveloppes^  on  suppose  împliciiement  que  dans  le  voi- 
sinage d*un  système  de  solutions  ar„,  jKo»  ûf,  des  deux  équations /(a:,  ^,  a)  =  o, 

-^  =  Q    les  fonctions  /  et  -r-  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles, 
àa  "^        oa  ^ 

de  façon  que  l'on   puisse  appliquer  aux   fonctions  j:  et  ^  de  a  définies  par  ces 

deux   équations   les   raisonnements  que   Ton  applique  aux  fonctions   implicites. 

Or,  étant  donnée  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  nous  savons  bien 

qu'elle  admet  une  infinité  d'intégrales,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et 

représentées  dans  un  certain  domaine  par  une  équation  9(x,  y,  C)  =  o,  mais 

rien  ne  prouve  a  priori  que  cette  fonction  cp(j?,  y,  C)  satisfait  aux  conditions 

que  nous  venons  de  rappeler.  Nous  pouvons  même  affirmer  qu'il  n'en  est  pas 

généralement  ainsi. 
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mètre  variable  admet  une  enveloppe,  la  méthode  qui  permet  de 
trouver  cette  enveloppe  donne  aussi,  on  Ta  observé  (n"*  201 
ei202),  le  lieu  des  points  singuliers. 

425.  Exemples.  Remarques  direrses.  —  i*'  Prenons  Téquation 

(5o)  j^'^-haj-^'— ^  =  o. 

Les  deux  valeurs  de  j^'  sont  égales  pour  tous  les  points  de  la  pa- 
rabole j^ -h  j:^=  o,  et  la  racine  double  est  égale  à  — x,  tandis 
que  le  coefllcient  angulaire  de  la  tangente  à  la  parabole  est  —  20:. 
Cette  courbe  n^est  donc  pas  une  intégrale  singulière;  nous  allons 
vérifier  que  c'est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
intégrales.  L'équation  (5o)  est  une  équation  de'Lagrange;  en  lui 
appliquant  la  méthode  générale  (n"  371),  on  trouve  que  les  coor- 
données X  ei  y  d'un  point  d'une  courbe  intégrale  s'expriment  au 
moyen  d'un  paramètre />  par  les  formules 

/r  X  C         ip  2G         p^ 

(5i)  ^  = -1 — f>      y= ■^• 

Ce  sont  des  courbes  unicursales  du  4*^  degré;  pour  les  valeurs  du 
paramètre    qui    sont  racines   de    l'équation  /?'-+- 3 (^  =  0,    00   a 

-7-  =  -r-  =  o.  Chacune  de  ces  courbes  a  donc  trois  points  de  re- 

dp        dp  * 

broussement,  et  Ton  obtiendra  le  lieu  de  ces  points  en  éliminant/? 
et  C  entre  les  équations  (5i)  et  la  relation  /?'=  —  3C,  ce  qui 
donne  bien  la  parabole  y  -^  x^=^  o. 

2"  Reprenons  l'équation  d'Euler  X^'^=Y;  les  deux  valeurs 
de^'  sont  égales  pour  tout  point  de  Tune  des  huit  droites  repré- 
sentées par  l'équation  XY  =  o.  Ces  huit  droites  sont  des  solu- 
tions sin«;ulières,  et  forment  bien  l'enveloppe  des  courbes  repré- 
sentées par  l'intégrale  générale. 

3"  On  peut  employer  la  méthode  suivante  pour  rechercher  s'ii 
existe  des  intégrales  singulières.  D'après  ce  que  nous  avons  vu^ 
une  telle  intégrale,  si  elle  existe,  satisfait  aux  équations 

et  par  suite  aussi  à  la  relation 1-  —  y'  =  o  obtenue  en  difl'é- 

rentiant  la  première.  Réciproquement,  supposons  que  pour  tous- 
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les  polnls  d'une  courbe  (y)  les  trois  équations 

<5a)  F(^,^,/n)  =  o,         —  =o,         _  +  _m  =  o 

aient  une  solution  commune  en  m.  Le  long  de  la  courbe  (y),  ^,  y 
et  m  sont  trois  fonctions  d'une  seule  variable  vérifiant  les  rela- 
tions (Sa).  On  a  donc  entre  leurs  différentielles  la  relation 

âF  ^        dV    ,         dF    , 

-T—  dx  ->r  -^-  ay  -{-  -T —  dm  =  o, 

dx  dy     ^        dm 

qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (Sa)  elles-mêmes, 

ày\  dxj"^' 

Si  -r—  n'est  pas  nul  en  tous  les  points  de  la  courbe  (y),  on  a  donc 

y'=  m  et  cette  courbe  est  une  intégrale  singulière  (*  ).  Si  —  =:  o, 

on  doit  avoir  aussi  -r—  =  o,  et  une  vérification  directe  est  néces- 

ox 

saire  pour  reconnaître  si  la  courbe  (y)  est  une  intégrale. 

Cette  remarque  s'applique  en  particulier  à  l'équation  de  Clai- 
raut 

En  posant  pour  abréger  u=y  —  ^y',  les  trois  équations  qui 
doivent  être  compatibles  sont  ici 

et  se  réduisent  à  deux  équations  seulement.  H  y  a  donc  une  inté- 
grale singulière  obtenue  en  éliminant  r'  entre  ces  deux  relations. 

4*  Considérons  Téquation 

a7«-H  ^« —  '^^{x-^yy')  H \{x  -hyy')^-^  K  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  se  compose  des  cercles  doublement  tangents  à  la 

conique 

x*{i  —  m* )  -h^' -h  K  =  o, 

et  ayant  leur  centre  sur  Taxe  des  x.  Cette  conique  est  une  solution  singu- 


(')   Voir  un  article  de  M.  Darboux  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, t.  IV,  1873,  p.  158-176. 
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lière.  Mais  en  outre,  pour  tout  point  de  l'axe  des  x^  les  deux  valeurs  de^' 
deviennent  infinies.  Cependant  cette  droite  n'est  pas  un  lieu  de  points  de 
rebrousse  ment;  par  un  point  quelconque  il  passe  deux  courbes  intégrales 
tangentes  Fune  à  l'autre,  la  tangente  commune  étant  parallèle  à  Taxe  desj'. 
5**  Pour  qu'une  intégrale  C  soit  une  intégrale  singulière,  il  ne  suffit  pas 
que  pour  tous  les  points  de  cette  courbe  l'équation  (40  ait  une  racine 
double;  il  faut  encore  que  cette  racine  double  soit  précisément  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  G.  Considérons,  par  exemple,  les  cissoïdes 
représentées  par  l'équation  {y  —  aa)*(a:  —  a)  —  jr»  =  o;  la  droite  ar  =  o 
est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  de  ces  courbes,  et  c'est  aussi  une 
intégrale  particulière  obtenue  en  supposant  a  •=  o.  Pour  tout  point  de 
cette  intégrale  l'équation  différentielle  correspondante  admet  la  racine 
double^'  =  o,  et  une  racine  infinie.  Ce  n'est  donc  pas  une  intégrale  singu- 
lière. 

426.  Interprétation  géométrique.  —  On  peut  présenter  la  discussion 
précédente  sous  une  forme  un  peu  différente,  que  nous  indiquerons  rapi- 
dement; nous  continuerons  à  employer  le  langage  de  la  géométrie,  quoique 
les  raisonnements  s'étendent  sans  difficulté  au  domaine  des  variables  com- 
plexes. 

On  a  déjà  fait  observer  (n'STO)  que  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  F(ar,  y^  y')  =  o  revient  à  la  détermination  des 
courbes  F  situées  sur  la  surface  S  ayant  pour  équation 

(53)  F(x,y,  z)  =  o, 

et  telles  que  l'on  ait  aussi  dy  —  z  dx  •=  o,  La  projection  c  sur  le  plan 
des  xy  d'une  courbe  F  de  la  surface  S  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes est  une  courbe  intégrale  de  l'équaiion  différentielle  proposée,  el 
réciproquement.  Nous  supposerons  pour  la  discussion  que  cette  surface  S 
n'a  pas  d'autres  singularités  que  des  courbes  doubles  suivant  lesquelles  se 
croisent  deux  nappes  de  la  surface  avec  des  plans  tangents  distincts.  Au 
lieu  d'étudier  les  courbes  c  du  plan  des  xy^  nous  allons  étudier  les  courbes  F 
de  la  surface  S. 

Considérons  d'abord  un  point  Mo(^o,^o»  Z\>)  non  situé  sur  une  courbe 
double,  et  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  s,  La  tangente 
à  la  courbe  F  qui  passe  en  Mo  est  située  dans  le  plan  tangent  en  ce  point 

(54)  (X-.„)(g\^(Y-ro)Q^-^(Z-..)('5f)^  =  o, 

et  aussi,  puisque  l'on  doit  avoir  dy  —  z  dx  =  o,  dans  le  plan 

(^3)  \  —  yQ—  Zq{\  —  Xq)  =  o, 

—  I    n'est  pas  nul,  et  se  coupent 
par  conséquent  suivant  une  droite  non  parallèle  à  Oz.  Par  le  point  M© 
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il  passe  donc  une  courbe  F  et  une  seule,  dont  la  tangente  n*est  pas  paral- 
lèle à  Taxe  des  z;  la  projection  c  de  cette  coUrbe  sur  le  plan  des  xy  passe 
au  point  /no  projection  de  Mo  et  /iiq  est  un  puint  ordinaire  pour  c.  Si  le 
point  Mq  appartient  à  une  courbe  double  de  S,  le  raisonnement  précédent 
Rapplique  à  chacune  des  deux  nappes  pourvu  qu*aucun  des  plans  tangents 
en  Mo  ne  soit  parallèle  à  Oz;  par  le  point  M©  il  passe  donc  deux  courbes  F, 
correspondant  aux  deux  nappes  delà  surface  S  II  reste  à  examiner  ce  qui 
arrive  lorsque  le  point  Mq  est  situé  sur  la  courbe  D  de  S,  lieu  des  points 

âF 
pour  lesquels  on  a  à  la  fois  F  =  o»  —  =  o.  Nous  supposerons  que  cette 

courbe  D  n'est  pas  une  courbe  double;  c'est  alors  le  lieu  des  points  de  S 

où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  0^,.et  l'une  au  moins  des  dérivées  par- 

àF     dF  .    , 

tielles  — -»  -—  est  différente  de  zéro  au  point  M©.  Les  deux  plans  (54)  et  (55) 

sont  alors  parallèles  à  l'axe  des  z,  et  leur  intersection  est  parallèle  à  Oz, 
à  moins  que  ces  deux  plans  ne  se  confondent,  c'est-à-dire  à  moins  que 
Ton  n'ait 


=  o. 


Écartons  d'abord  le  cas  où  cela  aurait  lieu.  La  tangente  à  la  courbe  F 
qui  passe  en  Mq  est  parallèle  à  Oz,  mais  cette  courbe  elle-même  ne  pré- 
sente aucune  singularité  au  point  Mq.  Pour  nous  en  assurer,  nous  rempla- 
cerons le  système  des  deux  équations 

(5;)  F(a:,jr,z)  =  o,         (iy  =  zdx, 

par  le  système  des  deux  équations  simultanées 

.ro.  dx    _    dy    _        -dz 

^   ^  i)F    ~      ()F  ~  dF  c^F' 

z  H-  Z    

dz  âz        âx  ày 

avec  les  conditions  initiales  x  =  j*©»  ^=^oj  ^  =  ^o*  Les  deux  systèmes 
sont  équivalents;  on  tire  en  effet  des  équations  (58)  la  combinaison  inté- 
grable  dF  =  o,  et  par  suite  F(x,  ^,  s)  =  F(j7o)  ^o,  -^o)  =  o- 

Or  I  —  j  "^ -^0  (  i~  )  n'étant  pas  nul  par  hypothèse,  on  tire  des  équa- 
tions (58)  des  développements  de  x  —  x^  ^X,  de  ^  ~^o  suivant  les  puis- 
sances de  s  —  >3oi  commençant  par  des  termes  du  second  degré  au 
moins 

X  —  aro  =  a  j  (  5  —  2o  }*  H- . .  . ,         y  —  y^=  Jîs  (  >5  —  «0  )*  -H 

Le  point  Mq  est  donc  un  point  ordinaire  pour  la  courbe  F  qui  passe  en 
ce  point,  mais  le  point  Wo,  projection  de  Mo  sur  le  plan  xOy^  est  un  point 
de  rebroussement  (en  général  de  première  espèce)  pour  la  courbe  c,  pro- 
jection de  F.  Ceci  tient  du  reste  à  une  propriété  générale  facile  à  vérifier, 
à  savoir  que  la  projection  d'une  courbe  gauche  sur  un  plan,  parallèlement 
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i  la  tangente  en  un  point  M  de  cotte  courbe,  a  un  rebrou ssement  au 
point  m,  projection  de  M.  Soit  d  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la 
courbe  D;  nous  retrouvons  le  résultat  établi  plus  haut  :  la  courbe  d  t%\. 
le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  c.  La  méthode 
précédente  a  Tavantage  de  nous  montrer  comment  cette  singularité  dispa- 
rait quand  on  passe  du  plan  à  la  surface  S. 

Le  résultat  est  tout  différent  lorsque  la  relation  (56)  est  vérifiée  en  tous 
les  points  de  la  courbe  D.  Les  deux  plans  (54)  et  (55)  sont  alors  con- 
fondus; nous  sommes  dans  le  cas  où  il  existe  une  intégrale  singulière.  Par 
tout  point  de  D,  il  passe  alors  en  général  deux  courbes  F.  la  courbe  D 
elle-même,  et  une  seconde  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  des  Ty 
est  tangente  à  l'intégrale  singulière  D. 

427.  Intégrales  singulières  des  systèmes  d'équations  différentielles. 
—  La  théorie  des  intégrales  singulières  s'étend  aux  systèmes  d'équations 
différentielles  du  premier  ordre  et,  par  suite,  aux  équations  d'ordre  sapé- 
rieur.  Nous  étudierons  seulement  un  système  de  deux  équations  du  pre- 
mier ordre  (ce  qui  comprend  le  cas  d'une  seule  équation  du  second  ordre), 
en  suivant  une  marche  inverse  de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  considé- 
rant tout  d'abord  un  système  obtenu  par  l'élimination  des  constantes  (*). 

Soient 

(59)  F(a:,  ^,  z\  a,  6)  =  o,         ^{x,y,  z\  a,  6)  =  o, 

les  équations  d'une  famille  de  courbes  planes  ou  gauches  F,  dépendant  de 
deux  paramètres  arbitraires  a  el  b\  c'est  ce  qu'on  appelle  aussi  une  con- 
gruence  de  courbes.  Nous  pouvons  supposer,  pour  fixer  les  idées,  que  les 
fonctions  F  et  <ï>  sont  des  polynômes;  les  courbes  de  la  congruence  sonl 
alors  algébriques.  Nous  allons  d'abord  généraliser  les  théorèmes  établis 
pour  les  congruences  de  droites  (1,  n"  255).  Si  l'on  établit  entre  a  et  6 
une  relation  de  forme  arbitraire  6  =  o(a),  on  obtient  une  infinité  de 
courbes  F  dépendant  d'un  seul  paramètre  variable  a.  En  général,  ces 
courbes  n'admettent  pas  de  courbe  enveloppe;  pour  qu'il  y  ait  une  enve- 
loppe, il  faut  en  elTet  que  les  quatre  équations  (59)  et  (60)  admettent  on 
système  de  solutions  communes  en  x,  y.  2(1,  223; 

d¥^       d¥^db^  _  d^       â^  db  _ 

'  âa        db  da  ~    ''         da        db   da  ~    ' 

L'élimination  de  a:,  y^  z  entre  ces  quatre  équations  conduit  à  une  rela- 

,        db 
tion  entre  a,  b  et  -j— » 

da 

(6.)  n(a.6,g)  =  o, 


(  '  )  Voir  mon  Mémoire  Sur  les  solutions  singulières  des  équations  différen- 
tielles simultanées  {American  Journal  of  Afathematics,  Vol.  XI). 
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c'est-à-dire  à  une  équation  (lifTêrentie)le  du  premier  ordre.  Si  l'on  a  pris 
pour  b  —  9(a;  une  intégrale  de  cette  équation,  les  courbes  F  engendrent 
une  surface  S,  et  sont  tangentes  à  une  courbe  C  située  sur  £:  nous  appel- 
lerons encore  cette  courbe  G  V arête  de  rebroussement  de  2.  Si  Téqua- 

tion  ((il)  est  de  degré  m  en  -7-,  toute  courbe  F  de  la  congruence  appar- 
tient en  général  à  m  surfaces  analogue^  à  S  et,  sur  chacune  de  ces  surfaces, 
elle  touche  l'arête  de  rebroussement  correspondante  en  un  point  déter- 
miné. Il  existe  ainsi,  sur  chaque  courbe  F  de  la  congruence,  m  points 
particuliers  remarquables,  qu'on  appelle  les  points  focaux.  Ces  points 
focaux  peuvent  être  obtenus  sans  avoir  intégré  l'équation  (61);  il  suffit 
en  effet  de  résoudre  les  quatre  équations  (Sg)  et  (60)  par  rapport  à  Xy  y, 

Zi  -s— •  On  trouve  d'abord  la   i^lation  (61)  qui  donne  -7-»  et,  en  élimi- 
aa  ^  da 

nant  —r-  entre  les  deux  équations  (60),  on  a  une  nouvelle  relation 

da  ^ 

^^^  'h{a,b)~'da~db        db  dâ  "  ^' 

qui,  jointe  aux  deux  équations  (Sg)  de  la  courbe  F,  permet  de  calculer 
les  coordonnées  des  points  focaux. 

Le  lieu  des  points  focaux  est  la  surface  focale  de  la  congruence;  on 
obtient  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  a  et  b  entre  les  trois  rela- 
tions (59)  et  (62).  La  surface  focale  est  aussi  le  lieu  des  arêtes  de  rebrous- 
sement C  des  surfaces  S.  En  effet,  un  point  quelconque  de  la  courbe  C  est 
un  point  focal  pour  la  courbe  de  la  congruence  qui  est  tangente  à  C  en  ce 
point.  Il  s'ensuit  que  toute  courbe  F  de  la  congruence  est  tangente  aux  m 
nappes  de  la  surface  focale  aux  m  points  focaux  correspondants,  puisqu'en 
chacun  de  ces  points  elle  est  tangente  à  une  courbe  G  située  sur  cette  sur- 
face focale.  Toutes  ces  propriétés  offrent  la  plus  grande  analogie  avec  les 
propriétés  des  congruences  de  droiles.  En  général,  si  les  polynômes  F  et  <l> 
sont  quelconques,  les  m  nappes  de  la  surface  focale  sont  représentées  par 
une  équation  unique,  mais  il  peut  aussi  arriver  que  cette  équation  se 
décompose  en  plusieurs  équations  distinctes.  Dîins  certains  cas  particuliers. 
il  peut  aussi  se  faire  que  quelques-unes  des  nappes  de  la  surface  focale  se 
réduisent  à  des  courbes;  les  aréles  de  rebroussement  G  correspondantes 
se  réduisent  alors  à  un  point. 

Voici  la  conclusion  que  l'on  peut  déduire  de  ces  propriétés  relativement 
aux  équations  différentielles.  Les  courbes  F  sont  des  courbes  intégrales 
d'un  système  d'équations  différentielles  que  l'on  obtient  en  éliminant  les 
constantes  a  el  b  entre  les  équations  (Sg)  et  les  équations  obtenues  en 
différentiant 

àV        â¥     ,       dV     ,  d4>        d^     ,       d<P     , 

(63)  ;r h   T- J   -+-  —-   >5    =  O, h   — -   V   -H   —     5    =  O. 

dx        dy^         dz  dx        dy  ^         dz 
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Soient 

(64)  ^i-r.y,  z,y\  z' )  =  o,         'fi(.r,  v,  s,  y,  z')  =  o 

le  système  d'équations  différentielles  ainsi  obtenu.  Les  formules  (Sg) 
représentent  l'intégrale  générale  de  ce  système,  puisqu'on  peut  disposer 
par  hypothèse  des  constantes  a  et  ^  de  façon  que  la  courbe  F  passe  par 
un  point  quelconque  de  l'espace  de  coordonnées  Xot  yoy  ^o  î  si,  par  ce  point, 
il  passe  n  courbes  F,  les  équations  (  69)  déterminent  n  systèmes  de  valeurs 
pour  a  et  b.  Les  équations  (63)  déterminent  ensuite  y'  et  z'  et  l'on  voit 
que,  pour  le  point  (^o*  yo^  ^So)»  l^s  équations  (64  )  déterminent  n  systèmes 
de  valeurs  pour/'  et  z'.  Mais  les  arêtes  de  rebroussement  G  sont  aussi  des 
courbes  intégrales  des  équations  (64 )t  puisqu'en  un  point  de  C  les  valeurs 
de  X,  y  y  Zj  y\  z'  sont  les  mêmes  pour  C  et  pour  la  courbe  F  tangente  à  C 
en  ce  point.  Les  équations  (64)  admettent  donc,  en  dehors  des  courbes  F, 
une  infinité  d'autres  intégrales,  non  comprises  dans  les  formules  (69),  et 
que  Ton  obtiendra  en  intégrant  l'équation  du  premier  ordre  (61)  :  ce  sont 
des  intégrales  singulières  du  système. 

A  y  regarder  de  prés,  on  voit  que  l'existence  des  surfaces  focales  n'exige 
pas  en  réalité  que  les  courbes  F  soient  algébriques.  Il  suffit  que,  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  solutions  (.Tq,  J^o»  ^O)  ^o^  ^0)  des  trois  équations 

(65)  F{x,  y,  z,  a,  b)  =  o,     4>{x.  y,  z,  a,  ù)  =z  o,     —-1—  =  o, 

les  fonctions  implicites  x,y,  z  des  paramètres  a  et  6,  définies  par  ces  trois 
équations,  qui  se  réduisent  à  Xq^  y^,  Zo  pour  a  =  «o»  b  =  6©,  soient  con- 
tinues et  admettent  des  dérivées  continues  dans  le  voisinage.  Soient  en 
effet 

(66)  iP=/i(a,  6),        j  =/,(«,  6),         5=/,(a,  6) 

ces  trois  fonctions:  la  nappe  de  la  surface  focale  qui  passe  par  le  point  de 
coordonnées  {xq^  yo,  Zq)  est  représentée  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
les  formules  (66),  les  paramètres  a  et  b  ayant  des  valeurs  voisines  de  o© 
et  de  60.  Il  est  facile  d'en  déduire  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface 
focale.  En  effet,  lorsque  le  point  x,  y,  z  décrit  une  courbe  quelconque  sur 
cette  surface,  Xy  y^  5,  a,  b  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indé- 
pendante qui  satisfont  aux  équations  (65)  et  dont  les  différentielles  véri- 
fient par  conséquent  les  deux  relations 

(>F  .  dF  ,  àF  ^         dF  ^         âF  ^^ 

dx  ây    ^         Oz  âa  db 

—  ox  H — -—  0  r  H — —  0-5  H oa  H — rr  06  =  0; 

dx  dy    -^         dz  da  àb 

en  tenant  compte  de  la  dernière  des  équations  (65 >,  on  peut  éliminer  8a 
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et  obj  ce  qui  conduit  à  la  nouvelle  relation 

Il  suffit  d'y  remplacer  ôjt,  ^^,  8«  par  X  —  Xo,  Y — ^o>  Z  —  Zq  respective- 
ment pour  avoir  Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  focale;  on  vérifie 
aisément  que  ce  plan  passe  par  la  tangente  à  la  courbe  F.  Les  propriétés 
de  la  surface  focale  supposent  donc  seulement  que  l'on  peut  appliquer  aim 
équations  (65)  la  théorie  des  fonctions  implicites,  et  en  particulier  que  les 
fonctions  F,  <I>  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  solutions  jtq,  y^^  z^^  a^^  h^.  Il  en  est  bien  ainsi 
lorsque  F  et  <l>  sont  des  polynômes,  mais  il  est  clair  qu'il  en  est  de  même 
pour  beaucoup  d'autres  fonctions.  Remarquons  aussi  que,  si  les  courbes  F 
ont  des  points  singuliers,  le  lieu  de  ces  points  singuliers  fait  partie  de  la 
surface  focale.  On  le  démontre  comme  la  proposition  analogue  relative 
aux  courbes  planes  (I,  n"  201). 

Examinons  maintenant  la  question  d'un  point  de  vue  opposé.  Etant 
donné  un  système  de  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre,  tel 
que  le  système  (64),  proposons-nous  de  reconnaître  si  ce  système  admet 
des  intégrales  singulières;  nous  supposerons  que  ^et  J'i  sont  des  polynômes 
Soit  Mo  un  point  quelconque  tie  l'espace  de  coordonnées  (j;©.  J'o»  ^o)î 
quand  on  remplace  J7,  y^  z  par  x^^  yoy  ^o  respectivement  dans  les  équa- 
tions (64  )y  elles  admettent  en  général  un  certain  nombre  de  systèmes  de 
solutions.  Soit  y'^.  z^  un  de  ces  systèmes;  nous  admettrons  d'abord  que, 

pour   ce   svstème   de  solutions,  le   iacobien   ^~,—,-^-X-  n'est  pas  nul.  Des 

"  •'  D(^',  z')  ^ 

équations  (64),  on  tire  alors  pour  y'  et  z'  des  fonctions  régulières  dans  le 
domaine  du  point  (vTo,  J'oî  ^o)» 

y^y'o-^  0l{X  —  OTo)  -h.  .  .,  z'  =  z'^-i-  OLx{X  —  Xq)  -h.  .  ., 

qui  se  réduisent  à  y'^^  et  z'q  respectivement  pour  x  =  Xq,  y  =^o«  ^  =  ^o- 
Les  équations  (64)  admettent  donc  une  courbe  intégrale  passant  au 
point  Mo  et  tangente  à  la  droite  qui  a  pour  équations  Y  — yQ  =>'i(  X  —  Xq)^ 
Z  —  5o=^[,(X* — Xq),  et  de  plus  (  n°  387)  celte  courbe  fait  partie  d'une 
famille  d'intégrales  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires.  Il  n'en  est 

plus  de  même  si  l'on  a  ^r — "—^ — 7—  =  o;  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les 

coordonnées  (X(,,yç,j  Zq)  vérifient  la  relation 

(68)  R(^^^^5)  =  o, 
obtenue  en  éliminant^'  et  z'  entre  les  trois  équations 

(69)  J=o,         ^.  =  0,        ê^=o. 
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Cette  équation  (68)  représente  une  surface  S,  et,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  toute  courbe  intégrale,  qui  n*est  pas  située  sur  Ja  sur- 
face S)  ne  peut  être  une  intégrale  singulière. 

Si  le  point  Mo  est  sur  la  surface  S,  les  trois  équations  (69)  ont  pour  ce 
point  un  système  de  solutions  communes,  j^'  =  j^q,  z' =  Zg,  Lorsque  la 
droite  D  représentée  par  les  équations 

(70)  — ; =  -—7^  =  — ^7— 

n'est  pas  tangente  à  S  (ce  qui  est  le  cas  général),  il  y  a  bien  une  courbe 
intégrale  passant  au  point  Mo  et  tangente  à  la  droite  D,  et  Ton  a  démontré 
que  le  point  Mo  est  en  général  un  point  de  rebroussement  de  cette  courbe. 
Ce  qui  est  efsentiel  pour  nous,  c'est  que  cette  intégrale  ne  peut  être  sur 
la  surface,  puisque  sa  tangente  n'est  pas  dans  le  plan  tangent.  Pour  qu'il 
y  ait  des  intégrales  singulières,  il  faut  donc  qu'en  chaque  point  de  S  la 
droite  D  correspondante  soit  située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Cette 
condition  est  suffisante,  car  par  chaque  point  de  S  il  passe  alors  une 
courbe  située  sur  cette  surface  et  tangente  à  la  droite  D.  Ces  courbes  sont 
déterminées  par  une  équation  diflercntielle  du  premier  ordre,  et  ce  sont 
bien  des  intégrales  singulières,  car  en  chacun  de  leurs  points  les  valeurs 
de  y  et  de  z'  forment  un  système  multiple  de  solutions  des  équations  (  64  ). 

Exemples,  —  1°  Considérons  le  système  d'équations  simultanées 

{71)  y  —  xjr' =  o,        X*  z'*  =  x^ -h  y^  —  i. 

Les  deux  valeurs  de  z'  sont  égales  pour  tous  les  points  du  cylindre 
x^-^y — 1  =  0,  et  la  direction  correspondante  à  cette  racine  double  est 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  {x,  y)  sur  l'axe  des  z.  Cette  direc- 
tion n'étant  pas  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre,  il  ne  peut  y  avoir 
d'intégrales  singulières.  On  vérifie  aisément  sur  cet  exemple  que  le 
cylindre  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales, 
car  l'intégrale  générale  du  système  (71)  est  représentée  par  les  formules 

y  =z  CiXj        z  =  \/x^ -^ y^  —  I  —  ^^^  ^^^^  ^^^  -^ y^  —  I  -+-  Cj. 
2°  Tout  système  d'équations  différentielles  de  la  forme 

(72)  F(y'-xy,z  —  xz\y\z')  =  o,         ^(y  ^  xf,  z  -  xz',  y,z')  =  o, 

qui  peut  être  considéré  comme  généralisant  l'équation  de  Clairaut,  s'in- 
tégre aisément  en  observant  que  l'on  déduit  des  relations  précédentes 

/àP        ^dF\  /dF       ^<JF\    . 

où  u  =  y  —  xy'y  V  =  z  —  xz'.  On  peut  satisfaire  à  ces  dernières  équations 
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en  prenant  ^'=o,  5'=o»  ou  en  supposant  que  l'on  a 

(-3./^^-:r^U--^-W^--:r^J^ÏÏ^-x^Uo 
'^W'  àu}\oz'      ''âi>)      \âz'  di^)\ây       ""  ou)       ""' 

Dans  la  première  hypothèse,  y'  et  z'  sont  des  constantes  a  et  6,  et  l'on 
voit  ainsi  que  les  courbes  qui  forment  Tintëgrale  générale  sont  les  droites 
de  la  congruence  représentée  par  les  deux  équations 

F  {y —  aXy  z  —  bxy  a,  b)  =  o,         ^iy —  ax,  z —  bx^a,  b)  =  o. 

Il  y  a  aussi  des  intégrales  singulières,  puisque  les  droites  de  la  con- 
gruence sont  tangentes  aux  deux  nappes  d'une  surface  focale;  ces  inté- 
grales singulières  sont  les  arêtes  de  rebroussement  des  dévcloppables  de 
la  congruence,  et  s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tieUe  du  premier  ordre.  On  obtiendra  l'équation  de  la  surface  focale  en 
éliminant^'  et  z'  entre  les  relations  (72)  et  (jS). 


EXERCICES. 

1.  Examiner  si  les  équations  différentielles  suivantes  admettent  des  solu- 
tions singulières 

yi ^(x-^  •!. jy  —  (iH- x^)y—^=o, 

[Sbrret]. 

^y^y* — y^y  -^  a^x  =  Oy 

[Schlômilch]. 

y2__  ix^yy'^iy^y  =  o, 

[Boolk]. 

(^y — y)^  -  '>-jry(i  -h  y*  )  =  o, 

[Hou  EL.] 

}.xy{i-hy^)  —  (,ry-^y)^  =  o. 

[MoiGNC] 

t\  L'équation    H(x,  y)  =  o,  obtenue   en   éliminant  y'  entre  les  deux 

relations  F(a?,  y^  y')  =  0,  —  -4-  ;r-  y  =  o,  représente  le  lieu  des  points 

d'inflexion  des  courbes  intégrales. 

En  déduire  le  théorème  du  n*  ^^4,  sur  le  lieu  des  points  de  rebrousse- 
ment des  courbes  intégrales,  au  moyen  d'une  transformation  par  polaires 
réciproques. 

[Darbolx.  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques  y  t.  IV;  1873.] 
3.  Déterminer  les  intégrales  singulières  du  système  d'équations  différen- 
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tielles 

y  •=  xy' ->r  y^-^  z\        z  =  z'x-\-y  z'.  [Skrret.] 

•4.  Examiner  si  l'équation  difTérentielle  du  second  ordre 

(i-hx^)y'^  —  liTy-^  —  \y^yt^xy  —  y  =  o 

admet  des  intégrales  singulières,  et  trouver  ces  intégrales. 

[Lagrange.] 

[On   remplace  cette   équation    par  un   système   de  deux   équations  du 
premier  ordre]. 

5*.  Etant  donnée  une  équation  difTérentielle  du  second  ordre 

^{^>  yiy\  y")  =  o, 

.       à¥ 
en  éliminant  r' entre  cette  équation  et  la  relation  r— .  =  o,  on  obtient  une 

^  ày 

équation  difTérenlielle  du  premier  ordre  V{x^  y,  y')  =.  o^  dont  les  inté- 
grales possèdent  en  général  la  propriété  suivante  :  Par  chaque  point  M 
d'une  de  ces  courbes  intégrales  C,  il  passe  une  courbe  intégrale  de  l'équa- 
tion F  =  o,  ayant  un  rebroussement  de  seconde  espèce  en  M  et  la  tangente 
en  ce  point  à  la  courbe  C  pour  tangente  de  rebroussement. 

[American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  XF,  p.  364-] 

6.  Établir  les  propriétés  de  e-',  en    partant  de  l'intégrale  générale  de 

dx        cLy 

l'équation    difTérentielle h  -^  =o,    mise    sous    la    forme    algébrique 

X         y 

xy=  C. 

Même  question  pour  la  fonction  tangj:,  en  cherchant  d'abord  l'intégrale 
générale  sous  forme  algébrique  de  l'équation  difTérentielle 

dx  dy 

1  H =^  =o. 

\  -^  x^        \-^  y^ 

7*.  Soit  y -=-  ^{x^  y)^  où  R(a7,  ^)  est  une  fonction  rationnelle  de  / 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  de  x.  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  admettant   une  intégrale  générale  de  la  forme 

Démontrer  que  cette  équation  peut  se  ramener  à  une  équation  de  Riccati 
par  une  substitution  de  la  forme  u  =  Ri(iF,  ^),  Ri  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  V-  [Painlkvé.] 

R.  On  remarque  que  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

y  -h[Ai(ar)-H  B,  (a?)  w]^«-» -+-... -^-  [A;,_,  (j-) -+- B«-,  (a7)a]^ -h  m  =o, 

c  1 
où  w  =  — pr?-^  »  et  l'on  démontre  que  u  satisfait  à  une  équation  de  Riccati 

tandis  que  les  fonctions  Ai,  Bi  sont  déterminées. 


>•••' 


CHAPITRE  XXII. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


Dans  ce  Chapitre,  consacré  à  la  théorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles,  on  a  surtout  en  vue  de  ramener  l'intégration 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  à  l'intégration  d'un  système 
d'équations  différentielles  ordinaires.  Quoique  celte  réduction  ne 
puisse  être,  dans  bien  des  cas,  d'aucune  utilité  pratique,  elle  n'eu 
offre  pas  moins  un  grand  intérêt  théorique,  car  elle  permet  de 
se  rendre  compte  du  degré  de  difficulté  du  problème.  Bien  que 
tous  les  raisonnements  n'exigent  pas  que  les  intégrales  considé- 
rées soient  analytiques,  c^est  à  celles-là  que  nous  nous  limiterons, 
à  moins  de  mention  expresse. 


I.  —  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DU  PREMIER  ORDRE. 

428.  Méthode  générale*  —  Nous  avons  déjà  vu  que  l'intégra- 
tion de  l'équation  homogène 

où  X« ,  X2,  .  . . ,  X„  sont  des  fonctions  de  Xi ,  x^y  . . . ,  ^«,  et  l'in- 
tégration du  système  d'équations  différentielles 

d.rx        dxf  dXfi 

(  "2  )  -yT—       =       "y—       =    .     .     .    =        "y 

Al  A2  A/, 

sont  deux  problèmes  équivalents  (n'*  392).  ^\  f\^  fi^  ...,/n_« 
sont  (/i  —  1)  intégrales  premières  distinctes  du  système  (2),  l'in- 
tégrale générale  de  Téqualion  (i)  est  une  fonction  arbitraire 

de  ces  (/i  —  1)  intégrales. 
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On  peut  obtenir  comme  il  suit  IMntégrale  satisfaisant  à  la  con- 
dition de  Cauchj.  Supposons  les  coefncienls  X/ holomorphes  dans 
le  domaine  d'un  système  particulier  de  valeurs  j?^,  x®,  . . .  J?J,  le 
premier  coefficient  (X|)o  n'étant  pas  nul.  L'équation  (i)  étant 

résolue   par  rapport  à  j^y   on    peut   lui   appliquer  le  théorème 

général  (n°  386);  il  existe  donc  une  intégrale  holomorphe  dans  le 
domaine  considéré,  se  réduisant,  pour  a:i  =  x®,  à  une  fonction 
holomorphe  donnée  (^{^2',  ^3,  ...,  x„)  des  (n  —  i)  variables 
x^f  .  .,  Xn-  Pour  obtenir  cetle  intégrale,  écrivons  le  système  (i) 
sous  la  forme 

dxi       X|  '  '         dxi  ""  X|  ' 

les  seconds  membres  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  du 
système  de  valeurs  a:®,  x?^,  . . .,  a:",  il  existe  un  système  d'inté- 
grales holomorphes  se  réduisant  pour  X\=^x\  à  des  valeurs 
données  Cq,  Cj,  . .  .,  C«  pourvu  que  les  modules  |C|  —  x®|  soient 
inférieurs  à  une  certaine  limite,  et  ces  intégrales  sont  des  fonc- 
tions holomorphes  de  x^  et  des  paramètres  C2,  Cs,  ...,  G» 
(n'*  387),  qui  sont  représentées  par  des  développements  de  la 
forme 

(4)  ar/=G/H-(^,  — a^î)P/(ar„  G,,  C„  ...,  G«),         ('  =  2,  3,  ...,/i). 

En  résolvant  ces  {n  —  1)  équations  par  rapport  aux  C|,  on  obtient 
un  système  de  (/i  —  i)  intégrales  premières  des  équations  (2),  re- 
présentées par  des  développements 

(5)  Ci=  Xi-^  {Xx  —  x\)Çli{xu  Xi,   .,.,  Xn)  (t=2,  3,    ...,  /l), 

les  Q/  étant  des  fonctions  holomorphes.  Il  est  clair  que  la  fonc- 
tion ^(C2;  C3,  .  . .,  C„)  de  ces  [n  —  i)  intégrales  premières  est 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (^J,  * . . ,  a:J),  et  se  réduit 
à  (f)(^2»  ^31   •••)-*:„)  pour  x^  =  x\. 

Considérons  maintenant  une  équation  linéaire  quelconque 

OÙ  P,,  P2,  ...,  Prt,  R  peuvent  dépendre  à  la  fois  des  variables 
indépendantes  ^,,  x-^j  .  . .,  Xn,  et  de  la  fonction  inconnue  5.  On 
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ramèDe  cette  équation  à  la  forme  (i)  au  mojen  d*nn  artifice  trrs 
souvent  employé  dans  IVtude  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
Au  lieu  de  chercher  à  obtenir  directement  la  fonction  inconnue  5, 
on  cherche  à  la  définir  par  une  équation  non  résolue 

la  fonction  V  des  (n  -+-  i)  variables  5,  X|,  .ra,  ,  .  .  ^  x,t  étant  main- 
tenant la  fonction  inconnue.  De  celte  relation  on  déduit  en  diffé- 

renliant 

<^V         f)\    f)z  0\         0\    dz 

i =0,  .... i ; =  0, 

OjCi  Oz    àx-i  OXn  Oz    OXn 

et  en  remplaçant  -— ^»   •••*  — ^  par   les    valeurs    tirées    des    rela- 

OX I  OX  II 

lions  précédentes  dans  Téquation  (6),  elle  devient 
,8,  F.V)=P,|^-...^P„ij;.^Rg=o. 

La  nouvelle  équation  est  de  la  forme  (i),  et  son  Intégration  est 
équivalente  à  celle  du  système 

f/.r,         dx^  dr,i        dz 


(9) 


P,        \\      P«        R' 


nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  Si  //|, 
U2f  ....  Un  sont  n  intégrales  /fre migres  distinctes  du  sys- 
tème (()),  toute  fonction  z  des  n  variables  .ri,  jTj,  .  .,  j:„, 
définie  par  une  relation  de  la  forme 

(10)  <!>(  Ml,  M2,   .  • .,  w«)  =  o, 

oii  4>  désigne  une  fonction  arbitraire  de  u^^  u^,  •  ,,  Un^  est  une 
intégrale  de  C équation  (6). 

On  ne  peut  en  conclure  que  Ton  obtient  ainsi  toutes  les  inté- 
grales de  Téquation  (6).  En  effet,  pour  que  la  fonction  implicite 
définie  par  la  relation  ('j)  soit  une  intégrale,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  l'on  ail  identiquement  F(V)  =  o;  il  suffit  que  la  condition 
F(V)  =  o  soit  une  conséquence  de  réijuation  V  =  o.  Si,  par 
exemple,  Ton  prend  pour  V  une  intégrale  d'une  é(|uation  de  la 
forme  F(V)  =  KV,  K  désignant  un  facteur  constant  difiérent  de 
zéro,  la  relation  V  =  o  définit  bien  une  intégrale  de  l'équation  (6). 
Il  y  a  donc  lieu  d'examiner  si  la  relation  (10)  peut  donner  toutes 
G.,  II.  34 
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les  iDlégralesde  Féquation  proposée.  Pour  établir  qu'il. eo  est  bien 
ainsi,  sauf  dans  des  cas  exceptionnels  qui  seront  précisés,  imagi- 
nons que  dans  les  n  fonctions  u^^  U2,  .  .  . ,  Uni  ^^  remplace  z  par 
une  intégrale  de  Téquation  (6);  les  résultats  obtenus  sont  des 
fonctions  U|,  LI2,  .  .  . ,  U„  des  n  variables  X|,  x-^^  . .  .,^«.  Si  nous 
démontrons  que  le  jacobien  de  ces  n  fonctions  est  identiquement 
nul,  il  sera  prouvé  par  là  même  que  Ton  a  une  relation 

t^U,,  ...,  U/i)  =  o, 

et  par  suite  que  l'intégrale  considérée  satisfait  à  une  relation  de 
la  forme  (10),  où  la  fonction  arbitraire  ^  aurait  été  remplacée 
par  if.  Calculons  ce  jacobien 


A  = 


àu„ 

ÔXi 


P\ 


dux      dui 
âz      àx* 


Iz 


Pi 


dz 


dxn  '    àz 


àUn  ou,, 

z ^P»  "T- 

dXf,       ''       dz 


dz 


le  développement  de  ce  déterminant  donne,  en  tenant  compte  des 
déterminants  partiels  qui  ont  deux  colonnes  identiques, 


D(M|,  Ui,   .. .,  u„) 


i  —  n 


D(a,,  a, Ufi) 


UiUu  Ut,   ...,  u„)        -^  UiUu  Ut u„) 

(il)     A  =  Yv ^  X  Pi  fp 

/  — I 
Mais  W|,  Wa.  .  .  .,  Un  étant  n  intégrales  premières  du  système  (9), 


(12) 


on  a 

dui        ^    dui  -,     dUt         ^  dui 

Pi  3 ^-  Pj    :3 r-...H-  P«   ;j h   R  -7-   =0  (f  =  I,    2,    ...,   /l), 

dXx                   dXt  OX,i                   OZ 

et  l'on  en  tire,  d'après  la  théorie  des  équations  linéaires  et  homo- 
gènes, 

R  -P/ 


D(Mi,   Ut.    ....  Un) 


D(j7i,  Xfy ...,  Xn)  D(a:',,  ...,  .r/-,.  z,  Xi+x,...,x„) 


=  Mj        (*=  I,  2, . ..,/!) 


M  étant  une  fonction  de  X|,  :r2,  .  . .,  ^/i,  2,  que  l'on  peut  toujours 
calculer  quand  on  connaît  les  intégrales  premières  Ui,  u^i  . . .,  w«. 
En  portant  les  valeurs  des  déterminants  déduites  des  équations  (12) 
dans  la  relation  (  i  1  )  il  vient 


(12  bis) 


M  A  =  R  —  P,/?i—  Pî/>î— —  P«/>,|. 
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Si  z  est  une  intégrale  de  l'équation  (6),  le  second  membre  est 
nul,  et  par  suite  cette  intégrale  satisfait  à  l'une  des  deux  condi- 
tions A  ^  o,  ou  M  =  o.  Dans  le  premier  cas,  comme  nous  venons 
de  le  démontrer,  cette  intégrale  est  définie  par  une  relation  de  la 
forme  (  lo).  Quant  à  la  relation  M  =:  o,  elle  ne  peut  définir  qu^une 
ou  plusieurs  fonctions  implicites  parfaitement  déterminées.  On 
voit  donc  qu'en  dehors  de  certaines  intégrales  exceptionnelles, 
ne  dépendant  d'aucune  constante  arbitraire,  toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (6)  satisfont  à  une  relation  de  la  forme  (lo).  Nous 
dirons  désormais  que  la  relation  (lo)  représente  Vinlégrale  géné- 
rale de  l'équation  (6). 

Pour  voir  si  une  intégrale  peut  «satisfaire  à  la  relation  IVl  =  o,  considérons 
un  point  quelconque  de  celte  intégrale  (x\,  x\.  ...,  a?S,  Zq)  et  supposons 
que  tous  les  coefficients  Pi,  Pj,  . . .,  P,j,  R  sont  holomorplies  dans  le  voi- 
sinage de  ce  système  de  valeurs  sans  être  nuls  à  la  fois  pour  a?/  =  arj,  «  =  «o« 
Admettons  par  exemple  que  P^  n'est  pas  nul  pour  ce  système  de  valeurs. 

d\ 
On  peut  alors  résoudre  l'équation  (8)  par  rapport  à  - —  et,  en  appliquant 

les  théorèmes  de  Gauchy  (  n"  386),  on  voit  que  Ton  peut  prendre  pour  «j, 
«j,  . . .,  Un,  des  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  de  ce  système  de 
valeurs.  Or  l'une  des  équations  (C2)  peut  s'écrire 

D(  Zy  X^^    •  •  •  î  ^n  ) 

le  déterminant  qui  est  au  second  membre  étant  holomorphe,  et  Pi  n'étant 
pas  nul  pour  Xi  =  x^ .  z  =  z»,  il  s'ensuit  que  ce  système  de  valeurs  ne  peut 
annuler  M.  Gomme  le  point  (a™",  ...,  a-)),  5„  )  est  un  point  quelconque  de 
l'intégrale  considérée,  on  voit  qu'il  ne  peut  exister  d'intégrale  satisfaisant 
à  la  relation  IVl  ==  o  que  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1**  11  existe  une  fonction  \{xx,  x^,  . . .,  j?„,  z)  telle  que  tout  système  de 
valeurs  des  variables  Xf,  z,  annulant  la  fonction  V,  annule  aussi  P,,  P,.  . . ., 
P,4  et  R.  Tous  ces  coefficients  sont  alors  divisibles  par  un  même  facteur 
et  il  est  clair  qu'en  égalant  ce  facteur  à  zéro,  l'on  obtient  une  intégrale. 
Ge  cas  banal  n'offre  pas  d'intérêt. 

2"  Le  raisonnement  serait  encore  en  défaut  si  l'intégrale  définie  par  la 
relation  V  =  o  était  telle  que,  dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs 
satisfaisant  à  cette  relation,  quelques-uns  des  coefficients  P/,  R  cessent 
d'être  holomorphes.  Ge  cas  peut  en  effet  se  présenter,  comme  on  l'éta- 
blira un  peu  plus  loin. 

429.  Interprétation  géométrique.  —  La  méthode  générale  qui 
précède  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique  simple 
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dans  le  cas  de  réqualioa  à  trois  variables,  que  nous  écrirons,  avec 
les  notations  habituelles, 

(.3)  P/>-^Qg  =  R,       />=g.        ?  =  |, 

P,  Q,  R  élarït  des  fonctions  des  trois  variables  j:,  j^,  z.  Soit  S  une 
sur/ace  intégrale  quelconque;  l'équation  du  plan  tangent  à  cette 
surface  étant 

Z  —  z=p{\  —x)^q(Y—jr)^ 

la  relation  (  i3)  exprime  que  ce  plan  tangent  passe  par  la  droite  D 
représentée  parles  équations 

de  sorte  que  le  problème  de  Tinlégration  de  cette  équation  (i3) 
peut  être  posé  de  la  façon  suivante,  si  Ton  emploie  le  langage 
géométrique  : 

A  chaque  point  M  de  f  espace  y  de  coordonnées  {x^y^  z),  on 
fait  correspondre  une  droite  D  issue  de  ce  point,  représentée 
par  les  équations  (i4)'  Déterminer  une  sur/ace  S  telle  que  le 
plan  tannent  à  cette  surface  S  en  chacun  de  ses  points  passe 
par  la  droite  D  relatii^e  à  ce  point. 

Si  Ton  connaît  toutes  les  surfaces  jouissant  de  cette  propriété, 
on  a  par  là  même  l'intégrale  générale  de  Téquation  linéaire.  Les 
trois  fondions  P,  Q,  R  déterminent  la  loi  suivant  laquelle  la 
droite  D  se  déplace  quand  un  fait  varier  le  point  M  ;  ces  trois  fonc- 
tions sont  le  plus  souvent  des  fonctions  analvtiques  de  x^  y^  5, 
mais  il  suffit  pour  le  raisonnement  qu'elles  vérifient  les  conditions 
énoncées  dans  l'étude  des  équations  différentielles  (n"*  388  et  suiv.). 

L'énoncé  précédent  nous  conduit  à  chercher  les  courbes  F  qui, 
en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  la  droite  D  corres- 
pondante; nous  les  appellerons  courbes  caractéristiques.  Nous 
allons  montrer  d'aboid  <|ue  toute  surface  intégrale  est  engen- 
drée par  des  courbes  caractéristiques.  Considérons  en  effet  une 
telle  surface  S;  en  chaque  point  M  de  cette  surface,  la  droite  D 
correspondante  est  située  dans  le  plan  tangent.  Nous  pouvons  donc 
nous  proposer  de  déterminer  les  courbes  de  cette  surface  qui,  en 
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chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  la  droite  D  correspon- 
dante. Ces  courbes  s'obtiendront  par  Tintégralion  d'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  (n**  378);  par  chaque  point  de  S  il 
passe  donc  en  générai  une  courbe  et  une  seule,  située  tout  entière 
sur  cette  surface,  et  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Il  est  clair 
que  ces  courbes  sont  des  caractéristiques,  ce  qui  démontre  la  pro- 
position. La  réciproque  est  à  peu  près  évidente  :  si  une  surface 
est  un  lieu  de  caractéristiques,  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque de  cette  surface  contient  la  tangente  à  la  caractéristique 
située  sur  la  surface  qui  passe  par  ce  point,  c'est-à-dire  la  droite  D. 
Le  problème  proposé  est  donc  ramené  à  la  détermination  des 
courbes  caractéristi(|ues. 

Les  équations  différentielles  de  ces  courbes  sont,  d'après  leur 
définition  même, 
,  -.  dx       dy       dz 

par  chaque  point  de  l'espace  il  passe  donc  en  général  une  carac- 
téristique et  une  seule,  tangente  à  la  droite  D  correspondante. 
Sup|)osons  que  Ton  ait  intégré  ces  équations  (i  5)  et  soient 

u{x,  y,  5),     v{x,  y,  z) 

deux  intégrales  premières  distinctes  de  ce  système;  l'intégrale 
générale  est  représentée  par  les  formules 

(i6)  ui^x,  y,  z)  =  a,         v{x,y,  z)  =  h, 

a  el  b  étant  deux  constantes  arbitraires.  Les  caractéristiques,  qui 
dépendent  de  deux  paramètres,  forment  donc  une  congruence. 
Pour  obtenir  une  surface  engendrée  par  les  courbes  de  cette  con- 
gruence,  on  doit  établir  entre  les  deux  paramètres  a  tl  b  une  re- 
lation de  forme  arbitraire,  soit  cp(a,  b)  =  o,  et  la  surface  intégrale 
correspondante  a  pour  équation  cp(a,  i^)  =  o.  C'est  bien  le  ré- 
sultat <|ue  fournil  la  méthode  générale  du  paragraphe  précédent, 
car  il  et  v  sont  ici  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation 

au           du  du 

F- — hQ 1-  R-—  =o. 

ox  Oy  f)z 

Exemples»  —   i"  Soit  Tôquaiion /?a" -h  y^  = /tî-z.  Les  équations  diffé- 
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rentielles  des  caractéristiques 

dx  _  dy        dz 

X  y         mz 

y  z 

admettent  les   deux    intéjjrales    premières —=  a. —  =  ^,   et   réquatioD 

générale  des  surfaces  intégrales  est  z  =;r"»yr—  j  •  Si  m  =  i,  les  caracté- 
ristiques sont  des  droites  passant  par  l'origine,  et  les  surfaces  intégrales 
sont  des  cônes  ayant  leur  sommet  à  l'origine.  Si  m  =  o,  les  caractéristiques 
sont  des  droites  parallèles  au  plan  des  xy  et  rencontrant  l'axe  Oz;  les 
surfaces  intégrales  sont  des  surfaces  conoïdes. 

2"  Soit  l'équation/?/  —  ^j7=o.  On  aperçoit  de  suite  deux  combinai- 
sons intégrables  pour  les  équations  diiïérentielles  des  caractéristiques 

dx  __    dy    _  dz 
y        — X         o 

et  deux  intégrales  premières  5  =  a,  x^-^y^  =  b.  Si  les  axes  de  coor- 
données sont  rectangulaires,  les  caractéristiques  sont  des  cercles  ayant 
leur  centre  sur  Taxe  Oz  et  situés  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy. 
Les  surfaces  intégrales  sont  des  surfaces  de  révolution  autour  de  O-s. 

3"  Trajectoires  orthogonales.  —  Soit 

(17)  F(x,y,z)  =  C 

l'équation  d'une  famille  de  surfaces  S,  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire G,  de  telle  façon  que  par  tout  point  de  l'espace  (ou  tout  au  moins 
d'une  portion  de  l'espace)  il  pas-^e  une  de  ces  surfaces  et  une  seule.  Pro- 
posons-nous de  trouver  une  autre  surface  S,  représentée  par  l'équation 

z  =  9(ar,  /), 

qui  coupe  orthogonalement  en  chacun  de  ces  points  la  surface  £  passant 

par  ce  point.  Les  paramétres  directeurs  des  normales  aux  deux  surfaces 

dF    c^F     (^F  ^  ^    ,  ... 

étant  respectivement-—»  -r— »  —  pour  S  etp.ç,  —  1  pour  o,  la  condition 

'  âx    oy     dz  '^  '     ^  '^ 

d'orthogonalilé  conduit  à  l'équation  linéaire 

dF  dF       dF 

(»')  ^d^^^dj^-rz^""' 


(19) 


Les  courbes  caractéristiques,  dont  les  équations  différentielles  sont 

dx  dy  dz 


OF  dF  dF^ 

dx  dy  dz 


sont  des  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  admettent  pour  tangente 
la  normale  à  la  surface  II  passant  par  ce  point. 
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Supposons  par  exemple  que  l'on  ait  F{x,  y^  z)  =  zf(x,  y),  la  fonc- 
tion y*(a:r,  ^j  étant  homogène  et  de  tiegré  m.  Les  équations  difTérentielles 
ries  caractéristiques  sont  ici 

dx        dy  __  zdz 

en  tenant  compte  de  la  relation  d'Euler,  on  a  la  combinaison  intégrable 

X  dx  -\-y  dy  —  m  z  dz  =  o^ 

dy 
d'où  l'on  tire   l'intégrale  première  x^-\ry^ — mz^=.a.  D'autre  part,  -^ 

est  une  fonction  homogène  et  de  degré  zéro  des  variables  x^  y\  on  aura 
donc  une  nouvelle  intégrale  première  par  une  quadrature  (  n**  365). 

4**  Il  est  quelquefois  possible  de  déterminer  les  courbes  caractéristiques 
sans  aucun  calcul,  d'après  leur  définition  géométrique.  Soit,  par  exemple, 
à  déterminer  les  surfaces  S  telles  que  le  plan  tancent  en  un  point  quel- 
conque M  de  l'une  de  ces  surfaces  rencontre  une  droite  fixe  A  en  un 
point  T  également  distant  du  point  M  et  d' un  point  fixe  O  de  la  droite  A. 
Soit  M  un  point  de  l'espace  ;  il  existe  sur  la  droite  A  un  point  T,  et  un  seul, 
tel  que  TO  =  TM,  et  ce  point  est  à  l'intersection  de  A  avec  le  plan  mené 
perpendiculairement  au  serment  OM  en  son  milieu.  Soit  D  la  droite  passant 
par  les  deux  points  M  et  T;  le  plan  tangent  à  toute  surface  répondant  à 
l'énoncé  passant  au  point  M  contient  donc  cette  droite  D,  et  par  suite  ces 
surfaces  s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  équation  linéaire.  Les  tan- 
gentes aux  courbes  caractéristiques  rencontrant  toutes  la  droite  A,  ces 
courbes  sont  donc  des  courbes  planes,  situées  dans  des  plans  passant  par  A. 
Les  caractéristiques  situées  dans  un  de  ces  plans  sont  les  courbes  inté- 
grales d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  l'on  voit  aisément, 
d'après  la  propriété  qui  les  définit,  que  ce  sont  des  cercles  tangents  en  O  à 
la  droite  A.  Les  surfaces  cherchées  sont  donc  engendrées  par  des  cercles 
tangents  en  O  à  la  droite  A. 

On  peu!  disposer  de  la  fonction  arbitraire  ^{u,  v)  de  façon  que 
la  surface  intégrale  passe  par  une  courbe  donnée  F;  on  obtiendra 
cette  surface  en  prenant  le  lieu  des  caractéristiques  passant  par  les 
différents  points  de  cette  courbe.  Si  Y  est  représentée  par  le  sys- 
tème de  deux  équations 

(io)  <ï>(ar,7,  3)  =  o,         *i(^,7,^)  =  o, 

tout  revient  à  rechrrcher  la  relation  qu'il  faut  établir  entre  les 
deux  paramètres  a  et  b  pour  qu'une  caractéristique  rencontre  la 
courbe  F.  Il  est  clair  qu'on  obtiendra  cette  relation  en  éliminant  j:, 
y  y  centre  les  deux  équations  (20)  et  les  équations  w  =  a,  i^  =  6 
de  la  caractéristique.  Le  problème  n'admet  qu'une  solution,  à  moins 
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que  la  courbe  F  ne  soit  elle-même  une  caractéristique.  Dans  ce 
cas  singulier,  il  suffît,  pour  avoir  une  surface  intégrale  passant 
par  r,  de  considérer  la  surface  engendrée  par  une  famille  de 
caractéristiques,  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire,  et  dont  fait 
partie  la  courbe  F. 

430.  Congruences  caractéristiques.  —  A  toute  équation  linéaire 
de  la  forme  (i3)  correspond  une  congruence  caractéristique 
formée  par  les  courbes  caractéristiques  de  cette  équation.  Inver- 
sement toute  congruence  de  courbes,  c'est-à-dire  toute  famille  de 
courbes  dépendant  de  deux  païamrtres  arbitraires  a  et  6,  est  la 
congruence  caractéristique  d\ine  équation  de  la  forme  (i3)  (*). 
Supposons  en  eflel  les  équations  qui  définissent  cette  congruence 
résolues  par  rapport  aux  deux  paramètres  a  et  6, 

toute  surface  S,  engendrée  par  les  courbes  de  cette  congruence 
associées  suivant  une  loi  arbitraire,  est  représentée  par  une  équa- 
tion telle  que  r  =  t:(w),  et  Ton  en  déduit,  en  prenant  les  dérivée» 
partielles  par  rapport  à  x  et  à  y^ 

dv        dv  , ,       /  au        Ou      \  àv         ôv  ,         /  du        du      \ 

-  +  -/,  =  u(«,(^- +  -/,),     _  + -y  =  .(„)(_  + _^j. 

L'élimination  de  tî'(w)  conduit  à  une  équation  linéaire 

D(a,  v)  D(  w,  i')  D(  a,  v) 

dont  la  congruence  donnée  est  évidemment  la  congruence  carac- 
téristique. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  d'une  congruence  définie 
par  deux  équations  de  forme  quelconque 

(2!)  \}{x,  y,  z,  a,  b)  =  o,         \(x,y,Zya,b)=zo, 

Si  l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  a  et  è  une  relation  de 
forme  arbitraire  o(a,  6)  =  o,  on  aura  l'équation  d'une  surface  S 
en*;endrée  par  les  courbes  F  de  la  congruence  en  éliminant  a  et  b 

(  ')  Nous  supposons  en  outre  que  par  un  point  quelconque  de  l'espace  (ou  d'une 
portion  de  lespace)  il  passe  une  de  ces  courbes,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  elles 
étaient  situées  sur  une  même  surface. 
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entre  les  équations  (:^i)  et  la  relation  îp  =  o.  Toutes  ces  surfaces 
satisfont  encore,  quelle  que  soit  la  fonction  cp,  à  une  même  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Pour  obtenir  cette 
équation,  on  peut  procéder  comme  il  suit.  Les  trois  équations 

(ri)  U  =  o,         V  =  o,         o(a,  6)  =  o, 

définissent  trois  fonctions  implicites  z^  a,  6,  des  variables  indé- 
pendantes X  et  j^',  et,  la  dernière  ne  renfermant  que  a  et  6,  on  a 
par  (!onséqiient 

D'autre  paît,  si  l'on  différentie  les  deux  premières  équations  (22) 
par  rapport  k  x  et  à  y,  on  peut  déduire  des  relations  obtenues  les 

j     âa     àb     da     àh  ,  ,        ^ 

expressions  de    -  »  -- ,  -— .  -—au  moven  de  x.  r,  z,  p.  a,  a.  o.  et, 

^  Ox     ôx    ôy    dy  -  7  ^  7     7  /-  7  7  »      ^      ^       ' 

en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs  dans  le  détermi- 
nant (23),  on  arrive  à  une  nouvelle  relation 

^{x,  y,  Zs  p,  q,  a,  b)  =  o. 

Il  ny  aura  plus  qu'à  éliminer  a  et  b  entre  ceUe  relation  et  les 
deux  relations  (^ii)  pour  parvenir  à  une  équation  ne  renlermant 
que  x,y,  z,  p,  g 

(-24)  ^^j^^r^  >5, p.  q)  =  0, 

et  qui  s'applique  à  toutes  les  surfaces  engendrées  par  les  courbes 
de  la  congruence.  11  serait  aisé  de  vérifier,  d'après  la  façon  même 
dont  cette  équation  a  été  obtenue,  qu'elle  se  décompose  en  un 
système  d'équations  linéaires  en />  et  q\  mais  cela  résulte  aussi 
de  sa  signification.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  par  un 
point  M  de  l'esf)ace  il  passe  ni  courbes  de  la  congruence,  et  soient 
D|,  D2,  .  .  .,  D,«  les  ni  tangentes  à  ces  courbes  au  point  M.  Toute 
surface  engendrée  par  les  courbes  de  la  congruence  et  passant  au 
point  M  doit  contenir  une  des  m  courbes  de  cette  congruence  qui 
passent  au  point  M,  el  par  conséquent  le  plan  tangent  au  point  M 
doit  passer  par  une  des  droites  Di,  D2,  . .  . ,  D„|.  Soient  P/,  Q/,  R| 
les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D/.  Toute  surface  engendrée 
par  les  courbes  de  la  congruence  doit  donc  satisfaire  à  l'une  des  tn 
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é({uations 

(25)  E/=  P/7?-f-Q/^  —  R/  =  o,         i=  I,  2,  ...,  m, 

et  le  premier  raeinbre  de  Téqualion  (24)  est  identique  à  un  facteur 
près,  indépendant  de  p  et  de  q^  au  [)roduit  des  m  facteurs  li- 
néaires E|,  E2,  .  -  . ,  E,,,.  Remarquons  d^ailleurs  qu'il  sera  impos- 
sible en  général  de  séparer  analytiquement  ces  m  facteurs. 

Certains  problèmes  de  géométrie  peuvent  également  conduire  à 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  se  dé- 
composent en  un  produit  de  facteurs  linéaires.  Reprenons,  par 
exemple,  le  problème  des  trajecloires  orthogonales,  en  considé- 
rant une  famille  de  surfaces,  dont  Téquation  F(x,  y^  z,  C)  =  0 
renferme  le  paramètre  arbitraire  C  au  degré  m.  Pour  obtenir 
Téqualion  aux  dérivées  fiarlielles  des  surfaces  qui  les  coupent 
ortho^onalement,  il  faut  encore  éliminer  C  entre  la  relation  F  =  o 

et  la  condition 

dF  OF       dF 

^  dx        ^  dy        dz 

Par  un  point  M  de  l'espace  il  passe,  par  hypothèse,  m  surfaces 
de  la  famille  considérée;  soient  D|,  D2,  .  .  .,  D,,,  les  normales  à 
ces  m  surfaces.  Le  pbin  tangent  à  une  surface  orthogonale  passant 
en  M  doit  renfermer  une  de  ces  droites;  l'équation  aux  dérivées 
partielles  se  décompose  donc  en  un  système  de  m  équations 
linéaires  en  p  et  q. 

Inversement  toule  équation  de  cetle  espèce  fait  correspondre 
à  chaque  point  de  l'espace  m  droites  D<,  D2,  •.  .,  D^^  et  elle 
exprime  que  le  plan  tangent  à  une  surface  intégrale  renferme  une 
de  ces  droites.  Si  nous  appelons  caractéristique  toute  courbe 
telle  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soii  tangente  à  l'une  des  m 
droites  correspondantes,  les  raisonnements  qui  ont  été  employés 
plus  haut  montrent  encore  que  toute  surface  intégrale  est  un  lieu 
de  caractéristiques.  Pour  obtenir  les  équations  différentielles  de 
ces  courbes,  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  la  décomposition 
du  premier  membre  de  ré(|uation  en  facteurs  linéaires.  En  effet, 
en  exprimant  que  ce  premier  membre  est  divisible  par  le  facteur 
P/>  -f-  Q^  —  R,  on  arrive  à  des  équations  de  condition  homogènes 
en  P,  Q,  K,  qui,  pour  chaque  point  {x^y^  z),  fournissent  m  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  les  rapports  mutuels  de  ces  coefficients.  En 
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remplaçant  dans  ces  conditions  P,  Q,  R  par  les  quantités  propor- 
tionnelles dx^  rfr,  dz^  on  obtient  les  équations  différentielles  des 
caractéristiques,  et  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles est  encore  ramenée  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
différentielles  ordinaires. 

La  théorie  précédente  explique  très  simplement  comment  une  équation 
linéaire  (i3)  peut  avoir  des  intégrales  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  l'in- 
tégrale générale.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 

(26)  F(^,7»  ^»/''  9)  =  ^ 

dont  le  premier  membre  est  le  produit  d'un  certain  nombre  de  facteurs 
linéaires  en />  et  q^  non  analytiquement  distincts,  et  soient 

X  ^  /  f^y     dz\  ^„  /  dy     dz  \ 

les  équations  différentielles  des  caractéristiques  de  ce  système. 

Les  courbes,  qui  représentent  l'intégrale  générale  de  ce  système,  forment 
une  congruence,  qui  est  la  congruence  caractéristique  de  l'équation  (26), 
et  l'intégrale  générale  se  compose  des  surfaces  engendrées  par  les  courbes 
de  cette  congruence  associées  suivant  une  loi  arbitraire. 

Mais  il  peut  se  faire  que  les  équations  (27)  admettent  des  intégrales 
singulières;  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  congruence  caractéristique  admet 
une  surface  focale  (S). 

Par  chaque  point  de  cette  surface  il  passe  alors  une  courbe  de  la  con- 
gruence caractéristique  tangente  à  cette  surface;  le  plan  tangent  à  (2) 
contient  donc  une  des  droites  D/  relative  au  point  de  contact,  et  par 
suite  (2)  est  une  surface  intégrale  de  l'équation  (26).  D'ailleurs,  elle  ne 
fait  pas  partie,  au  moins  en  général,  des  surfanes  qui  forment  Tintégrale 
générale  :  c'est  une  intégrale  singulière. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

(28)  p{^^  -  -s*)  -♦-  q{^y  =t  ^  /^2-+-7*— ^*)  =  o, 

qui  équivaut  en  réalité  à  deux  équations  linéaires.  On  peut  écrire  les  équa- 
tions différentielles  des  caractéristiques 


dz 
dx 


-'■     {r-'V)="Mm- 


L'intégration  est  immédiate,  et  la  congruence  caraclérisiique  est  formée 
par  les  lignes  droites 


qui  sont  parallèles  au   plan  des  xy^  et  tangentes  au   cône  x'^-^ y^=.  z^. 
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L'intégrale  «générale  se  compo^ie  des  surfaces  conoïdes  engendrées  par  ces 
droites,  et  il  y  a  une  intégrale  singulière,  le  cùne  lui-même. 

Le  coefficient  de  q  dans  l'équation  (28)  n'est  pas  holomorphe  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelconque  (a:*u,JKo,  >So)  <ie  ce  cône;  ce  qui  confirme 
une  remarque  antérieure  (n**  i28). 
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431.  Étude  de  Téquation  dz^  Kdx  -\-}àdy,  —  L'existence 
des  intégrales  d'un  système  complètement  intégrable  d'équa- 
tions aux  difierentielles  totales  a  été  établie  plus  haut  (n®  385). 
L'intégration  d'un  pareil  système  se  ramène  h  l'intégralion  de 
plusieurs  systèmes  d'équations  difierentielles  ordinaires,  à  une 
seule  variable  indépendante.  La  méthode,  que  nous  allons  déve- 
lopper dans  le  cas  le  plus  simple,  s'étend  d'elle-même  au  cas 
général. 

Soit  l'équation 

(29)  dz  =  k{x,y,  z)dx^h{x,y,  z)dy, 

où  z  est  une  fonction  à  déterminer  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  Cette  équation  est  équivalente  à  deux  relations 
distinctes 

/  o  ^z        ^  .  àz       ^, 

(30)  —  =  \{x,y,  z),        —  =B{x,y,  z). 

Toute  intégrale  commune  à  ces  deux  équations  satisfait  donc 
aussi  aux  deux  nouvelles  équations 

d^z  dX        dA  „  d*z         âH        ôB  , 

= H  -—  B,         - — —  = h  -7—  A, 


Ox  Oy        0y         ôz  dy  dx        dx        âz 

et  par  suite  à  la  relation 

dy         dz  dx        dz 

Si  celle  relation  ne  se  réduit  pas  à  une  identité,  les  intégrales  de 
l'équation  proposée  (29)  ne  peuvent  être  prises  que  parmi  les 
fonctions  implicites  définies  par  l'équation  (3i);  on  peut  donc 
toujours  reconnaître,  par  des  calculs  d'élimination,  si  les  équa- 
tions (3o)  ont  une  intégrale  commune.  Mais,  pour  que  ces 
équations  admettent    une   infinité    d'intégrales  dépendant  d'une 
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constante  arbitraire,  il  est  nécessaire  que  la  relation  ÇU)  soit 
vérifiée  identiquement.  S'il  en  est  ainsi,  Féqualion  (29)  est  dite 
complètement  intégrable. 

Pour  obtenir  toutes  les  intégrales,  faisons  d'abord  abstraction 
de  la  seconde  des  équations  (3o),  et  considérons  seulement  la 
première.  Elle  constitue,  si  Ton  y  regarde  la  variable  y  comme 
un  paramètre,  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre 
la  variable  indépendante  x  et  la  fonction  inconnue  :;  ;  elle  admet 
donc  une  infinité  d'intégrales  z  =  '^{x^  y^  C)  dépendant  d'une 
constante  arbitraire  C,  que  Ton  peut  remplacer  par  une  fonction 

c|uelconque  u{y)  de  la  variable  y,  car  l'expression  de  —  reste  la 

même  quand  on  remplace  C  par  une  fonction  de  y.  Tout  revient 
donc  à  déterminer  celte  fonction  u{y)  de  telle  façon  que  la 
dérivée  de  la  fonction  :;  =  'f  [^,  JK,  it{y)^  par  rapport  à  y  soit 
égale  à  B(j:,^,  '^),  ce  qui  conduit  à  l'équation 

do        ô^  du       ^^  .  . 

que  l'on  peut  encore  écrire 

<^">  dP  =  -él ^- 

du 

Nous  allons  montrer  que  le  second  membre  de  cette  relation  ne 
dépend  que  des  variables j^  et  u]  il  suffit  de  vérifier  que  la  dérivée 
par  rapport  à  x  est  nulle  identiquement,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


(33)    _L  ( 1 1 1_  )  —    B(^,  r.  9) ^ 

^     Ou\Ox        do   dx        dxdy  [     ^    »  ^     Y/        ^^    J 


d^^    _ 
du  dx 


D'après  la  façon  même  dont  la  fonction  ;p(^,^,  u)  a  été  obtenue, 
nous  avons  la  relation 

(34)  â  =^^-^'-^' ^^' 

qui  est  vérifiée,  quels  que  soient  x^y,  u]  on  en  déduit 

d*9  dS.        d\   dcp 

dx  dy         dy         do   dy 

d^o  d\  d^ 

dx  du         d^   du 
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En  remplaçant  -r^y  - — |-»  - — f-  par  les  valeurs  précédentes,  la 
*^     ^  oa:     àx  ôy     ou  ox   ^  *  ' 

relation  à  vérifier  se  réduit  à 

àu\dx'^  do  âjy  '^  do  b)~^' 

et  le  second  facteur  est  identiquement  nul,  en  vertu  de  la  condition 
d^intégrabilité  (3i  ).  L'équation  (32 )  est  donc  de  la  forme 

(35)  ^=Fiy,u); 

soit  u  =  ^(y,  C)  rinlégrale  générale  de  cette  équation,  C  étant 
une  constante  indépendante  à  la  fois  de  x  et  de  y.  Il  suffira  de 
remplacer  u  par  ^(r,  C)  dans  la  fonction  ç(x,  y,  u)  pour  avoir 
l'intégrale  générale  de  Téquation  complètement  intégrable  (29), 
et  nous  voyons  que  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène 
à  l'intégration  successive  de  deux  équations  différentielles 
ordinaires  (34)  et  (35). 

Exemple.  —  Soit  ri'quation  aux  différentielles  totales 

/'ia\  j         i -h  yz    ,         x(z  —  x)    , 

(36)  dz  =  : —  dx  -{ ^ ^  dv, 

i  -h  xy  I  -4-  xy      '^ 

qui  est  équivalente  au  système 


,  dz        i-+-yz  dz       x{z  —  x) 

(ib)  — -  =  — ■ ,         -—  = 

dx         \  -^  xy  dy  1  -h  xy 

La  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée,  et  la  première  des  équations  (36)', 

qui  est  linéaire  en  ^  et  -r— >  admet  pour  intégrale  générale 

z  =  —  --  ^u{y){i-^xy), 

u{y)  étant  une  fonction  arbitraire  de  y.  En  portant  cette  valeur  de  z  dans 

la  deuxième,  il  vient  -,     H =  o,  et  l'on  en  tire  w(  v)  = j-  G.   L'inté- 

dy       y*  y 

grale  générale  de  l'équation  (36)  est  donc,  G  désignant  une  constante  arbi- 
traire, 

(37)  z  =  X -^  Cil  -ir  xy). 

Le  problème  précédent  peut  aussi  être  interprété  géométrique- 
ment. Pour  faciliter  le  langage,  nous  appellerons  encore  surface 
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intégrale  toute  surface  représentée  par  une  équation  z  z=.  f[x^  y)^ 
la  fonction  f{x,  y)  étant  une  intégrale  de  Téqualion  ('Jtp).  Les 
deux  conditions  (3o),  ou 

p  =  A(a7,  .r,  z),         q  =  y^{x,y,  z), 

expriment  que  le  plan  tangent  à  la  surface  intégrale  5  en  un 
point  (x,  j>',  z)  de  cette  surface  coïncide  avec  le  plan  P  ayant  pour 
équation 

(38)  Z  — z=:A(X— x)-hB(Y— 7), 

de  sorte  que  le  problème  de  l'intégration  de  Téquation  (29)  est 
équivalent  au  problème  de  géométrie  suivant  : 

A  tout  point  {Xy  y,  z)  de  l^ espace  on  fait  correspondre  le 
plan  P  passant  par  ce  point,  qui  est  représenté  par  Inéqua- 
tion (38).  Trouver  les  surfaces  S  dont  le  plan  tangent  en 
chaque  point  {x^y\  z)  est  le  plan  P  correspondant  à  ce  point. 

L'énoncé  esl  analogue  à  celui  du  n"  429.  Mais,  dans  le  cas  actuel, 
le  problème  n'est  pas  toujours  possible.  Lorsque  la  condition  d'in- 
tégrabilité  (58)  est  vérifiée,  il  existe  en  général  une  intégrale  et 
une  seule  de  l'équation  (29)  prenant  une  valeur  donnée  ^o  pour  un 
système  de  valeurs  données  (.^0,^0)  ^^s  variables  x^  y.  Par  tout 
point  de  l'espace  il  passe  donc  en  général  une  surface  intégrale  et 
une  seule. 

Considérons  par  exemple  une  famille  de  courbes  gauches  F, 
dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  6,  représentées  par 
un  système  de  deux  équations 

(39)  u(x,  y,  z)=a,         v(x,y,z)  =  b, 

de  telle  sorte  que  par  tout  point  de  l'espace  (ou  d'une  région  de 
l'espace)  il  passe  une  courbe  de  cette  famille  et  une  seule.  Il 
n'existe  pas  toujours  une  famille  de  surfaces  S  admettant  ces 
courbes  F  pour  trajectoires  orthogonales.  En  effet,  le  plan  tangent 
à  la  surface  S  passant  par  un  point  doit  coïncider  avec  le  plan 
normal  à  la  courbe  F  passant  par  le  même  point.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  un  cas  particulier  du  problème  précédent,  ce  qui 
prouve  qu'une  congruence  de  courbes  donnée  arbitrairement  n'est 
pas  formée   en   général  par  les   trajectoires    orthogonales    d'une 
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famille  de  surfaces.  Le  plan  tancent  à  la  surface  S  passant  au 
point  [œ^  y,  z)  doit  être  perpendiculaire  aux  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  (39)  qui  passent  par  la  tangente  à  la  courbe  F.  On 
a  donc  les  deux  conditions 

du  du  du  dv  dç  dv 


en  supposant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  On  déduit 
de  ces  équations  les  valeurs  de  p  el  de  q 

p  =  Xix,  y.  z),         q  =  B(ar,  y,  z), 

et  la  condition  (3i)  doit  être  vérifiée  identiquement  pour  que  le 
problème  soit  possible. 

Prenons  par  exemple  la  famille  de  courbes 

X=aZ,         \  =  bZ, 

X,  Y,  Z  dési{?nant  des  fonctions  des  variables  x,  y,  z  respectivement.  La 
méthode  précédente  donne  les  valeurs  suivantes  de  p  et  de  q^ 

_  xr  \z' 

p  ~-  -  XZ'         ^  ~  "  Y'Z' 

et  l'équation  aux  différentielles  totales  peut  s'écrire 

Zds       Xdx       \dy 

z  X'  Y' 

11  est  clair  que  cette  équation  est  complètement  intégrable,  et  l'intégrale 
générale  s'obtient  par  des  quadratures 

j  ^,  dz-^  j  ^,  dx-^  j  Y>dy  =  ^- 

-432.  Méthode  de  Mayer.  —  La  méthode  précédente  exige  deux  intégi-a- 
tions  successives;  on  peut  remplacer  ces  deux  intégrations  par  une  seule, 
en  opérant  comme  il  suit.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  coefficients 
A(a",  y^  z)  et  B  {x^  y,  z  )  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  (xq^  y^.  -So); 
il  existe  alors  une  surface  intégrale  et  une  seule  S©  passant  par  le  point 
(xo,  yoi  ^o)«  lorsque  la  condition  (3i)est  satisfaite.  La  méthode  de  Mayer, 
pour  obtenir  cette  surface,  revient  à  déterminer  d'abord  les  sections  faites 
dans  cette  surface  par  des  plans  parallèles  à  Oz  passant  par  le  point 
(^0-  ^0,  -"o)'  Soit  r  la  section  de  So  p3r  le  plan 

(40)  y—y^i  =  ^(^  —  ^0), 

06  m  a  une  valeur  donnée;  le  long  de  cette  courbe  F,  Ton  a  dy  =  mdx,. 
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et  en  remplaçant  j'  et  cly  par  les  valeurs  précédentes  dans  Téquation  (29), 
on  obtient  la  relation 

\  dz=  J  A[a-,  yo  ^  m{x  —  Xo),  z\ 

(  -\- mH[x,  j'it -h  m(T  —  xo)y  z][  dxj 

qui  est  vérifiée  aussi  tout  le  long  de  la  courbe  F.  Mais  cette  relation  ne 
renferme  que  les  deux  variables  j?  et  z;  c'est  une  équation  diflférentielle 
du  premier  ordre,  dont  l'intégration  fera  connaître  la  courbe  F.  Soit 

(4-2)  z=  ^(t;  Tq,  yo,  ^o,  m) 

l'intégrale  de  cette  équation  qui  se  réduit  à  z^  pour  x  =  Xo*  La  courbe  F 
est  représentée  par  le  système  des  deux  équations  (40)  et  (42);  la  surface 
cherchée  So  étant  le  lieu  de  la  courbe  F  quand  on  fait  varier  le  paramètre  m, 
Féquation  de  cette  surface  s  obtiendra   en   éliminant   m,  entre  les  équa- 

tions    (40)  et    (4^)5    ■'    suffit   pour   cela    de    remplacer    m   par  — ^^ 

X  —  Xq 

dans  Féquation  (42).  Cetle  méthode  offre  une  analogie  évidente  avec 
celle  qui  a  été  indiquée  pour  l'intégration  des  différentielles  totales 
P(Xj  y)  dx  -h  Q(x,  y)dy  (I,  p.  S^g).  On  pourrait  encore  la  généraliser 
en  remplaçant  les  plans  parallèles  à  O^  par  des  cylindres  ayant  leurs 
génératrices  parallèles  à  0.3  et  passant  au  point  donné  {Xq,  y^,  Zq)- 

Reprenons  par  exemple  Téquation  (36),  et  supposons  a^o  =  J^o  =  o-  ë" 
posant  y  =  mx,  dy  =  m  dx^  cette  équation  devient 

dz   _     imxz  I  —  mx^ 

dx        i  -T-  mx^        I  -h  /n  x^  ' 

c'est  une  équation  linéaire  dont  l'intégration  n'offre  aucune  difficulté,  cl 
l'intégrale  qui  pour  ^  =  o  se  réduit  à  Zq  s  pour  expression 

z  =  X  -h  5o(  I  -h  mx*). 

La  surface  So  a  donc  pour  équation  z  =  x  -+-  Zo(  i  -+-  xy)j  et  nous  retrou- 
vons le  résultat  obtenu  par  la  première  méthode. 

433.  Étude  de  Féquation  P  rfx  -h  Q  rf>'  -h  R  rfs  =  o.  —  Le  pro- 
hlème  de  rinlégration  d'une  équation  aux  différentielles  totales 
peut  être  posé  sous  une  forme  plus  générale  et  plus  symétrique. 

Soient  P(^,  y,  z)^  Q(*^î  Yj  ^)j  ï^(-^>^7  ^)  ti*ois  fonctions  des 
variables  J:,  j^,  z;  intégrer  l'équation 

(43)  P(x,y,  z)dx  -h  Q(x,  y,  z)dy-^  H(ar,  j^,  z)dz  =  o, 

c'est  trouver  w/ie  relation  ¥{x,\\  z)  =  o  entre  jr^y^  z,  qui  entraîne 
entre  ces  trois  variables  et  leurs  différentielles  dx,  dy,  dz  la  rela- 
tion proposée.  Si  la  fonction  F  contient  la  variable  z,  on  peut  y 
G.,  11.  35 
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regarder  x  ^l  y  comme  deux  variables  indépendantes  et  z  comme 
une  fonction  de  ces  deux  variables,  et  l'on  voit  que  cette  fonclion 
doit  satisfaire  à  Téquation 

qui  est  de  la  forme  (29).  La  condition  d'intégrabililé  (3i)  devienl, 

P  O 

en  remplaçant  A  par  —  -rr  et  B  par  —  ^,  et  en  développant  les 

calculs, 

Cette  condition  reste  la  même  quand  on  permute  circulaire- 
ment  x^  y^  s,  et  P,  Q,  R  ;  on  Taurait  donc  obtenue  aussi  si,  au  lieu 
de  regarder  z  comme  la  fonction  inconnue,  on  avait  pris  l'une  des 
variables  x  ow  y  pour  inconnue.  Le  problème  de  Tintégration  de 
l'équation  (43)  ne  diffère  donc  pas  au  fond  du  problème  déjà 
traité,  mais,  en  écrivant  ainsi  une  équation  aux  différentielles 
totales,  il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  quelles  sont  les  variables 
indépendantes  choisies. 

La  condition  (44)  intervient  dans  une  question  qui  offre  un  lien 
étroit  avec  la  précédente.  Etant  donnée  une  expression 

P(^i  y)  dx  -+-  Q(ar,  y)  dy, 

nous  avons  vu  (n"*  374  et  387)  qu'il  existe  toujours  une  infinité 
de  facteurs  [x(^,  y^  tels  que  le  produit  ^(V  dx -\- Ç^dy)  soit  la 
différentielle  totale  d'une  fonction  des  deux  variables  x^  y.  Quand 
on  passe  de  deux  à  trois  variables,  il  n'en  est  plus  ainsi  en  général. 
Considérons  en  effet  trois  fonctions  P,  Q,  R,  des  variables  x^  y^z\ 
pour  que  le  produit  u(Prfj7 -f- Q  rf)^  4- R  é:^z)  soit  une  différen- 
tielle exacte,  le  facteur  [jl(j?,  j^,  s)  doit  satisfaire  aux  trois  condi- 
tions 

dz      ~~      ày  àx      ""      dz  dy  àx 

Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées 
par  P,  Q,  R,  on  retrouve,  en  divisant  par  [jl,  la  condition  d'inté- 
grabilité  (44)»  Cette  condition  est  donc  nécessaire  pour  que  le 
trinôme  P  dx -r  Q^  dy -{- K  dz  admette  un  facteur  intégrant.  Elle 
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est  aussi  suffisante.  En  effet,  si  elle  est  vérifiée,  Téquation  (43) 
est  compJètement  intégrable.  Soit 

(45)  F(a7,7,  5)  =  C 

l'intégrale  générale  de  cette  équation.  Les  valeurs  de  -p  et  de  — 

déduites  de  l'équation  (45)  doivent  être  identiques  aux  valeurs 

PO. 
—  -5-  et  —  ^  tirées  de  l'équation  (43),  puisqu'on  peut  disposer  de 

la  constante  arbitraire  C  de  façon  que  la  surface  intégrale  passe 
par  un  point  quelconque  de  l'espace.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

P   ""   Q  ~   R  ~  ^' 

ou  rfF  =  [X  (P  dx  4-  Q  û^K  •+-  R  rfz )  ;  le  facteur  [x,  qui  est  égal  à  la 
valeur  commune  des  rapports  précédents,  est  donc  un  facteur 
intégrant.  En  reprenant  les  raisonnements  du  n°  374-,  on  verrait 
-de  même  qu'il  existe  une  infinit'é  de  facteurs  intégrants,  qui  sont 
■de  la  forme  jjL'ït(F),  ic  étant  une  fonction  arbitraire. 

La  condition  d'intégrabililé  (44)  ^si  un  invariant,  relativement  à  tout 
<;hangement  de  variables.  Considérons  en  effet  une  transformation  définie 
par  les  formules 

(46)  a7=/(a,  P,  tv),        ^  =  tp(a,  p,  tv),         z  =  ^{u,ç,w), 

le  jacobien  des  fonctions  f,  <p,  ^  par  rapport  à  u,  p,  tf^  n'étant  pas  nul 
identiquement.  Le  trinôme  P  dx  -h  Q  dy  -h  R  e/z  se  change  en  une  expres- 
sion de  même  forme  Pi  du  -t-  Qi  û^t^  h-  Rj  dw^  P|,  Q,,  Ri  étant  des  fonc- 
tions de  M,  p,  w.  Gela  posé,  si  la  relation  (44)  est  vérifiée,  la  relation 
analogue 

est  aussi  vérifiée  identiquement.  On  pourrait  s'en  assurer  par  un  calcul 
direct  (Ghap.  Il,  ex,  19),  mais  cela  résulte  aussi  de  la  signification  de 
cette  condition.  En  effet,  si  la  relation  (44)  ^'t  vérifiée,  il  existe  deux 
fonctions  {/.(x,  y^  z)  et  F(a7,  y^  z)  telles  que  l'on  ait 

^{V  dx^Çldy-^  Rû?3)=  dY , 

Si  l'on  effectue  le  changement  de  variables  défini  par  les  formules  (46)» 
les  fonctions  jji  et  F  se  changent  en  deux  fonctions  fX|(M,  v^  w),  F|(a,  i',  w) 
"des  nouvelles  variables,  et  l'on  a  identiquement  dY  =  û?Fj.  L'identité  pré- 
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cédente  devient  donc 

fX|(  Pi  du -h  Qi  dv  -+-  R|  dw)  =  dFi, 

el  par  suite  le  trinôme  P|  du  -+-  Qi  dv  -{-  R|  dw  admet  un  facteur  intégrant: 
ce  qui  montre  que  Pi,  Qi,  Ri  satisfont  aussi  à  la  relation  (  47). 

Cette  remarque  permet  de  présenter  la  méthode  d'intégration  du  n^'^Sl 
sous  une  forme  plus  générale.  Supposons  en  effet  que,  par  un  change- 
ment de  variables,  on  ait  mis  le  trinôme  P  dx -h  Q  dy -h  Rdz  sous  forme 
d'un  binôme  Pi  du  ■+-  Qi  dvj  ne  renfermant  plus  que  deux  différentielles  du 
el  dv.  Dans  la  relation  (47)»  o"  ^oil  supposer  R|  =  o,  et  cette  relation  se 

réduit  à  Pi  =  Qi  -: — >  ce  qui  montre  que  le  rapport  des  deux  coeffi- 

dw  ow  ^  ^  '  *^ 

cients  Pi  et  Qi  est  indépendant  de  w.  L'intégration  de  l'équation  aux 
différentielles  totales  proposée  est  donc  ramenée  a  l'intégration  d'une 
équation  de  la  forme  dv  -k-  Tzi  u^  v)  du  =:  Oy  c'est-à-dire  à  une  équation 
différentielle  ordinaire. 

Tout  trinôme  tel  que  P  dx -^  Qdy -i- R  dz  peut  être  ramené  à  uu 
binôme  Pi  du  -h  Qi  dv  d'une  infinité  de  manières.  On  peut  par  exemple  pro- 
céder comme  il  suit.  On  détermine  d'abord  deux  fonctions  ii(Xj  y^  z) 
et  F(J7,  y^  z)y  telles  que  l'on  ait,  quek  que  soient  dx  et  dy, 

fJF  dF 

;^  ^^-H  ^  <r  =  Ia[P(*ï^,  r»  -)^/.ar-h  Q(j'yy,  z)dy]; 

cela  revient  en  réalité  à  intégrer  l'équation  différentielle  P  dx  -^  Q  dy  =0, 
z  étant  considérée  comme  un  paramétre.  On  écrit  encore  l'équation  précé- 
dente 

dF  -h(iiH~'^)dz  =  ii{P  dx-^Qdy-^Hdz), 

et  si  l'on  prend  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes,  F(x^  y^  z) 
el  z  étant  deux  de  ces  variables,  on  voit  que  P  dx  -+■  Q  dy  -h  Rdz  est  bien 
remplacé  par  une  expression  où  ne  figurent  plus  que  les  deux  différen- 
tielles dF  el  dz.  Ce  procédé  peut  être  varié  de  bien  des  façons.  Il  est  clair, 
par  exemple,  que  l'on  peut  commencer  par  intégrer  l'équation 

()  dy  -h  R  dz  =  o, 

ou  l'équation 

P  dx  -h  Rdz  =  o; 

celle  dernière  méthode  est  en  réalité  identique  à  la  méthode  du  n"  -434. 
On  peut  aussi  rattacher  à  la  remarque  qui  précède  une  élégante  méthode 
d'intégration  due  à  M.  Joseph  Bertrand.  L'équation  (43)  étant  supposée 
complètement  intéj;rable,  on  commence  par  intégrer  l'équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles 
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Soient  u  et  V  deux  intégrales  distinctes;  entre  les  deux  relations 

X(a)  ^  o,         X(r)  =  o, 
et  la  condition  (rintégrabilité  Ci4)»  <^"  peut  élinniner  les  trois  différences 


dQ        ôH       oR        OP      dP 


dO 


dz         dy        dx 
ce  qui  conduit  à  l'égalité 


dz        dy 


dx 


du  du  du 

dx  dy  dz 

dv  dv  dv 

dx  dy  dz  \ 

P  Q  R 


=  o. 


Il  existe  donc  deux  fonctions  X  et  \l  telles  que  l'on  ait  à  la  fois 


(49)      P  =  X_  +  jx-, 


.    du  dv 

Q  =  A  —  -h  tJL  —  , 
dy        '    dy 


R  =  A  -r H  M.  -r-> 


et  nous  pouvons  écrire  IVqualion  proposée 

X  du  -h  IX  dv  =  o. 

Or,  nous  avons  vu  que  le  rapport  —  ne  doit  dépendre  que  des  variables  w,  Vf 

et  Ton  est  rannené  à  une  équation  différentielle  entre  u  et  v. 

Cette  méthode  paraît  plus  conrjpliquée  que  la  précédente  puisque  l'inté- 
gration de  l'équation  (48)  exige  d'abord  l'intégration  d'un  système  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  Mais  elle  est  plus  symétrique, 
et  peut  être  avantageuse  lorsque  l'équation  proposée  csi  elle-même  symé- 
trique en  X,  y,  z.  Considérons  par  exemple  l'équation 

{ y^  ->r yz  ->r  z^)  dx  ->(-  { z^ -\-  zx  -^  x^ )  dy  -Jr  {x^ -\-  xy  -hyi)dz  =  o. 

Lsi  condition  (  ^4  )  est  vérifiée  et  l'équation  linéaire  (48)  est  ici 

àf  df        ,  df 

le  système  d'équations  différentielles  correspondant 

dx  dy  dz 

z  —  y        X  —  z       y  —  X 

donne  facilement  les  deux  combinaisons  inlégrables 

rf(;r-+-j^-H5)  =  o,         X  dx  -h  y  dy  ^  z  dz  =  o. 

Nous  pouvons  donc  prendre 


u  —  X  -i-y  -+-  z. 


ç  =z  x^-h  y^-h  z^. 
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et  les  valeurs  des  facteurs  X  et  fx  tirées  des  relations  (49)  sont 

.  .         .        .  w*H-f  T-+-r-+-5  u 

A  =  x^-^y^-{- z^-i-xy-hyz -h  SX  = >     jx  = = • 

L'équation  transformée  en  a  et  p  est  donc 

(  a*  -h  i'  )  du  —  udv  =1  Oy 
ou 

L'intégrale   générale  est  donc.u —  —  =  C,   ou,    en    revenant    aux   va- 
riables Xj  y  y  Zj 

X  -hy  -h  z 

434.  Les  parenthèses  {u,  v)  et  les  crochets  [«/,  v],  —  Une 
équation  aux  difTérenliclles  totales  équivaut  en  réalité  à  deux 
équations  simultanées  p  =  A(x,  y,  5),  q  =  B(:r,  y,  z).  Considé- 
rons maintenant  deux  équations  de  forme  quelconque 

(5o)  F(x,  y,  z,  p,  q)  =  o,         <l>(x,  ^,  z,  p,  y)  =  o, 

entre  les   deux  variables   indépendantes  x  et  y^   une   fonction 
inconnue  z  et  ses  deux  dérivées  partielles  p  et  q. 

Si  l'on  peut  résoudre  ces  deux  relations  par  rapport  k  p  elà  qy 
on  est  ramené  à  deux  équations  p  =.f{x^  Yi  ^)i  î'  =  ?  (-^i  Jt  -2),  de 
la  forme  qui  a  été  étudiée  et  Ton  pourra  examiner  si  ces  deux  rela- 
tions sont  compatibles.  Mais  on  peut  reconnaître  si  la  condition 
d'intégrabilité  est  vérifiée  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  d'abord 
résolu  les  équations  (5o)  par  rapport  à  />  et  à  ^;  il  suffit  d'appli- 
quer les  règles  qui  permettent  de  calculer  les  dérivées  des  fonctions 
Implicites.  Considérons  en  effet  les  relations  (5o)  comme  définis- 
sant deux  fonctions  implicites  p  =y(j:,  j',  5),  q  =  ^{x^  y^  ^)  des 
trois  variables  x,  y^  z.  En  différentiant  par  rapport  à  x^  il  vient 

à?        d?  dp        à?  dq  à^        d^  dp        &P  dq 


et  par  suite 


D(F,  *)  dq        D(F.  4>) 

=  o. 


D(/?,  q)  ôx        D(/?,  x) 
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On  trouve  de  même 

D(F,  »)  dp        D(F,  »)  D(F\_*)  ^        D(F,  <l>)  ^ 

D(F,  *)  <^ûr'        D(F,  4>) 
D(/?,  q)   dz         D{p,  z) 

En  portant  les  valeurs  de  3^,  ^^t  ^>  -^^  dans  la  condition  d'in- 

^  (7^     <;>«     (747     az 

tégrabilité 

celle  condition  développée  devient 

Ip  \  àx  "^^  ôz)^  dq\ày'^^  Oz) 

d^/dV  d¥\       d^ /dF  d¥\ 

^^K^^PTzj-^yjp^'^-d-z)^''' 

Posons,  d'une  façon  générale,  u  et  v  étant  des  fonctions 
de.r,j-,  z,  p,  7, 

dx  ^  âx      ^  dz*         dy  ^  ày       ^  dz 

^  du  dv        dv  du       du   dç        dv  du  ^ 
'^    *     ^  ^  dp  dx        dp  dx        dq  dy       dq  dy' 

l'expression  [f^,  t^]  est  appelée  un  crochet  et  la  condition  précé- 
dente peut  alors  s'écrire,  sous  forme  abrégée, 

(5i)  [F,  *]  =  o. 

Pour  que  les  deux  équations  (5o)  forment  un  système  complè- 
tement intégrable,  il  faut  d'abord  que  ces  deux  équations  puissent 
être  résolues  par  rapport  à  /?  et  à  q^  c'est-à-dire  qu'on  ne  puisse 
pas  en  déduire  une  relation  entre  x^  y^  z^  indépendante  de  p  et 
de  (/,  et  de  plus  que  la  condition  [F,  ^]  =  o  soit  une  consé- 
quence des  deux  relations  (5o).  Si  le  crochet  [F,  ^]  est  nul  iden- 
tiquement, les  deux  équations  F  =  a,  ^  =  6  forment  un  système 
complètement  intégrable,  quelles  que  soient  les  constantes  a  et  b. 
Si  la  relation  [F,  ^]  =  o  est  une  conséquence  de  la  seule  équa- 
tion F  =  o,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  tenir  compte  de  la  seconde 
relation  ^  ^  o,  les  deux  équations  F  =  o,  ^  =  6  forment  un  sys- 
tème complètement  intégrable  quelle  que  soit  la  constante  6. 
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Lorsque  les  deux  fonctions  F  et  ^  ne  renferment  pas  5,  l'expre>- 

slon  du  crochel  [F,  <I>]  se  simplifie.  On  appelle  parenthèse  (c/,  v) 

l'expression  suivante,  où  u  et  r  sont  des  fonctions  quelconques 

de  x.y.p,  q  : 

du   dv        dv  du        au   àv         âi^  du 
'  dp  dx        dp  djr        dq  dy        dq  dy 

La  condition  pour  que  les  deux  équations 

F(-2",  y^  P^  q)'=o,         ^(x,  y,  p,  q)=:o 

soient  compatibles  est  d'après  cela  que  Ton  ait 

(F,  *)  =  o, 

soit  idenliquement,  soit  en  tenant  compte  de  ces  relations  elles- 
mêmes. 
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435.  Intégrales  complètes.  —  Nous  allons  maintenant  nous 
occuper  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  de  forme  quelconque,  mais  avec  deux  variables 
indépendantes  seulement.  Lagrange  a  obtenu  sur  ce  sujet  des 
résultats  très  importants  que  nous  allons  d'abord  exposer.  Soil 

(52)  F(^tr»  ^»/>t  9)  =  ^ 

l'équation  proposée;  le  résultat  fondamental  obtenu  par  Lagrange 
est  le  suivant  :  si  l'on  connaît  une  famille  d'intégrales,  dépendant 
de  deux  paramètres  arbitraires,  on  peut  en  déduire  toutes  les 
autres  intégrales  par  des  difTérentiations  et  des  éliminations.  Soit 
en  effet 

('iS)  \{x,  y,  z,  a,  b)  =  0 

une  relation,  renfermant  deux  constantes  a  et  6,  et  définissant, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  ces  constantes,  une 
intégrale  de  l'équation  (32).  De  cette  relation,  on  déduit  les 
valeurs  des  dérivées  partielles/?  et  q  de  cette  intégrale 

,.,,  d\  d\  d\  d\ 

dx       '^   dz  dy        ^  dz 
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l^ar  hypothèse,  la  fonction  z  satisfait  toujours  à  l'équation  (02), 
quels  que  soient  a  et  b;  l'élimination  des  (Jeux  paramètres  a  et  b 
entre  les  trois  relations  (53)  et  (54)  conduira  donc  à  Téqua- 
tion  (5u)  et  à  celle-là  seulement  (*).  Il  s'ensuit  que  cette  équa- 
tion (5^)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  trois  équations  (53)  et  (54)  soient  vérifiées  par  un  système  de 
trois  fonctions  5,  a,  b  des  deux  variables  x  et  y^  p  et  q  désignant 
les  dérivées  partielles  de  z.  Le  problème  de  l'intégration  de 
l'équation  unique  (o'i)  est  donc  équivalent  au  problème  suivant  : 
Tromper  trois  fonctions  z,  a,  b  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y,  satisfaisant  aux  trois  équations  (53)  et  (54). 

Si  z  =f  (Xj  jk),  a  =z  f^(^x,  y),  b  =1  fi^x,  y)  forment  un  sys- 
tème de  solutions  de  ces  trois  équations,  la  fon(!tion  f{x^  y) 
satisfait  aussi  à  ré(|uation  (5^),  qui  est  une  conséquence  de  ces 
trois  relations.  Inversement,  si  f\{Xj  y)  est  une  intégrale  de 
l'équation  (5'^),  les  trois  relations  (53)  et  (54)  sont  compatibles 
quand  on  y  remplace  z  par  f  (x,  y),  p  el  q  par  les  dérivées  par- 
tielles de  f  (x^  y).  On  en  déduira  donc  pour  a  el  b  deux  autres 
fonctions  a  ^/'^(j:,  j^),  b  =f:i(x,  y)^  qui  forment  avec /i  (;r,  ^) 
un  système  de  solutions  des  relations  (53)  et  (54). 

Le  nouveau  problème,  quoique  d'une  apparence  plus  compli- 
quée que  le  premier,  se  résout  aisément.  En  effet,  si  l'on  diffé- 
rentie  la  relation  (53)  par  rapport  à  x  el  'k  y,  en  considérant 
maintenant  5,  a,  b  comme  des  fonctions  inconnues  de  x  et  de  y^ 
les  relations  obtenues  se  réduisent,  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (54),  aux  deux  suivantes 

r-,5^  ^"^l       àydb_  âVàa        âV  ôb  _ 

ôa  âx        db  àx  '  Oa  ày        db  dy  ' 

et  le  système  formé  par  les  équations  (53)  et  (55)  est  équivalent 
au  système  formé  par  les  é(| nations  (53)  et  (54). 

On  voit  immédiatement  que  l'on  satisfait  à  ce  système  en 
prenant    pour   les   fonctions   inconnues  a  el  b   deux   constantes 


(')  En  effet,  si  l'élimination  de  «  et  de  ^  conduisait  à  une  autre  rela- 
tion *^{Xy  jK,  s,  />,  q)  =  o,  différente  de  F  =  o,  les  deux  équations  simulta- 
nées F  =  o,  «l>  =  0  admettraient  une  intégrale  commune  V  =  o,  dépendant  de 
deux  constantes  arbitraires  a  et  b,  ce  qui  est  impossible  (  n®  431).  L'intégrale 
considérée  ne  dépendrait  donc  en  réalité  que  d'un  seul  paramètre. 
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quelconques.  Nous  retrouvons  ainsi  pour  z  l'intégrale  connue 
a  priori,  que  Lagran^e  appelle  intégrale  complète.  Pour  traiter 
la  question  d'une  façon  générale,  remarquons  que  les  équa- 
tions (55)  sont  linéaires  et  homogènes  en  —,  -rr'  On  satisfait 
donc  au  système  des  trois  équations  (53)  et  (55)  en  posant 

(56)  V  =  o,        -=o,        -^=0. 

Si  ces  trois  équations  sont  compatibles,  elles  définissent  trois  fonc- 
tions >3,  a,  b  des  deux  variables  x  et  y.  L'intégrale  z-=  f^{x^ y) 
de  l'équation  (52)  ainsi  obtenue  ne  dépend  d'aucun  paramètre 
arbitraire;   on  l'appelle  aujourd'hui   V intégrale  singulière.  Si 

^  et  -TT  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  on  doit  avoir,  d'après  les  équa- 
tions (55), 

D(a,  b) 


t>(^»^) 


=  0, 


ce  qui  prouve  qu'il  existe  entre  les  fonctions  a  et  6  au  moins  une 
relation  indépendante  de  x  et  àe  y.  S'il  existe  deux  relations  de 
cette  espèce,  a  et  A  se  réduisent  à  des  constantes;  nous  retrou- 
vons l'intégrale  complète.  S'il  existe  une  seule  relation  entre  a 
et  6,  l'une  au  moins  des  fonctions  a  et  6  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante.  Supposons  que  ce  soit  a;  nous  pouvons  alors  écrire  la 
relation  entre  a  et  6 
(57)  6  =  ?(«), 

et  les  deux  formules  (55)  deviennent 


\d\       d\    ,^     1  da\d\       dW    ,,    ,1 


dx 


Comme  a  n'est  pas  constant  par  hypothèse,  ces  deux  relations  se 
réduisent  à  une  seule,  et  les  trois  équations 

(58)      \{x.  y,  z,  a,  b)^Oy        6  =  (p(a),         ^  "^  ~db  ^' ^^^  ^  ^ 

définissent  un  nouveau  système  de  solutions  des  équations  (53) 
et  (54).  En  particulier,  la  fonction  z  =/i  {^yf)  ainsi  obtenue  est 
une  intégrale  de  l'équation  proposée  (îa);  celte  intégrale  dépend 
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ëvidemment  de  la  fonction  arbitraire  ç(«);  nous  l'appellerons 
l  '  in  tégra  le  g  en  éra  le . 

Pour  avoir  la  relation  entre  x^y^  5,  il  faudrait  éliminer  le  para- 
mètre arbitraire  a  entre  les  deux  équations 

(38  bis)     y\x,y,  z,  a,  (p(a)]  =  o,         ^  -h  ^— —©'(«)  =  o; 

cette  élimination  ne  peut  être  faite  que  si  Ton  a  choisi  la  fonction 
y(a),  mais  les  équations  (58  bis)  permettent  toujours  d'exprimer 
deux  des  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  intégrale  en  fonc- 
tion de  la  troisième  coordonnée  et  du  paramètre  a, 

La  méthode  précédente  se  rattache  très  simplement  à  la  théorie 
des  surfaces  enveloppes.  Considérons,  en  effet,  la  famille  de  sur- 
faces S,  dépendant  de  deux  constantes  a  et  6,  qui  forment  l'inté- 
grale complète  (53).  Si  l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  a 
et  b  une  relation  de  forme  arbitraire  6  =  '^(a),  on  obtient  une 
famille  de  surfaces  ne  dépendant  plus  que  d'un  paramètre  arbi- 
traire a,  et  l'enveloppe  de  cette  Camille  de  surfaces  s'obtient  préci- 
sément en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  (58  bis).  Le  pro- 
cédé qui  permet  de  déduire  l'intégrale  générale  de  l'intégrale 
complète  consiste  donc  à  prendre  l'enveloppe  d'une  suite  sim- 
plement infinie  d'intégrales  complètes,  obtenue  en  établissant 
entre  les  deux  paramètres  a  et  6  une  relation  de  forme  arbitraire. 
L'intégrale  singulière  s'obtient  de  même  en  prenant  l'enveloppe 
de  toutes  les  intégrales  complètes,  quand  on  fait  varier  les  deux 
paramètres  a  et  6,  de  toutes  les  manières  possibles  (*)(!,  n®  220). 

Il  semblerait,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'on  doit  distinguer 

(')  Oq  a  vu  plus  haut  (n*>  424)  combien  sont  délicates  toutes  ces  considéra- 
tions fondées  sur  la  théorie  des  enveloppes  dans  Pétude  des  équations  difTéren- 
tiellcs.  Toutes  les  difficultés  signalées  dans  Tétude  des  solutions  singulières  d*une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  se  retrouvent  pour  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  l'on  est  arrivé  à  une  conclusion  iden- 
tique :  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  donnée  a  priori, 
n'admet  pas  d'une  façon  normale  d'intégrale  singulière.  Cette  conclusion  n'est 
pas  en  conlradiciion  avec  les  raisonnements  du  texte,  car  nous  avons  admis  que 
Ton  pouvait  appliquer  au  système  des  trois  équations  (56)  la  théorie  des  fonc- 
tions implicites,  et  les  conclusions  ne  sont  exactes  qu'autant  que  cette  condition 
est  satisfaite.  [  Voir  le  Mémoire  de  M.  Darboux  Sur  les  solutions  singulières  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  {Mémoires  des  Savants 
étrangers,  t.  \  \ V 1 1  ) .  ] 
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trois  catégories  d'intégrales  :  l'intégrale  complète,  l'intégrale  gé- 
nérale et  l'intégrale  singulière.  Mais  la  théorie  même  de  Lagrange 
prouve  qu'il  existe  une  infinité  d'inlégrales  complètes.  Si,  en  effel, 
on  établit  entre  les  deux  paramètres  a  et  6  une  relation  d'une 
forme  déterminée  b  =  Tzia^  a',  6'),  renfermant  deux  constantes  a! 
et  b' y  l'intégrale  générale  correspondante  dépendra  de  ces  deux 
constantes  a',  b' ,  et  pourra  jouer  le  rôle  d'intégrale  complète. 
1^'ancienne  intégrale  complète  sera  maintenant  comprise  dans 
l'intégrale  générale,  et  correspondra  à  la  relation  b  =  ît(a,  a',  b' } 
établie  entre  les  deux  paramètres  a'  et  b' .  Il  n'y  a  donc  pas  de  dis- 
tinction essentielle  entre  l'intégrale  générale  et  l'intégrale  com- 
plète. Au  contraire,  l'intégrale  singulière,  d'après  sa  signification 
géométrique,  ne  dépend  pas  du  choix  de  l'intégrale  complète. 

Exemples,  —  i"  Soit  l'équation  de  Clairaut  généralisée 

z  =^  px-hqy-^f(p,  q); 
on  vérifie  aisément  qu'elle  admet  l'intégrale  complèle 

z  =  ax  -h  by  -+-/"( a,  b). 

(^ette  intégrale  complète  se  compose  d'une  famille  de  plans 
dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  b;  ces  plans  enve- 
loppent une  surface  non  développahie  2,  qui  est  Tinlégrale  sin- 
gulière de  l'équation  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale, 
nous  devons  établir  entre  a  el  b  une  relation  de  forme  arbitraire, 
soit  b  =  'f[a)^  et  chercher  l'enveloppe  du  plan  ainsi  obtenu;  celle 
enveloppe,  qui  est  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

Z  =  ax  ^yo(a)  ^  f\a,^(a)].         .r-h  vc'irt  )  -h  -7 h  -r— = —  o'ia  )  =  o, 

est  une  surface  développable  tangente  à  la  surface  S  tout  le  long 
d'un  courbe  F,  et  l'on  peut  évidemment  choisir  la  fonction  arbi- 
traire 'f(<î)  de  façon  que   la  courbe  de  contact  F  soit  une  courbe 
donnée  à  l'avance  de  2. 
2^  Soit  encore  Féquation 

qui  admet  l'intégrale  complèle 

z  =  ax  -r-/( a ) y  -4-  b. 
Celle  équation  représente  encore  un  plan,  et  l'intégrale  gêné- 
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raie,  qui  est  donnée  par  le  système  des  deux  équations 

(5<p  z  —  ax -^ yf(a) -\- '^[a)        o  =^  x -h y/' (a) -h  o'(a), 

se  compose  de  surfaces  développables,  que  Ton  peut  définir  géo- 
métriquement d'une  façon  très  simple.  En  efTet,  si,  par  un  point 
fixe  de  l'espace,  l'origine  par  exemple,  on  mène  des  plans  paral- 
lèles aux  plans  qui  forment  l'intégrale  complète,  ces  plans  ne 
dépendent  que  d'un  paramètre  variable  a,  et  enveloppent  par 
consé(|uent  un  cône  (T)  ayant  son  sommet  à  Torigine.  L'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  développable  (09)  a  donc  son  plan 
osculateur  qui  reste  constamment  parallèle  à  un  plan  tangent  au 
cône  (T),  et  par  suite  les  génératrices  de  cette  surface  sont  paral- 
lèles aux  génératrices  du  même  cône  (I,  n"  224). 

Les  équations  (56),  qui  déterminent  Tintégrale  singulière,  sont 
dans  ce  cas  incompatibles^  car  la  dernière  se  réduit  à  i  =  o.  Il  n'y 
a  donc  pas  d'intégrale  singulière. 

iV*  Considérons  une  famille  de  sphères  de  rayon  donné  R,  dont 
le  centre  reste  dans  un  plan  fixe.  Ces  sphères  dépendent  bien  de 
deux  paramètres  arbitraires,  et,  si  nous  prenons  un  système  d'axes 
rectangulaires  avec  le  plan  fixe  pour  plan  des  xy,  elles  sont  repré- 
sentées par  Téquation 

(\r  —  rt  )2 -^  (  7  —  6  )* -h  5*  —  R2  =  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante  s'obtient  en 
éliminant  «  et  6  entre  cette  équation  et  les  deux  suivantes 

ce  (|ui  donne  la  relation 

dont  la  signification  géométrique  est  la  suivante.  Elle  exprime  que 
la  portion  de  normale,  comprise  entre  un  point  quelconque  de  la 
surface  et  le  plan  des  xy^  est  constante  et  égale  à  R.  L'intégrale 
générale  est  une  surface  canal,  enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  R 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbitraire  dans  le  plan  des  xy,  11 
y  a  une  intégrale  singulière  formée  des  deux  plans  5  =  ifc  R.  Il 
est  évident  que  ces  deux  plans  sont  tangents  à  toutes  les  autres 
surfaces  intégrales. 
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436.  Méthode  de  Lagrange  et  Charpit*  —  En  résumé,  pour 
pouvoir  déterminer  toutes  les  intégrales  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre 

(60)  F(ar,7,  z,  p,  ^)  =  0,    . 

il  suffit  de  connaître  une  intégrale  complète,  c'est-à-dire  une  inté- 
grale dépendant  de  deux  constantes  arbitraires.  Pour  déterminer 
une  intégrale  complète,  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque, 
on  ait  obtenu  une  autre  fonction  ^(^,  y^  2,  />,  q)  telle  que  les 
deux  équations 

(61)  F  =  o,        *  =  a 

puissent  être  résolues  par  rapport  à  /?  et  à  ^  et  forment  un  sys- 
tème complètement  intégrable,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  con- 
stante a.  S'il  en  est  ainsi,  en  résolvant  les  deux  équations  précé- 
dentes par  rapport  à  /?  et  à  5^,  et  en  portant  ces  valeurs  de  p  et 
de  q  dans  l'équation  dz=p  dx -{- q  dy^  on  obtient  une  équatioo 
aux  différentielles  totales  complètement  intégrable 

(6a)  dz  =f{x,y,  z,  a)dT  ■+■  <p(ar,  j^,  ^,  a)dy. 

L'intégration  de  cette  équation  introduit  une  nouvelle  constante 
arbitraire  6,  et  nous  avons  ainsi  une  intégrale  de  l'équation  pro- 
posée, dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  b, 

La  méthode  d'intégration  de  Lagrange  et  Charpit  consiste  pré- 
cisément à  adjoindre  à  l'équation  F  =  o  une  autre  équation  ^  =  a 
telle  que  le  système  (61)  formé  par  ces  deux  équations  soit  com- 
plètement intégrable.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  (n"434')  que  l'on 
ait  [F,  ^]  =  o,  équation  que  l'on  peut  écrire 

en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

X-^^  \-^^  7-^^  V-^^  ft       <^P 

ox  oy  dz  dp  dq 

La  fonction  auxiliaire  ^(a:,^,  5, />,  q)  doit  donc  satisfaire  à  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  cinq  variables  indé- 
pendantes. L'intégration  de  cette  équation  linéaire  se  ramène  à 
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son  tour  à  celle  du  système  d^qualions  difTétentielies  ordinaires 

mais,  pour  Tobjet  que  nous  avons  en  vue,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'avoir  obtenu  Tintégrale  générale  de  ce  système  (64)  :  il  suffit 
de  connaître  une  intégrale  première  de  ce  système  ^  =  a,  telle 
que  Ton  puisse  résoudre  les  deux  équations  F  =  o,  ^  =  a  par 
rapport  k  p  et  à  q. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  règle  «générale  suivante  : 

Pour  avoir  une  intégrale  complète*  de  l'équation  (60),  on 
cherche  d* abord  une  intégrale  première  ^  =z  a  du  système 

auxiliaire  (64)     telle  que  le  jacobien  ^ri — '■ — ■  ne  soit  pas  nul   , 

puis  on  résout  les  deux  équations  F  =  o,  <ï>  =  a  par  rapport 
à  p  et  à  q.  En  portant  les  expressions  obtenues  pour  p  et  q 
dans  Inéquation  dz  ^=  p  dx  -h  q  dy^  on  arri\'e  à  une  équation 
complètement  intégrable  aux  différentielles  totales,  LHnté- 
grale  générale  de  cette  équation  renferme  une  seconde  con- 
stante arbitraire  b;  c^est  une  intégrale  complète  de  Inéqua- 
tion (60). 

On  connaît  a  priori  une  intégrale  de  l'équation  (63),  la  fonc- 
tion F  elle-même.  Cette  intégrale  ne  peut  nous  être  d'aucune 
utilité  à  elle  seule,  mais  cela  nous  montre  que  l'intégration  du 
système  (64)  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  de  trois 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  La  difficulté  du  pro- 
blème est  ainsi  précisée. 

Lorsque  la  fonction  F  ne  dépend  pas  delà  fonction  inconnue  z, 

on  peut  supposer  aussi  que  la  fonction  ^  ne  dépend  pas  de  2,  et 

la  condition  pour  que  le  système  (61)  soit  complètement  inté* 

grable  est  alors 

(F,  *)=o, 
ou 

(tSb.s)  P_^Q__X--Y_; 

le  système  auxiliaire  (64)  devient  de  même 
,  ^  .  ,  .  dx        dy        —dp        —  dq 
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Si  Ton  roiinaîl  une  inléf>rale  première  4>  =  a  de  ce  système, 

Il  D(  F,  <l>)  ,  1    •    » 

telle  que  î— ne  soit  pas  nul,  on  est  conduit  a  une  équation 

^       l){p,  g  )  ^  * 

aux  diirérentielles  totales  de  la  forme 

dz  —f{x,  y,  a)dx-\-':;{x,  y,  a)dyy 

qui  s'intè«»re  par  une  quadrature,  l^a  difficulté  de  la  seconde 
partie  du  problème  est  donc  diminuée  dans  ce  cas.  Il  en  esl  de 
même  pour  la  premièie  partie,  car  on  connaît  encore  une  inté- 
f^rale  première  F  =  G  du  système  (64  bis)\  on  peut  donc  rem- 
placer ce  système  par  un  système  de  deux  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

Exemples.  —  i"  Considérons  une  équation  ne  renfermant  que  Tune  des 
trois  variables  x,  y,  -5,  par  exemple  la  variable  y,  telle  que  ^(y,  pj  q  )  =  o. 
On  a  ici  \  =  Z  =  o,  et  par  suite  les  équations  (64)  admettent  la  combinaison 
intégrable  dp  =  o.  Les  deux  équations  F{y,  p^  q)  =  o^  p  =  a  forment 
donc  un  système  complètement  intéf^rable;  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier,  car, 
si  l'on  résout  l'équation  proposée  par  rapport  à  q,  l'équation  aux  dilîé- 
rentielles  totales  à  intégrer  prend  la  forme 

dz  =  a  dx  -+-/(  j.  a)  dy^ 

et  Ton  a  une  intégrale  complète  par  une  quadrature 

z  =  ax-^  I  f{y,  a)dy-^b. 

•2"  Une  équation  de  la  forme  F(^,  /?,  ^)  =  o  peut  se  ramener  à  la  forme 
précédente  en  prenant^  et  5  pour  variables  indépendantes,  mais  on  peut 
se  dispenser  de  ce  changement  de  variables.  On  a  ici  en  effet  X  ^  Y  =  o, 
et  les  équations  (64;  donnent  l'égalité 

dp  _  dq 

ei  par  suite  l'intégrale  première  q  =  ap.  Des  deux  équations 

q=ap,  F{z,  p,q)  =  o, 

on  tire  ensuite 

p  =/(3,  a),         q  =  a/(z,  a), 

el  l'équation  aux  différentielles  totales 

dz  =f(Zy  n)(dx  -+-  a  dy) 
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s*inlègre  par  une  quadrature 

Soil  par   exemple   l'équation  pq  —  5  =  0.   En   lui  adjoignant  la    relation 
q  =  a/>,  on  en  lire  p  =  4  /  *^,  q  =  a  4  /  —  > 


dz  =  4  /  ^  {dx  -\-  a  dy  ) 


et  l'on  a  l'intégrale  complète 

t^az  =  {x  -^  ay  -^h)'^ 

formée  de  cvlindres  paraboliques  tangents  au  plan  des  xy  tout  le  long  d'une 
génératrice.  Le  plan  des  xy  est  une  intégrale  singulière. 

Les  équations  (64),  dans  le  cas  où  F  =  pq  — 3,  admettent  aussi  l'intégrale 
première  p — y  =  a.  En  partant  de  cette  intégrale,  on  est  conduit  à  l'équa- 
tion aux  différentielles  totales 

zdy 


dz  =  {y  -\-  a)dx 


y -ha 


que  l'on  peut  écrire  aussi  dx  =  dl )  >  ce  qui  fournit  une  nouvelle 

intégrale  complète  z  =  {y -h  a  ){x -h  b),  (orn)ée  de  paraboloïdes  tangents 
au  plan  des  xy. 

3"  Soit  une  équation  delà  fovme  /(x,  p) — f\{yi  q)  =  o.  Les  équations 
différentielles  (64  bis) 

dx    ^      dy     __  —  ^P  _    ^9 

'w  ~ir^~  "^  ""  "^ 

dp  dq  dx  dy 

admettent  l'intégrale  première y( a^, />)  =  a.  Si  l'on  adjoint  cette  équation 
à  l'équation  proposée,  on  tire  des  deux  relations 

f{x,p)  =  a,        /,(j^,  q)  =  a, 

les  valeurs  de  /?  et  de  ^,  /?  =  «p(^,  a),  q  =  <pi(>'»  «),  et  l'équation  aux 
différentielles  totales 

dz  =  ^{x,  a)  dx  -h  ffiiy,  a)  dy 

s'intégre  par  deux  quadratures 

z  =  I  ^(x,  a)  dx  -h  j  Oi(y,  a)  dy  -h  b. 

Lorsqu'une  équation  du  premier  ordre  est  de  la  forme   précédente,  on 
G.,  IL  36 
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dit  que  les  variables  sont  séparées.  Soit  par  exemple  l'équation 

pq  —xy=:  o; 

p       y 

nous  pouvons  aussi  l'écrire  —  =  —  •  En  égalant  ces  deux  rapports  à  une 

3c         a 

constante  a,  nous  avons  l'équation  aux  diflférentielles  totales 

Y 
dz  —  ax  dx  -h  —  rfv, 

a     '^ 

aX^  yî 

et  par  suite  l'intéerale  complète  z  = h \-  b, 

'^  '^  9.  2  a 

4"  Proposons-nous  de  trouver  les  fonctions  F(^,  ^,  />,  ç)  telles  que  les 
équations  (64)  admettent  l'intégrale  première/?^  —  qx  =  a.  Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  la  relation  pdy-\-ydp  —  q  dx  —  x  dq  =^  o  soit  une 
conséquence  des  relations  (64  bis)^  c'est-à-dire  que  la  fonction  F  soit  elle- 
même  une  intégrale  de  l'équation  linéaire 

<>F  t>F  ÔF  dF 

^  dq       ^   dx  dy        ^    dp 

Le  système  d'équations  différentielles  correspondantes 

dx    _    dy    _    dp    ^  dq 
—  y  ~     X     ~  —  q  "  p 

admet  les  trois  intégrales  premières 

x*-^y^=C,         />*H-^«=C',         py  —  qx=C\ 

et  la  fonction  F  est  donc  de  la  forme  V(py  —  qx,  x^-^y^y  p^-^  q^).  La 
recherche  d'une  intéj;rale  complète  de  l'équation  F  =  o  est  ramenée  à  l'in- 
té«,'ration  de  deux  équations  simultanées  de  la  forme 

/>*-^-^*  =/(ar«-+-jK»,  py  —  qx),        py-^qx  —  a. 

En  tenant  compte  de  l'identité 

Kp'^-^q'^){x^-^  y'^)  =  {py  —  qxY-^-^px-^qyY, 
on  déduit  des  deux  équations  précédentes 

px-^qy^  v/(a?ï-+-7*)/(j7«-4-x*,  a)  —  a^=z  ^[^x^-^y^,  a), 
ce  qui  nous  donne  les  valeurs  suivantes  de />  et  de  q, 

_  ay  -h  xo(x^-hy^,  a)  __  — ax  -i-yf{x^-^y*y  a) 

et  Ton  a  une  intégrale  complète  par  une  quadrature 

z  —  —  a  arc  tang  (—)-*-/  -^ •  «"  -+-  ^> 


—    rt 


ou   M  =  X^-i- y 
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Remarque.  —  Il  est  à  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  la  rela- 
tion (63)  soit  vérifiée  identiquement  pour  que  le  système  (6i)  soit  com- 
plètement intégrable;  il  suffit  qu'elle  soit  vérifiée  en  tenant  compte  de  la 
relation  F  =  o  elle-même  On  peut  quelquefois  se  servir  de  cette  circon- 
stance dans  la  recherche  de  la  fonction  <t>.  En  effet,  trouver  une  combi- 
naison intégrable  des  équations  (64)  revient  au  fond  à  trouver  cinq  fonc- 
tions X^,  Xy,  X;,  X;^,  X^  (Ics  vdridblcs  .F,  y^  5,  />,  q^  telles  que 

X;rf/j7  -i-  Kydv  -H  Kzdz  -^Xpdp  -¥-  \fdq 

soit  une  différentielle  exacte  d^  et  que  l'on  ait  en  outre 

PX^H-QXy-h(P/?-4-Q^)X-— (X-+-/)Z)X,,-(Y-h^Z)X^=o. 

Si  celte  dernière  relation  n'esi  vérifiée  qu'en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion F  =  o,  la  fonction  4>  n'est  plus  à  proprement  parler  une  intégrale 
première  du  système  (6i).  Cependant,  les  multiplicateurs  X^^,  X^,  ..., 
étant  égaux  aux  dérivées  partielles  de  <ï>,  les  deux  équations  F  =  o,  <t>  =  a 
forment  encore  un  s^stènje  complètenient  intégrable,  car  Téquation  (63) 
est  alors  un«î  conséquence  de  F  =  o  (  •  j.  Une  remarque  analogue  s'applique 
au  système  (64  bis), 

IST.  Problème  de  Gauchy.  —  Etant  données  une  équation 

(65)  p  =f{T,y,  z,  q), 

dont  le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  voisinage  d'un  sjs- 

(M  Lorsque  Téqualion  F  =  o  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  va- 
riables X,  Yj  z,  p^  q^  on  peut  supposer  que  la  fouclion  <l»  ne  renferme  pas  cette 
variable,  et  elle  ne  figure  pas  non  plus  dans  les  coefficients  \,  Y,  Z,  P,  Q.  Pour 
fixer  les  idées,  prenons  une  équation  de  la  f«>rine 

p  -^J{x,y,  z,  q)  -  o; 

pour  en  trouver  une  intégrale  complète,  il  suffit  de  lui  adjoindre  une  autre  équa- 
tion cp(j;,  y,  Zy  q)^ay  formant  avec  la  première  un  système  complètement 
intégrable.  La  condition  [p  -h/,  f']  —  ^  devient  ici 

ôx^Oqdy^VOq       J]i)z        \ôy^^  Oz)  ôq  ~    ' 

et  la  lettre  p  n'y  figure  pas. 

Plus  généralement,   supposons  qu'on   puisse  satisfaire  à  la    relation  F  =  o  en 

posant 

/?=/(-z^.  r,  -»  X),        q  =  '^{Xy  y,  z,\), 

X  dè^ignani  un  paramètre  auxiliaire.  Il  suffit  de  remplacer  X  par  une  lonction 
de  X,  y,  z,  telle  que  l'équation  dz  —fdx-h  '^  dy  soit  complètement  intégrable^ 
ce  qui  conduit  encore  à  une  équation  linéaire  pour  déterminer  \{Xiy^  z) 

dy       Oz  ^       f>X  \dy       àz')      àx       dz -^       ô\  \0x       âz  -^ ) 

(  Antomari,  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XIX,  p.   i54.) 
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tème  (Je  valeurs  (Xq^  j'o,  ^o,  ^o)-  el  une  fonction  o{y)  holomorphe 
dans  le  domaine  du  poinl  y^,  telle  que  Ton  ait  (p(jKo)  =  2o, 
^'(vo)  =  7o7  <^"  ^  démontré  plus  haul  (n"  386)  que  celte  équation 
admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (xo-,  yo)i 
et  se  réduisant  à  la  fonction  donnée  '^{y)'>  pour  x  =  Xq.  Soit  C  la 
courbe  plane  représentée  par  les  deux  é(|ualionsx  =  a^o>  ^  =  ?(y)î 
en  langage  géométrique,  le  résultat  qui  vient  d'être  rappelé  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  :  il  existe  une  sur/ace  intégrale  ana- 
lytique de  V  équation  (65),  et  une  seule  y  passant  par  la  courbe  C. 
INous  pouvons  généraliser  cet  énoncé.  Considérons  d'abord  une 
équation  de  forme  quelconque 

(66)  F(a^,  ^,  z,  p,  q)  =  o, 

et  proposons-nous  encore  de  déterminer  une  surface  intégrale  pas- 
sant par  une  courbe  plane  telle  que  C,  située  dans  un  plan  x  =x^ 
parallèle  au  plan  des yz.  Soit  z  =  '^{y)  Téquation  du  cylindre  pro- 
jetant C  parallèlement  à  Ox.  La  fonction  ^  elanl  holomorphe  dans 
le  domaine  du  poinl ^o?  Téquation 

(67)  F(^o,ro»  -«oi/?,  ^o)=o 

où  ^0  =  ?(v^o)i  yo  =?'(yo)i  et  où  Ton  regarde  p  comme  Tin- 
connue,  admet  un  certain  nombre  de  racines.  Soit/?o  l'une  d'elles. 
Si  la  fonction  F  est  holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de 

valeurs  (.ztcJKo?  ^o»  /^o»  ?o)j  et  si  en  outre  la  dérivée  partielle  (  -j-  ) 

n'est  pas  nulle  pour  ce  système  de  valeurs,  l'équation  (66)  admet 
une  racine />  =/(j7,  y^  3,  q)  qui  est  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  Xq^  y^y  5o,  y©  (I»  n**  188),  et  nous  sommes 
ramenés  à  une  équation  de  la  forme  (65),  ce  qui  montre  bien  que 
l'équation  (66)  admet  une  surface  intégrale  passant  par  C.  Le  rai- 
sonnement prouve  même  que  cette  équation  admet  m  surfaces  inté- 
grales répondant  à  la  question  si  l'équation  (67)  est  de  degré  m 
par  rapport  à/?.  Il  n'y  a  d'exception  possible  que  si  l'une  des  racines 

de  l'équation  (67)  satisfait  en  même  temps  à  la  relation  j-  =  o,  en 

tous  les  points  de  C,  puisque  Xq^  y^,  Zq  sont  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  cette  courbe. 

(Considérons  enfin  une  courbe  quelconque  F,  représentée  par  un 
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système  de  deux  équations 

(68)  x  =  \{y),         z  =  iJ.(y), 

et  soit  à  d^He^lnine^  une  surfat;e  intéj^rale  de  Téquation  (66)  pas- 
sant parF.  Ce  problème  peut  à  son  tour  se  ramener  au  précédent 
au  moyen  d'un  changement  de  variables.  Si  l'on  pose  en  effet 

.r=XH-X(Y),         ^=  Y, 

la  relation  dz  =  />  dx  -f-  q  dy  devient 

dz=pd\-^pV{\  )d\  -h  q  d\, 

et  l'on  en  tire 

àz  > , ,  „  oz 

réquatioii  (66)  est  alors  remplacée  par  la  suivante 
(66  bis)  F  [x  +  X(  Y),  Y,  ^,  ^,  |i  -  X'(  Y,  g  J  =  o, 

et  nous  aurons  à  rechercher  une  intéf'rale  de  cette  nouvelle  équa- 
tion se  réduisant  à  [Jt^(Y)  pour  X  =  o.  Nous  voyons  donc  qu'en 
général  une  sur/ace  intégrale  d^tine  équation  du  premier  ordre 
est  déterminée  si  l'on  se  donne  une  courbe  située  sur  cette  sur- 
face. Il  peut  V  avoir  plusieurs  surfaces  intégrales  correspondant  à 
la  question,  si  l'équation  nnalogue  à  (6j)  a  plusieurs  racines  dis- 
tinctes, de  même  qu'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
et  de  degré  m  en  y'  admet  en  général  m  courbes  intégrales  passant 
par  un  point  donné.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  cas  excep- 
tionnel, où  les  raisonnements  sont  en  défaut. 

On  a  donné  le  nom  de  problème  de  Cauchy  au  problème  qui 
consiste  à  déterminer  une  surface  Intégrale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  passant  par  une  courbe 
donnée.  Le  choix  de  ce  nom  a  pour  but  de  rappeler  le  lien  étroit 
qui  unit  ce  problème  au  théorème  général  de  Cauchx,  comme  on 
vient  de  l'expliquer.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on 
peut  résoudre  le  problème  de  Cauchy  par  des  calculs  d'élimination, 
quand  on  connaît  une  intégrale  complète,  ce  qui  nous  fournira 
une  vérilication  des  résultats  précédents. 

Soient 

V(ar,j,  z,  a,  b)r=o 
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une  intégrale  complète  et  F  une  courbe  donnée,  n'étant  pas  située 
sur  rinlégrale  singulière  ni  sur  une  des  intégrales  obtenues  en 
donnant  à  a  el  a  b  des  valeurs  constantes.  Le  problème  proposé 
revient  à  déterminer  la  fonction  'f{a)  de  telle  façon  que  cette 
courbe  F  soit  située  sur  la  surface  S  définie  par  les  deux  équations 

(69)  y[^^y^  -5,  a,  o(a)]  =0,         — -H  ^——m(a)  =  o. 

Supposons  les  coordonnées  x^  y.  z  d'un  point  de  F  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  auxiliaire  X, 

(70)  :r=/,(X),         y=f^{\),         z^/iil), 

et  soit  U()v,  a,  b)  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  x^y^  z  par  les 
expressions  précédentes  dans  V(a:,  y,  s,  a,  b).  Les  deux  équa- 
tions simultanées 

(7.)  U[X,a,ç(a)]  =  o,         _^^-^ç(a)  =  o 

déterminent  les  valeurs  de  A  et  de  a  qui  correspondent  aux  point.N 
d'intersection  de  la  courbe  F  et  de  la  surface  S.  Si  la  surface  S 
passe  par  la  courbe  F,  ces  deux  équations  doivent  former  un  svs- 
lème  indéterminé,  et  par  suite,  en  éliminant  X  entre  ces  deux  rela- 
tions, on  doit  arriver  à  une  identité,  dette  élimination  conduit  à 
une  relation  entre  a,  'f  («),  ^' {a) 

(79.)  n[a,  9(a;,  9'(a)]  =0, 

c'est-à-dire  à  une  équation  difTérenlielle  du  premier  ordre  pour 
déterminer  'f  (a).  Il  semblerait  donc  que  le  problème  admet  une 
infinité  de  solutions,  contrairement  au  résultat  de  Cauchy.  Mais  il 
est  facile  de  déduire  des  équations  (71)  une  autre  relation  ne  ren- 
fermant pas  ^'{(i)'  En  effet,  supposons  la  courbe  F  située  tout 
entière  sur  la  surface  S;  quand  on  se  déplace  sur  F,  a  est  une 
fonction  de  \  qui  satisfait  à  la  fois  aux  deux  équations  (71),  et,  si 
Ton  difi'érentie  la  première  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  A, 
il  vient,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

(73)  ^=0. 

Cette  relation  ne  contient  que  X,  a,  'f  («),  et,  en  éliminant  A 
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entre  U  =  o,  -r^  =  o,  on  aboutit  à  une  équation  qui  détermine  la 

fonction  ^(a).  La  méthode  à  laquelle  on  est  conduit  a  une  signi- 
fication géométrique  évidente.  En  effet,  Téquation  U(X,  a,  b)  =  o 
détermine  les  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux  points  d'in- 
tersection  de   la   courbe  F   avec   l'intégrale  complète;  si   Ton   a 

aussi  -rr-  =  o,  cette  équation  a  une  racine  double,  et  l'intégrale 
complète  est  tangente  à  F.  En  éliminant  X  entre  les  deux  rela- 
tions U(X,  a,  b)  =  o,  -rr-  =  o,  la  condition  obtenue  ^(a,  6)  =  o 

exprime  donc  que  Fintégrale  complète  est  tangente  à  F,  et  l'inté- 
grale cherchée  passant  par  F  peut  être  définie  comme  VenK'e- 
loppe  des  intégrales  complètes  tangentes  à  cette  courbe  F; 
résultat  que  la  géométrie  rend  presque  intuitif  (^). 

i-SS.  Caractéristiques.  Méthode  de  Cauchy.  —  La  méthode  de 
Cauchv  est  indépendante  de  la  théorie  de  Fintégrale  complète; 
nous  l'exposerons  sous  forme  géométrique.  Pour  cela,  cherchons 
d'abord  la  signification  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  non 
linéaire 

Les  coefficients  angulaires  du  plan  tangent  à  une  surface  inté- 
grale S  passant  par  un  point  donné  {x^  y,  z)  de  l'espace  sont 
liés  par  la  relation  précédente.  Ce  plan  tangent  ne  peut  donc 
être  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  (:r,  y,  z);  puisque 


(•)  Il  est  facile  d'avoir  rintégnale  générale  de  l'équation  différentielle  (72).  En 
effet,  si  l'on  remplace  X  par  une  constante  arbitraire  Xp,  la  fonction  9 (a)  définie 
par  l'équation 

(e)  U[X„,  a,  9(a)l  =0 

satisfait  aussi  à  l'équation 

et  par  suite  à  l'équation  obtenue  en  éliminant  \  entre  (c)  et  (c)',  qui  n'est  autre 
que  l'équation  (72).  La  relation  (e)  représente  d(mc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (72);  il  y  a  en  outre  une  intégrale  singulière,  qui  donne  précisément  la 
solution  du  problème  proposé. 
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la  position  de  ce  plan  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbi- 
traire, il  enveloppe  en  général  un  cône  (T)  ayant  son  sommet  au 
point  [x^  y,  z),  et  Téqualion  (^4)  ^^P^**'"*^  9"^  le.plan  tangent 
en  un  point  quelconque  M  de  Vespace  à  toute  surface  inté- 
graie  S  passant  par  ce  point  est  aussi  tangent  à  un  certain 
cône  (T)  ayant  son  sommet  en  ce  point. 

Le  cône  (T)  dépend  naturellement  de  la  fonch'on  F,  et  aussi  de 
la  position  de  son  sommet.  Pour  avoir  l'équation  du  cône  (T)  de 
sommet  {x^  y^  5),  il  faut,  d'après  sa  définilion,  chercher  l'enve- 
loppe du  plan 

(75)  Z-z=p{\-x)-^q{Y-^y), 

les  paramètres/)  et  q  étant  liés  par  la  relation  (74)-  On  d^'^  pour 

cela  éliminer/)  et  q  entre  ces  deux  équations  et  la  nouvelle  rela- 
tion (I,  n    202,  Remarque) 

(76)  (Y-^)|-(X_.)^=o. 

Les  deux  équations  (70)  et  (76)  représentent  la  caractéristique, 
c'est-à-dire  la  génératrice  de  contact  du  plan  tangent  avec  le 
cône  (T).  Si  Ton  suppose  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
on  a  immédiatement  Téquation  du  cône  (N),  supplémentaire  du 
cône  (T),  qui  est  engendré  par  les  normales  aux  diverses  surfaces 
intégrales  passant  par  le  point  M.  Les  équations  de  la  normale 
étant  en  effet 

X — a: -h/)(Z  —  5)=  o,         Y — y^q{Z  —  ^)  =  o, 
on  obtient,  en  éliminant  p  et  y,  l'équation  du  cône  (N) 

(77)  F(  ^,  y,  z,  -  YZn^-  T^)  =  ^- 

Lorsque  Téquation  proposée  (74)  est  linéaire  en  p  et  y,  le 
cône  (N)  est  un  plan,  et  le  cône  (T)  se  réduit  à  une  droite  A. 
Nous  avons  vu  (n°  429)  que  l'intégration  se  ramène  dans  ce  cas  à 
la  recherche  des  courbes,  qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  à  la  droite  A  correspondante.  On  est  conduit  à  la  méthode 
de  Cauchy  en  étendant  ce  procédé  aux  équations  non  linéaires. 

Soit  S  une  surface  intégrale,  représentée  par  Téquation 

-5  =/(-r,7)- 
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En  chaque  point  M  de  celle  surface,  le  plan  tangent  est  aussi  tan- 
gent au  cône  (T)  suivant  une  génératrice  (G).  Nous  appellerons 
courbe  caractéristique  toute  conrhe  G  de  la  surface  S  qui,  en 
chacun  de  ses  points,  est  tangente  à  la  génératrice  G  correspon- 
dante. Par  chaque  point  de  S  (exception  faite  pour  les  points  sin- 
guliers, s'il  en  existe),  il  passe  une  courbe  de  cette  espèce  et  une 
seule.  Le  nom  de  caractéristiques  donné  à  ces  courbes  sera  jus- 
tifié plus  loin  (n**  W9).  Nous  allons  d'abord  montrer,  ce  qui  est 
la  clef  de  la  méthode  de  Cauchj,  que  ces  courbes  peuvent  être 
déterminées  par  un  svstème  d'équations  difTérentielles  ordinaires, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  la  fonction  f{x^  y).  Nous 
savons  d'abord  que  la  tangente  à  la  courbe  C  coïncide  avec  la 
droite  G  représentée  par  les  deux  équations  (70)  et  (76),  que  l'on 
peut  encore  écrire 

x-'X  _  Y  — r  _     z  — ^ 

avec  les  notations  du  11"  436.  Le  long  d  une  caractéristique  x^y^ 
5,  /?,  q  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante,  et 
nous  pouvons  déjà  écrire  entre  les  dilFérentielles  rf.r,  rfy,  dz  les 
relations 

dx        dy  dz 

u  étant  une  variable  auxiliaire  fictive,  qui  est  introduite  unique- 
ment pour  plus  de  s\métrie  dans  les  raisonnements.  Le  long  de 
cette  courbe  C,  l'on  a  aussi 

dp  =  r  dx  -\-  s  dy,         dq  =  s  dx  H-  /  dy^ 

/-,  5,  t  étant  les  dérivées  du  second  ordre  de  la  fonction y(:r,  j^). 
D'autre  part,  puisque  z  =z  f(^x^  y)  est  une  intégrale  de  l'équation 
proposée  (74)^  'es  dérivées  partielles  r,  5,  t  satisfont  aussi  aux 
deux  relations 

X-f-;)ZH-Pr-+-Q5  =  o,         Y-+-^ZH-P5-f-Qf  =  o, 

obtenues  en  différentiant  celte  équation  par  rapport  k  x  ei  par  rap- 
port à  y.  En  remplaçant,  dans  dp  et  dq^  les  différentielles  dx 
et  dy  par  P  r/w  et  Q  rfw,  il  vient 

dp=z{\>r  -\-(:is)du,         dq  ={Ps-i-Çlt)du, 
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cVst-à-(liie,  d'après  les  relations  précédenles, 

dp  ■=  —  (\  -h  pZjdUj         dq  =z  —  (\  -\-  gZ)du. 

En  ajoutant  ces  équations  aux  équations  (78).  nous  parvenons  à 
un  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

dx  _  dy  _         dz         __     —  ^/*    _     ""  ^9     __  j 
<79)  "F  ~    Q"  ~  Pp-^Qq  "  TTJZ  ^  Y^qZ  ~  ^^' 

qui  est  identique  au  système  (64)  auquel  on  est  conduit  avec  la 
méthode  de  Lagrange. 

Ce  système  d'équations  différentielles  est  absolument  indépen- 
dant de  l'intégrale  considérée.  On  en  déduit  les  conclusions  sui- 
vantes. Soient  (xo,  J^o?  ^o)  '^s  coordonnées  d'un  point  M©  de  S, 
/>o  et  q^  les  coefficients  angulaires  du  plan  tangent  en  ce  point.  Si 
la  fonction  F  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  système  de  va- 
leurs, et  si  tous  les  dénominateurs  des  rapports  (79)  '»e  sont  pas 
nuls  à  la  fois  pour  j^o»  ^o»  ^o? />oi  9^07  les  équations  (79)  admettent 
un  système  d'intégrales  et  un  seul  prenant  les  valeurs  x^^y^,  ZotPê- 
Çq  pour  u  =  o.  Il  s'ensuit  que  si  deux  sur/aces  intégrales  sont 
tangentes  en  un  point  (xq^  y^^  5o),  elles  sont  tangentes  tout  le 
long  d^une  courbe  caractéristique  commune  passant  par  ce 
point.  Pour  la  commodité  du  langage  nous  appellerons  élément 
tout  système  de  valeurs  attribuées  aux  cinq  variables  x,  y,  5,  /?,  q\ 
un  élément  se  compose,  si  l'on  veut,  de  l'ensemble  d'un  point  de 
coordonnées  (^,  v,  z)  et  du  plan  de  coefficients  angulaires/?,  q^ 
passant  par  ce  point.  Tout  le  long  d'une  courbe  caractéristique, 
^»^î  z,  p  ei  q  sont  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  u. 
A  cha(]ue  point  d'une  courbe  caractéristique  correspond  donc  un 
élément  composé  de  ce  point  et  du  plan  de  coefficients  angu- 
laires /?,  q^  passant  par  ce  point.  Mais  on  a,  d'après  les  équa- 
tions (79),  -r-  =p  -j — \- q  -T-y  de  sorte  que  ce  plan  contient  la 

tangente  à  la  courbe  au  point  (j7,  y^  z).  Lorsque  le  point  (x,  r,  z) 
décrit  la  courbe  caractéristique,  le  plan  correspondant  enveloppe 
une  surface  développable  passant  par  cette  courbe;  c'est  la  déve- 
loppai? le  caractéristique.  A  chaque  courbe  caractéristique  cor- 
respond ainsi  une  développable  caractéristique  passant  par  cette 
courbe  ;  nous  appellerons  désormais  caractéristique  l'ensemble 
de  la  courbe  et  de  la  développable,  ou  la  courbe  seule,  quand  il 
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n'y  aura  aucune  ambiguïté  à  craindre.  Une  caractéristique  se  com- 
pose, d'après  cela,  d'une  infinité  d'éléments,  dépendant  d'une 
variable  indépendante,  les  variations  infiniment  petiles  de  x^  y^ 
z^  p^  q  étant  liées  par  les  rebitions  (79).  Une  caractéristique  est 
donc  complètement  définie  si  Ton  se  doime  un  de  ses  éléments, 
et  le  ihéorème  énoncé  tout  à  l'heure  peut  encore  s'énoncer  sous 
la  forme  suivante  absolument  équivalente  : 

Si  deux  surfaces  intégrales  ont  un  élément  commun,  elles 
ont  en  commun  tous  les  éléments  de  la  caractéristique  issue 
de  cet  élément. 

Les  caractéristiques  dépendent  de  trois  paramètres  arbitraires. 
En  effet,  une  caractérique  esl  déterminée  si  Ton  se  donne  les 
coordonnées  {x^^  y^,  Sq,  /?o»  ^o)  d'un  de  ses  éléments;  on  peut 
regarder  Tune  de  ces  coordonnées,  Xq  par  exemple,  comme  avant 
iine  valeur  numérique  donnée,  et,  d'autre  part,  d'après  la  défini- 
tion même  des  caractéristiques,  on  a,  entre  les  coordonnées  d'un 
élément  quelconcfue,  la  relation  Y^x^y  jKoi  ^01  Ro-^  ^o)  =  <^*  A' 
reste  donc  seulement  trois  paramètres  arbitraires. 

Pour  déterminer  ces  caractéristiques,  remarquons  d'abord  que 
les  équations  (79)  admettent  l'intégrale  première  F  =  const., 
de  sorte  que  si  F(x,  y,  z,  /?,  q)  est  nul  pour  les  coordonnées 
(xoi  yo,  Zqj  /?o,  ^o)  de  l'élément  initial,  F  est  nul  tout  le  long  de 
la  caractéristique  issue  de  cet  élément,  ce  qu'il  était  aisé  de  pré- 
voir, d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  équations  (79). 
Pour  trouver  les  caractéristiques  de  l'équation  proposée,  on  peut 
donc  adjoindre  au  système  (79)  la  relation  F  =  o  elle-même,  ce 
qui  ramène  ce  système  à  un  système  de  trois  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  les  éqtiations  en  termes  finis  des 
caractéristiques;  soient,  pour  fixer  les  idées, 

,„        i  r  =/i(^,  ^0,  >'o,  Zo,  /?u,  ^0),  ^  =/i(^»  ^0,  yo,  ^0,  yPo,  ^0), 

(80)   < 

'    P  =fii^,   ^Oj  yOy    -30,  />o,    ^o)î  Ç  =/k(^i   ^0,    VO-    '5o?/>0?    Ço)j 

les  équations  de  la  caractéristique  issue  de  l'élément 

Les  deux  premières  équations  (80)  représentent  la  courbe  carac- 
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léristique  elle-même,  et  toute  surface  intégrale,  étant  un  lieu  de 
courbes  caractéristiques,  s'obtiendra  en  supposant  que  Xq,  y^f  ^o? 
Poi  (Ja  sont  fonctions  d'un  paramètre  auxiliaire  v.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  rechercher  comment  on  doit  prendre  ces  cinq 
fonctions  de  ^,  pour  que  la  surface  engendrée  par  les  courbes 
caractéristiques  soit  une  surface  intégrale.  Pour  traiter  celte  ques- 
tion d'une  façon  plus  symétrique,  nous  introduirons  avec  M.  Dar- 
houx  la  variable  auxiliaire  u. 

Soient 

I   X  =  9i  (  a,  Xu,  ^01  -50,  />o,  ^o)t 

(8l)  .     '    7  =  ?2("'   *^0,  ro»    ^0,  />0,    ^o), 

,^.  \  /?  =  ?u  w»  ^0,  y<i^  2o,  /?oi  9^0)1 

(82)  j 

les  formules  qui  représentent  les  intégrales  du  système  (79)  pre- 
nant pour  «  =  o  les  valeurs  Xq,  J'o?  ^oi  p^t  ^o  respectivement. 
Quand  on  rem[)lace  dans  ces  formules  Xq,  Vq?  ^o?  /^o?  ^o  P^^ï*  <^es 
fonctions  d'une  seconde  variable  auxiliaire  i%  les  équations  (81) 
représentent  en  général  une  surface  S,  a  et  i^  étant  regardées 
comme  deux  variables  indépendantes.  Pour  que  cette  surface  S 
soit  une  surface  intégrale,  dont  les  courbes  <^  =  consl.  soient  les 
caractéristiques,  il  faut  que  les  formules  (82)  donnent  précisément 
les  coefficients  angulaires  du  plan  tangent  à  celte  surface,  et  en 
outre  que  l'on  ait,  en  tout  point  de  S,  la  relation  F  =  o.  Les 
cinq  fondions  x^  y,  3,  p,  q  des  deux  variables  u  et  v  doivent  donc 
satisfaire  aux  trois  conditions 

(83)  F(^,r.  ^,/>.  q)  =  o, 

/  , .  X  àz  dx  dy 

(84)  p ûr-^=o, 

^    ^^  au       ^  du        ^  du  ' 

àz  dx  ôy 

Les  cinq  fonctions  '^1  étant  des  intégrales  du  système  (79),  on  a, 
comme  on  Ta  déjà  remarqué,  ¥{x^y^  Zyp,  q)=  F(a:o,yoi  ^o^Pà^Ço) 
et  par  suite  la  relation  (83)  sera  satisfaite  pourvu  que  l'on  ait 

(86)  F(.ro,  yo,  ^o,  /^o,  ^o)  =  o. 
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La  relation  (84)  est  satisfaite  d'elle-même,  car  c'est  une  consé- 
quence des  équations  différentielles  (79).  Quant  à  la  condition  (85), 
Cauchv  la  transforme  comme  il  suil. 

En  désignant  par  H  le  premier  membre  de  cetle  relation,  nous 
avons,  en  différentianl  par  rapport  à  w, 

<^H  â^z  à^x  ô^y         d.r  dp        ày  dq 

du  ~^  duàv       "  du  dv       ^  du  dv        dv  du        dv  du 

D'autre  part,  en  différentiant  par  rapport  à  i^  la  relation  (84), 
nous  avons  aussi 

d^  z  d^x  d^  y         dp  dx        dq  dy 

o  = p a  — 2-  -:^. 

du  dv  du  dv        ^  du  dv        dv  du         dv  du 

En  retranchant  membre  à  membre,  il  vient  encore 

<^II        dp  dx        dq  dy        dx  dp        dy  dq 
du        dv  du         dv  du         dç  du         dv  du 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  par  rapport  à  u  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (79), 

^  — X^       Y^       P^      O^      ?(    —  ^7\ 

du  ~  ^     dv  dv  dv        ^   dv  y     dv        ^  dv  / 

Nous  effectuerons  une  dernière  transformation,  en  observant 
que  les  cinq  fonctions  x,  y^  ^1  Pi  q  de  v  satisfont  à  la  relation 

¥{x,  y,  z,p,  q)  =  o, 

et  que,  par  suite,  Ton  a  aussi 

dv  dv  dv  dv  dv 

la  valeur  précédente  de  -—  peut  donc  s'écrire 

àï\        „  /     dx  dy        dz\  „,_ 

On  lire  de  cette  relation  la  valeur  suivante  de  H, 


-    /       Zdu 

H  =  Uoe  -^0 


(88) 

Ho  désignant  la  valeur  de  H  pour  u  =  o,  c'est-à-dire  quand  jî,  y^  5, 
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/?,  q  se  réduisent  respectivement  à  Xo,  yoj  ^o»  /^oi  ^o-  La  fonc- 
tion F,  et  par  suite  la  dérivée  partielle  Z,  étant  supposées  liolo- 
morphes  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xo,  j^'o,  ^o,  />oi  ?oî  pour 
que  H  soil   nul,  il  faut  el   il   suffit  que  Ho  soit  nul,  c'est-à-dire 

quelonait— =/>o^-^?û-^• 
En  résumé,  pour  obtenir  une  surface  intégrale  ('),  il  suffit 
de  remplacer  y  dans  les  formules  (80)  ou  (81),  Xf^^  y^,  Zq,  /?o>  ?o 
par  des  fonctions  d^une  variable  auxiliaire  p,  satisfaisant  aux 
deux  conditions 

l^a  méthode  conduit  très  facilement  à  la  solution  du  problème 
de  Cauclij.  En  effet,  si  Ton  veut  détermiiiei*  une  surface  intégrale 
passant  par  une  courbe  donnée  F,  on  peut  prendre  pour  Xq,^©»  ^9 
les  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  supposées  exprimées 
en  fonclion  d'un  paramètre  variable  t^,  et  les  équations  (89)  déter- 
minent Pq  et  qQ,  La  solution  peut  aussi  s'énoncer  en  langage 
géométrique;  en  effet,  la  première  des  relations  (89)  exprime 
que  le  plan  de  coeflicients  angulaires  />©,  ^o»  passant  par  le 
point  (j^Oî  yoy  ^0)»  est  tangent  au  cône  (T)  ayant  son  sommet  en 
ce  point,  et  la  seconde  que  ce  plan  passe  par  la  tangente  à  la 
courbe  F.  La  marche  à  suivre  peut  donc  être  formulée  ainsi  :  Par 
la  tangente  à  la  courbe  F  en  un  point  M  de  cette  courbe,  on 
fait  passer  un  plan  tangent  au  cône  (T)  de  sommet  M;  soit  C 
la  caractéristique  issue  de  l'élément  ainsi  déterminé  :  la  sur- 
face  engendrée  par  cette  caractéristique,  lorsque  le  point  M 


C)  Le  raisonnement  suppose  toulefois  que  les  dénominateurs  P,  Q,  X-I-/)Z, 
Y  -h  qZ  ne  sont  pas  tous  nuls  pour  les  valeurs  initiales  Xj,  ^p,  5^,  />0,</».  Dans  ce 
cas,  les  formules  (Si)  el  (  S2  )  se  réduisent  à  x  =  Xoj  y  =  yo->  '  = -5,,  p  =  p^, 
q  —  q^^  tandis  que,  si  Ton  supprime  la  variable  auxiliaire  £/.  les  équations  (79] 
peuvent  admettre  des  intégrales  prenant  les  valeurs  initiales  données  (n*  392, 
Remarque).  Les  intégrales  de  l'équation  proposée  qui  satisfont  en  même  temps 
aux  quatre  équations 

P  =  o,        Q  =  o,        X-»-/>Z  =  o,         Y-»-^Z  =  o, 

échappent  donc  à  la  méthode  générale.  De  telles  intégrales,  s'il  y  en  a,  sont  des 
\nié^,T?i\ts  singulières  ;  il  n'en  existe  pas  d'une  façon  normale,  pour  une  équation 
donnée  a  priori,  et  non  formée  par  l'élimination  des  constantes. 
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décrit  la  courbe  F,  est  une  surface  intégrale  passant  par  cette 
courbe  Y, 

Il  y  aura  autant  de  surfaces  répondant  à  la  question  que  l'on 
peut  mener  de  plans  tangents  au  cône  (T)  par  une  tangente  à  la 
courbe  F.  Il  est  clair  que  l'on  doit  associer  les  plans  tangents 
formant  une  suite  continue. 

Considérons  d'abord  le  cas  général  où  la  tangente  à  la  courbe  F 
n'est  pas  une  génératrice  du  cône  (T);  /?o  et  q^  étant  les  coefii- 
cients  angulaires  du  plan  tangent  au  cône  ( T),  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  génératrice  de  contact  sont  proportionnels  à  Pq»  Qo» 

t*o/>o-f-  Qo^'o  (formules  76  et  76).  La  différence  Pq  "j^  —  Qo  -p 

n'est  donc  pas  nulle,  et  par  suite  les  valeurs  de />o  et  de  q^  tirées 
des  relations  (89)  sont  des  fonctions  holomorplies  de  v  dans  le  voi- 
sinage du  point  considéré  de  F.  D'un  autre  côté  on  peut  résoudre 

les  deux   premières  équations  (81)   par  rapport  à   {^  et  à  (^,   car 

ôûT  ôv         d'y  ôjt 

le  déterminant  fonctionnel  - — ^ r-  -r-  se  réduit  pour  u  =  o  k 

du  oç        du  0v  ^ 

(Pi  P  _  (P)  ^« ,  c'esl-à-(lire  à  P»  ^  _  Q.  "^  •  En  portant  les 

\du/ 0  dv         \du/ 0  dif  dv  ^      dv  "^ 

valeurs  de  u  et  de  r  dans  la  troisième  (ormule  (81  ),  on  voit  que  z 
est  une  fonction  holomorplie  de  x  ei  Ae  y  dans  le  voisinage  du 
point  considéré  [voir  n®  437). 

Lorsque  la  tangente  à  la  courbe  F  se  confond  avec  la  génératrice  de 
contact  du  plan  de  coefficienls  angulaires  />o,  q»  avec  le  cône  (T)  en  un 
point  particulier  de  cette  courbe,  ce  poinl  est  en  général  un  point  sin- 
gulier pour  l'intégrale  correspondante.  Lorsque  cela  a  lieu  en  tous  les 
points  de  T,  nous  avons  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  la  courbe  F  est 
une  courbe  caracléristique,  ou  non. 

Si  la  courbe  F  est  une  courbe  caractéristique,  elle  est  tangente  en  chacun 
de  ses  points  à  une  génératrice  G  du  cône  (T;  ayant  ce  point  pour  sommet, 
et  la  développable  caraclëristique  est  l'enveloppe  du  plan  tangent  au 
cône  (T)  suivant  la  génératrice  G.  lorsque  le  sommet  M.  décrit  F.  La 
courbe  caractéristique  issue  de  chacun  des  éléments  ainsi  déterminés  se 
confond  avec  la  courbe  F  elle-même,  et  les  formules  (81)  ne  définissent 
pas  une  surface.  Mais  il  est  clair  que  dans  ce  cas  le  problème  est  indéter- 
miné. Soient  en  effet  M  un  point  de  F,  P  le  plan  tangent  au  cône  (T)  de 
sommet  M  suivant  la  tangente  G  à  F,  et  F'  une  autre  courbe  passant 
par  M  dont  la  tangente  en  M  soit  une  droite  du  plan  P  différente  de  G. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  la  surface  intégrale  passant 
par  F'  renferme  la  courbe  F.  • 
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Si  l'équation  proposée  (74)  n'est  pas  linéaire  en/?  et  çr,  comme  nous  le 
supposons,  la  courbe  F  peut  être  tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une 
génératrice  G  du  cône  (T)  correspondant^  sans  être  une  caractéristique. 
Les  courbes  les  plus  générales  jouissant  de  cette  propriété  dépendent  en 
eiïet  d'une  fonction  arbitraire.  Soit 


/  Y-^     Z-z\ 


l'équation  du  cône  (T)  de  sommet  (Xj  y^  z).  Pour  qu'une  courbe  F  soit 
tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une  génératrice  de  (T),  les  coor- 
données Xy  y^  z  d'un  point  de  cette  courbe  doivent  être  des  fonctions 
d'une  variable  v  satisfaisant  à  la  condition 

/  dv     dz  \ 

(90)  *r'-^'^=5x'5?j="'- 

Si  l'on  prend  par  exemple  x  pour  variable  indépendante,  on  peut  choisir 
arbitrairement  y  '=■  Jk^))  et  en  remplaçant  y  par  y  (a?)  dans  la  relation 
précédente  on  a  une  équation  différenlielle  du  premier  ordre  pour  déter- 
miner z  en  fonction  de  x.  On  appelle  courbe  intégrale  toute  courbe  sa- 
tisfaisant à  la  condition  (90),  sans  être  une  courbe  caractéristique. 

Cela  posé,  suppo9f)ns  que  la  courbe  F,  pour  laquelle  on  veut  résoudre 
le  problème  de  Gauchy,  soit  une  courbe  intégrale.  De  chaque  point  M 
de  F  part  une  courbe  caractéristique  tangente  à  F,  et  il  résulte  du  calcul 
fait  plus  haut  que  la  surface  S  engendrée  par  ces  caractéristiques  est  une 
surface  intégrale;  il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  a^o,  ^0»  ^o  'es  coordon- 
nées d'un  point  de  F  et  pour  />o,  q^  les  coefficients  angulaires  du  plan 
tangent  au  cône  (T)  le  long  de  la  tangente  à  F.  Mais  cette  courbe  F  est 
une  ligne  singulière  de  la  surface  S.  Kn  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  les 
dérivées  r,  5,  t  auraient  des  valeurs  finies  en  un  point  de  F  et,  comme  Ton 
a  déjà  Qo^o=  Po^^J'ot  ^es  calculs  faits  à  la  page  569  pour  établir  les  équa- 
tions (79)  s'appliqueraient  sans  modification,  et  l'on  eo  conclurait  que 
la  courbe  F  est  une  caractéristique,  ce  qui  est  contraire  à  Fhypothèse. 
Gette  courbe  F,  qui  est  l'enveloppe  des  caractéristiques  de  la  surface  S, 
est  analogue  à  l'aréie  de  rebroussement  d'une  surface  développable. 

Remarque,  —  La  méthode  de  Cauchy  donne  aussi  facilement 
une  intégrale  complète.  On  satisfait  en  effet  aux  conditions  (89) 
en  posant  jCo=a,  yo=6>  5o=c,  a,  è,  c  étant  trois  constantes 
quelconques, /?o  et  q^éX'àXïV  liés  par  la  relation  F(a,  6,  c,/?oî  9o)  =  o. 
La  surface  intégrale  ainsi  obtenue  est  le  lieu  des  courbes  carac- 
téristiques issues  du  point  (a,  6,  c),  qui  est  évidemment  un  point 
conique  pour  cette  surface.  Si  Ton  regarde  une  des  coordonnées  a, 
6,  c  comme  une  constante  numérique,  on  a  une  intégrale  complète. 
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Exemples.  —  i**  Prenons  l'équation  traitée  par  Cauchy  pq  — xy  =  o\ 
les  équations  différentielles  des  caractéristiques  peuvent  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  l'équation  elle-même, 

p  dx  =i  q  dy  =  —  =.  x  dp  •=y  dq. 

Oo  en  tire  successivement  les  combinaisons  intégrables 

dp       dx  dq        dy  j         P         j         Ç         j 

-£-  =  — ,         — 2.  ^  -^ ,         dz  =:  ^  '2X  dx  =:  —  2y  dy. 

P       X  q       y  a?  y 

et  la  caractéristique  issue  de  l'élément  (aro,  J'o»  ^o»  Pat  q^)  est  représentée 
par  les  formules 

-—_■—,         --__-—,  ^—Zii—  —  \x  — x^)~--—yy  — jTo;» 

JDo        ^0  ^0        J^o  -2^0  ya 

a?o,  Jo»  /'o,  ^0  étant  liés  par  la  relation  p^qç^^  x^y^.  Pour  avoir  l'intégrale 
qui,  pour  x  =  Xq,  se  réduit  à  <^(y),  nous  poserons,  conformément  à  la  mé- 
thode générale, >'o  =  m,  «0=  ç(m).  et  les  équations  (89)  donnent  ici 


?'(") 


L'intégrale  demandée  est  donc  représentée  par  le  système  des  deux  équa- 
tions simultanées 

qui  défînissent  u  et  z  comme  fonctions  de  x  et  de  j^.  Ces  deux  équations 
peuvent  être  remplacées  par  les  deux  suivantes, 

[z-<^{u)]^={x^-xl)(y^^u*),         [z^o(u)]^'(u)  =  u{x^--xl), 

dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  en  différentiant  par  rapport  au 
paramètre  u.  On  aura  l'intégrale  cherchée  en  éliminant  u^  et  nous  pouvons 
observer  que  ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  la  théorie  de  Lagrange. 
21°  Reprenons  l'équation  de  la  page  55y 

(i -^  p^ -h  q^ ) z* —  R*  =  o, 

qui  exprime  que  la  longueur  du  segment  de  normale  limité  au  plan  des  xy 
est  égal  à  R.  Pour  avoir  le  cône  des  normales  (N)  relatif  à  un  point  M  de 
l'espace,  il  suffira  donc  de  décrire  du  point  M  pour  centre  une  sphère  de 
rayon  R,  et  de  prendre  le  cône  de  révolution  de  sommet  S  passant  par  le 
cercle  d'intersection  du  plan  des  xy  avec  cette  sphère.  Le  cône  (T)  est  le 
cône  de  révolution  de  sommet  M,  supplémentaire  du  premier.  Nous  con- 
naissons ici  une  intégrale  complète,  les  sphères  de  rayon  R  ayant  leur 
centre  dans  le  plan  des  xy;  les  courbes  caractéristiques,  intersection  de 
deux  sphères  infiniment  voisines  {voir  n"*  439),  sont  donc  des  cercles  de 

G.,  IL  37 
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rayon  R,  dont  les  plans  sont  parallèles  à  Taxe  des  z  et  dont  les  centres 
sont  dans  le  plan  des  xy.  Toute  courbe  intégrale,  nous  l'avons  vu,  peut 
être  considérée  comme  Tenveloppe  des  courbes  caractéristiques  situées 
sur  une  surface  intégrale.  Ces  courbes  sont  donc  représentées  par  le  sys- 
tème des  trois  équations 

(ar  — a)»-+-[7  — ç)(a)]*-h«*— K*=o, 

a:  — a-h[j  — çp(a)Jç>'(a)  =  o, 

i-+-(p'«(a)-i-<p(a)(p'(a)— ^ç'(a)  =  o, 

la  fonction  ç(a)  étant  arbitraire. 

439.  La  notion  de  caractéristique  peut  se  déduire,  d'une  façon  très  na- 
turelle, de  la  théorie  de  Lagrange.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que,  si  V  =  o 
est  une  intégrale  complète  de  Téquation  du  premier  ordre  proposée,  on 
obtient  une  surface  intégrale  en  éliminant  a  entre  les  deux  relations 

(9.)  V[^,^,^,  a,  ^(a)]  =  o,         _  +  ^__  ç'(a)  =  o, 

^(a)  étant  une  fonction  arbitraire.  Lorsque  l'on  donne  au  paramètre  a 
une  valeur  constante,  ces  deux  équations  représentent  une  courbe,  dont 
le  lieu  est  la  surface  intégrale.  Les  équations  de  cette  courbe  sont  de  la 
forme 

(92)  V(^,  jK,  z.  a,  6)  ^o,         5^"^^^  =  *^' 

a,  6,  c  étant  des  paramètres  arbitraires.  Ces  courbes  forment  un  corn- 
plexty  et  nous  voyons  que  les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  les 
courbes  de  ce  complexe,  associées  suivant  une  loi  convenable.  Le  nom  de 
caractéristiques  donné  à  ces  courbes  s'explique  de  lui-même,  puisque  ce 
sont  les  courbes  de  contact  de  l'intégrale  complète  avec  son  enveloppe. 
Les  développables  caractéristiques  s'introduisent  tout  aussi  naturellement. 
Considérons  une  courbe  caractéristique  correspondant  aux  valeurs  a^,  b^^ 
Co  des  paramétres  a,  6,  c;  toutes  les  surfaces  intégrales  obtenues  au 
moyen  de  fonctions  cp,  telles  que  l'on  ait  60=  <p(Oo)»  <?o=  ?'(«o)î  passent 
par  cette  courbe  et  sont  tangentes  entre  elles  tout  le  long  de  cette  courbe, 
car  les  valeurs  de  />  et  de  ^  qui,  pour  un  point  quelconque  d'une  surface 
intégrale,  sont  données  par  les  formules 

^   ^  dx       ^  dz  dy        ^  dz 

sont  les  mêmes  pour  toutes  ces  surfaces.  Il  est  donc  naturel  d'associet  à 
chaque  courbe  caractéristique  une  développable  caractéristique  pas^sant 
par  cette  courbe.  Les  quatre  équations  (92)  et  (93)  permettent  d'exprimer 
quatre  oes  variables  x^  y,  Zy  p,  q  au  moyen  de  l'une  d'elles  et  des  trois 
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constantes  arbitraires  a,  6,  c.  Pour  démontrer  ridcntité  des  multiplicités 
ainsi  définies  avec  les  caractéristiques  déduites  de  la  méthode  de  Cauchy* 
il  suffit  de  prouver  que  ces  nouvelles  multiplicités  satisfont  aux  équations 
différentielles  (79).  Je  renverrai  pour  ce  calcul  aux  Ouvrages  spéciaux. 
(  Leçons  sur  V intégration  des  équations  du  premier  ordre j  p.  121 -128.) 

Remarque,  —  La  théorie  de  Tintégrale  complète  s'applique  aussi  bien 
aux  équations  linéaires  qu'aux  équations  non  linéaires.  Il  semble  au  con- 
traire, à  première  vue,  que  la  méthode  de  Cauchy  se  présente  d'une  façon 
tout  à  fait  diiïérente  pour  les  équations  linéaires  et  pour  les  équations  non 
linéaires.  En  eiïet,  les  caractéristiques  d'une  équation  linéaire,  ou  d'une 
équation  qui  se  décompose  en  plusieurs  équations  linéaires,  forment  une 
congruence,  et  non  un  complexe.  Mais,  si  l'on  associe  à  chaque  courbe 
caractéristique  une  développable  caractéristique,  l'anomalie  disparait. 
Chaque  courbe  caractéristique  appartient  en  eiïet  à  une  infinité  de  déve- 
loppables  caractéristiques,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  de  sorte 
que  cet  ensemble  dépend  bien  de  trois  constantes  arbitraires.  Reprenons 
par  exemple  l'équation  des  surfaces  coniques  px-\-qy — ;;  =  o.  L'équa- 
tion z  =^  ax -^  by  représente  une  intégrale  complète  formée  de  plans  P 
passant  par  l'origine.  Les  courbes  caractéristiques  sont  des  droites  passant 
par  l'origine,  et  les  développables  caractéristiques  sont  les  plans  P  eux- 
mêmes.  On  obtiendra  donc  une  caractéristique  en  associant  à  une  droite 
passant  par  l'origine  un  plan  passant  par  cette  droite  :  cet  ensemble  dépend 
bien  de  trois  constantes  arbitraires. 
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-440.  Généralités.  —  La  méthode  d'intégration  de  Lagrange  et  celle  de 
Cauchy  s'étendent  l'une  et  l'autre  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  et 
même  aux  systèmes  d'équations  simultanées  du  premier  ordre  avec  une 
seule  fonction  inconnue.  Le  problème  parait  beaucoup  plus  difficile 
quand  on  passe  aux  équations  d'ordre  supérieur  au  premier,  et  ce  n'est 
que  dans  des  cas  particuliers  que  Ton  peut  ramener  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  /i  (/ï  >  i)  à  l'intégration  d'un. ou 
de  plusieurs  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires.  Il  en  est  ainsi, 
par  exemple,  lorsqu'une  équation  ne  renferme  que  les  dérivées  par  rap- 
port à  une  seule  des  variables;  considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'équa- 
tion 

où  le  second  membre  ne  renferme  que  les  dérivées  par  rapport  à  x.  Si 
l'on  suppose  que  y  ait  une  valeur  constante,  cette  équation  est  en  réalité 
une  équation  différentielle  ordinaire  d'ordre  n  entre  les  deux  variables  z 
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€l  x^  et  toute  intégrale  de  cette  équation  z  =  F(a7,  j/*),  quand  on  y  attribue 
à  y  une  valeur  constante,  est  aussi  une  intégrale  de  la  méoie  équation, 
considérée  comme  une  équation  diiïérentielle  ordinaire.  Inversement,  soit 
z  =  ^{x^y.  Cl,  Ci,  ..  .,  C„)  l'intégrale  générale  de  cette  équation  diffé- 
rentielle; toute  fonction  des  deux  variables  x^y^  obtenue  en  remplaçant  Ci, 
Cj,  ...»  Crt  par  des  fonctions  arbitraires  de  ^,  est  une  intégrale  de  Téqua- 
tion  proposée,  et  Ton  obtient  toutes  ces  intégrales  en  donnant  aux  fonctions 
arbitraires  toutes  les  formes  possibles.  Mais  ce  n'est  pas  là  le  seul  cas  où 
l'intégrale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n  peut 
être  obtenue  par  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires. 

Les  théorèmes  d'existence  de  Cauchy  s'étendent  aussi  aux  équations 
d'ordre  supérieur.  Bornons-nous,  pour  plus  de  précision,  aux  équations 
du  second  ordre 

(95)  r=zf{x,y,  s,  p,  q,  s,  /); 

le  théorème  d'existence  peut  alors  s'énoncer  ainsi  :  La  fonction 

fi^i  J'^  ^1  Pi  y»  s,  t) 

étant  holomorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xq,  yQ,  Zqi  />o»  Ço»  'o^ 
/y,  soient  ^o(y)  et  ^i(y)  deux  fonctions  de  y^  holomorphes  au  voisi- 
nage de  yot  et  telles  que  Von  ait 

?o(ro)  =  '2o,     ?'o(ro)  =  yo»      ?;(ro)  =  <o,      9i(ru)=/>o,      ?V.>'o)=*o; 

il  existe  une  fonction  z  des  deux  variables  x  et  y^  satisfaisant  à 
l'équation  proposée  (95),  holomorphe  au  voisinage  de  Xqj  yo,  et  telle 

que,  pour  x  =  Xq,  z  se  réduise  à  ^o(y)  ^^  T'  ^  ?i(y)- 

La  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  qui  a  été  développée  plus 
haut  (n**  386)  pour  les  équations  du  premier  ordre  (*). 

Les  conditions  qui  déterminent  la  surface  intégrale  peuvent  s'énoncer 
géométriquement  d'une  façon  très  simple.  Soit  C  la  courbe  plane  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

x  =  x^,         z  =  ^o(y); 

cette  courbe  C  appartient  à  une  infinité  de  surfaces  intégrales,  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire  çi(^).  Si  cette  fonction  ^i(y)  est  donnée  aussi, 
!e  plan  tangent  à  la  surface  est  connu  par  là  même  tout  le  long  de  la 
•courbe  C.  Par  une  généralisation  toute  semblable  à  celle  du  n°  437,  on 
démontre   qu'une   surface  intégrale  d'une  équation  du  second   ordre  de 


(  '  )  K.  GuuRSAT,  Sur  L'existence  des  fonctions  intégrales  d*un  système  d'équa- 
iions  aux  dérivées  partielles  (  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  20, 
p.  139-134). 
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forme  quelconque  est  en  généra]  déterminée  par  la  condition  de  passer 
par  une  courbe  donnée  1%  plane  ou  gauche,  et  d'admettre  un  plan  tangent 
donné,  en  chaque  point  de  celte  courbe.  La  recherche  de  cette  surface 
intégrale  constitue  le  problème  de  Cauchy  pour  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

^441.  Équations  de  Monge-Ampère.  —  La  première  méthode  générale 
d'intégration  pour  les  équations  du  second  ordre  est  due  à  Monge;  elle  a 
été  ensuite  étendue  par  Ampère  à  des  équations  d'une  forme  plus  générale, 
que  Ton  appelle  aujourd'hui  équations  de  Monge-Ampère, 

Soient  w(^,  y^  «,  /?,  q ),  v{Xy  y^  5,  Py  Ç)  deux  fonctions  de  x^  y,  z,  p^ 
q\  considérons  une  équation  du  premier  ordre  de  la  forme 

(96)  u,{x,  y,  z,p,  q)  =zT\v{x,y,  z,  p,  q)], 

la  fonction  ic  étant  quelconque.  En  faisant  varier  la  forme  de  cette  fonc- 
tion  T.{v)^  on  obtient  une  infinité  d'équations  du  premier  ordre;  mais, 
quelle  que  soit  la  fonction  tz(v),  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (96) 
satisfont  à  une  même  équation  du  second  ordre,  indépendante  de  tt.  Il 
vient  en  effet,  en  différenliant  l'équation  (96)  par  rapport  à  or  et  par  rap- 
port ky, 

[   du        du  du  Ou  ,,.  fàv        àv  dv  di>    \ 

1-7--+-— /)-+-  —  rn-  -—5=7:  (v){—  -^  T-  P-^  T-  '^-^  T  ^)* 
]  dx        âz  '         dp  dq  ^  \dx        dz  "^        dp  ^<7    / 

(du        du  du  du  ,,.  /  dv        dv  dv  dv    \ 

dy        dz  ^        dp  dq  ^     \dy        dz  ^        dp  dq    / 

l'élimination  de  tl\ç)  entre  ces  deux  relations  conduit  à  une  équation  du 
second  ordre 

(9»)  ^^^i^l^(r/-52)4-Ar-i-B5-+-G/-+-D  =  o, 

^{p^  q) 

A,  B,  G,  D  étant  des  fonctions  de  x^  y,  5,  /?,  ^,  dont  il  serait  facile  d'écrire- 
l'expression  au  moyen  des  dérivées  partielles  de  a  et  de  p.  D'après  la  façoni 
même  dont  on  obtient  cette  équation,  son  premier  membre  est  identique 
au  jacobien  des  deux  fonctions  a(ar,  y^  ^,  /?,  q)  et  v{Xy  y,  Zy  /?,  q)  par 
rapport  aux  deux  variables  x  et  y^  ce  jacobien  étant  calculé  en  regar- 
dant z  comme  une  fonction  de  x  et  de^,  p  et  q  comme  ses  dérivées  par- 
tielles. L'équation  du  second  ordre  (98)  est  donc  équivalente  à  l'équation 
du  premier  ordre  (96),  avec  une  fonction  arbitraire  T:(t').  Cette  équation 
du  premier  ordre  s'appelle  une  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  du 
second  ordre  (98);  nous  pouvons  encore  l'écrire,  sous  une  forme  équiva- 
lente mais  plus  symétrique, 

(99)  '  9(UyV)    =    Oy 

(p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Les  équations  du  second  ordre  auxquelles  on  est  ainsi  conduit  rentrent 
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dans  le  type  suivant 

(loo)  Wr-h  iKs  -^  Lt  -h  M  -h  X(/7  — 5^)  =  o, 

H,  K,  L,  M,  N  étant  des  fonctions  de  ar,  y,  z,  p,  g.  Toute  équation  de 
cette  forme  est  une  équation  de  Afon^e-Ampère,  mais  elle  ne  provient 
pas  en  général  de  l'élimination  d'une  fonction  arbitraire  ir(«^),  si  les  coef- 
ficients H,  K,  L,  M,  IN  sont  quelconques.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  ces  coef- 
ficients doivent  satisfaire  à  certaines  conditions  que  nous  nous  proposons 
de  rechercher. 

Généralisant  un  peu  le  problème,  nous  dirons  que  toute  équation  du 
premier  ordre 

(loi)  fi^yy,  >5,  p,  q)  =  G, 

où  G  est  une  constante  arbitraire,  est  une  intégrale  intermédiaire  de 
l'équation  (loo),  si  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  du  premier 
ordre  (sauf  peut-être  les  intégrales  singulières)  satisfont  aussi  à  l'équa- 
tion (loo),  quelle  que  soit  la  constante  G.  De  l'équation  (loi)  on  déduit, 
en  diiférentiant  par  rapport  à  a:  et  à  ^, 

(  lO'i)  -p--t--^/>H /-^ ^5  =  o, X-  —-q  ■^ A- -H  —  /  =  o; 

ox       Oz  Op  0(j  Oy       Oz  '        Op  Oq 

si  de  ces  relations  on  tire  deux,  des  dérivées  du  deuxième  ordre,  r  et  5  par 
exemple,  et  qu'on  les  porte  dans  l'équation  (loo),  le  résultat  doit  se  ré- 
duire à  une  identité.  En  elfet,  si  ce  résultat  n'était  pas  indépendant  de  /, 
on  en  tirerait  la  valeur  de  /,  et  par  suite  on  aurait  les  trois  dérivées  du 
second  ordre  exprimées  au  moyen  de  a™,  y^  z^  p,  q.  Des  différentiations 
successives  permettraient  d'exprimer  de  proche  en  proche  toutes  les  dé- 
rivées partielles  de  z  au  moyen  de  a?,  y^  z,  /?,  q,  et  les  intégrales  com- 
munes aux  équations  (  loo)  et  (loi)  ne  pourraient  dépendre  que  d'uo 
nombre  Ji ni  de  constantes  arbitraires.  Si  le  résultat  de  la  substitution  est 
indépendant  de  /,  comme  ce  résultat  R(a:, y,  z^p,  q  )  est  indépendant  de  C, 
l'équation  (loo)  ne  peut  admettre  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (loi) 
à  moins  que  R  ne  soit  identiquement  nul.  En  résumé,  pour  que  l'équation 
du  premier  ordre  (loi)soit  une  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  (loo), 
il  faut  et  il  suffit  que  la  relation  (loo)  entre  les  variables  r,  f,  t  soit  une 
conséquence  des  relations  (102)  entre  les  mêmes  quantités.  S'il  en  est 
ainsi,  toutes  (*)  les  intégrales  de  Téquation  du  premier  ordre  (101)  véri- 
fient bien  les  relations  (102)  et  par  suite  l'équation  (100). 

Pour  exprimer  que  l'équation  Ci 00)  est  une  conséquence  algébrique 

(*)  Exception  doit  cependant  être  faite   pour  les  intégrales  qui  satisfont  à  la 

fois  aux  relations  -^  z=  o,  -^  =  o\  -r--f-p-r-  =  o,  -f — ha^=o,  car  les  équa- 

dp  àq  dx      ^  dz         '  ày       ^  dz 

tions  (102)  deviennent  alors  illusoires. 

Ces  intégrales,  s'il  en  existe,  sont  des  intégrales  singulières^  àe  Téquation  (101). 
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des  relations  (loa),  il  est  commode  de  se  servir  d'une  représentation  géo- 
métrique. Regardons  a?,  y^  z,  />,  q  comme  des  constantes  données,  et  r, 
s,  t  comme  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  l'espace  à  trois 
dimensions.  Avec  ces  conventions,  l'équation  (loo)  représente  une  surface 
du  second  degré  S  (si  N  n'est  pas  nul),  ou  un  plan  P  (si  N  est  nul);  les 
équations  (102)  représentent  une  droite  D,  et  tout  revient  à  exprimer  que 
cette  droite  D  appartient  à  la  surface  £  ou  au  plan  P. 

Supposons  N  T^^o;  il  faut  alors  que  la  droite  D  se  confonde  avec  une 
génératrice  rectiligne  G  de  la  surface  2.  Pour  obtenir  ces  génératrices, 
nous  pouvons  écrire  l'équation  (100),  en  multipliant  tous  les  termes  par  N, 

(  ,\>  _^  L)(  N <  _H  H  )  -  \Î5t ^  2  KIV5  -h  MN  —  HL  =.  o, 

ou  encore 

(io3)  (:Nr-hL)(N/-f-H)  — (N5-HX,)(N5-hX,)  =  o, 

Xi  et  X]  étant  les  deux  racines  de  l'équation  du  second  degré 

4104)  X*-h2KX-n  HL   -MNr:-.  O. 

Toute  génératrice  rectiligne  est  donc  représentée  par  l'un  des  deux  sys- 
tèmes d'équations 

^  Nr-^L  =  ii(N*4-X,),  j  Nr-4-L  =,x(N5-f-X,), 

le  paramètre  ]x  étant  indéterminé.  Pour  que  l'équation  /  =  C  soit  une  inté- 
grale intermédiaire,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  des  équations  (102) 
soit  équivalent  à  l'un  des  systèmes  (A)  ou  (B).  Ecrivons,  par  exemple, 
que  les  systèmes  (loa)  et  (A)  représentent  la  même  droite;  nous  avons 
trois  conditions  seulement 

iL  EL  ^  +  ^In         ^^'^-o 

dp  àq  dx        ^^       _  ^y        ^^ 

"n"  ^  ^=^^  ^     L  — jxX,     "^     X,— fill    ' 

et,  en  éliminant  le  paramètre  {Ji,  nous  voyons  en  définitive  que  la  fonc- 
tion/(a?,  j/*,  -S,  /?,  q)  doit  satisfaire  aux  deux  équations  simultanées 

De  même,  pour  que  la  droite  D  représentée  par  les  équations  (102)  soit 
une  génératrice  du  système  (B),  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  /  vérifie 
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les  deux  équations 


(io5  bis) 


qui  se  déduisent  des  précédentes  en  permutant  Xi  et  Xf. 

La  recherche  des  intégrales  intermédiaires  de  Téquation  de  Monge- 
Ampère  est  donc  ramenée  à  la  recherche  des  intégrales  communes  à  deux 
équations  simultanées  de  la  forme  Oo5).  C'est  là  une  question  bien  connue 
que  je  ne  puis  développer  ici  (*).  Si  les  coefficients  H,  K,  L,  M,  N 
sont  quelconques,  les  équations  (io5)  n'admettent  pas  d'autre  intégrale 
que/=C;  il  en  est  de  même  des  équations  (io5  bîs)^  et  Téquation  du 
second  ordre  n'a  pas  d'intégrale  intermédiaire.  D'une  façon  générale,  les 
cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter  sont  les  suivants;  ce  qu'on  dira 
du  système  (io5)  s'applique  également  au  système  (io5  bis).  Les  équa- 
tions (io5)  peuvent  n'admettre  aucune  intégrale  autre  que/=  G  (c'est  le 
cas  général  ),  ou  admettre  une,  deux,  ou  trois  intégrales  distinctes;  oo 
dit  que  plusieurs  intégrales  sont  distinctes  lorsqu'il  n'existe  entre  ces  inté- 
grales aucune  relation  indépendante  de  ar,  y,  z^p,  q.  On  peut  toujours 
trouver  le  nombre  des  intégrales  distinctes  par  des  difTérentiations  et  des 
éliminations,  et  ces  intégrales  elles-mêmes  s'obtiennent  par  l'intégration 
d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires. 

Si  l'un  des  systèmes  (io5)  ou  (loô  bis)  admet  deux  intégrales  distinctes 

^(-r^y,  ^,  p.  q)         et         i>(^y  y,  s,  p,  q), 

le  même  système  admet  l'intégrale  ^(Uy  if),  quelle  que  soit  la  fonction  ç, 
et  l'équation  de  Monge-Ampère  (loo)  admet  une  intégrale  intermédiaire 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire 

(io6)  ^(w,  t^)  =  o. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  (98)  obtenue  plus  haut  par  Téli- 
mination  de  la  fonction  arbitraire 

(du       du  du  du  \  /  dç       dv  dv  dv    \ 

dx        dz  ^  0p  dq  l\dy        dz  ^  dp  dq    ) 

_(  àv  dv^  dv  dv  \/du  du  du  ^"    \  _ 

\dx  dz^  dp  ~^  dq  /\dy  dz  ^  dp  dq    )  ~~ 

est  identique  à  l'équation  (100)  si  les  deux  fonctions  u  tl  v  satisfont  à  la 
fois  à  l'un  des  systèmes  (io5)  ou  (io5  bis).  Prenons  par  exemple  le  pre- 

(*)  Voir,  par  exemple,  mes  Leçons  sur  VintégrcUion  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  (Chap.  II  ) 
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mier  cas;  multiplions  tous  les  termes  de  l'équation  précédente  par  N*  et 

.            ^^(àu  du\  ,  •         .•   •       j        ' 

remplaçons  >l( ^p  —  ),  . .  -,  par  leurs  expressions  tirées  des  equa- 

tions  (io5).  En  développant  les  produits  indiqués,  on  retrouve  l'équation 

..  I)(  //.  <o 


^l/'»  'D 


[Hr-f- 7.K5-+-  Lr -h  M  -+-  N(r/  — 5«)]  =  o. 


En  résumé,  pour  que  Inéquation  de  Monge- Ampère  admette  une 
intégrale  intermédiaire  dépendant  d'une  fonction  arbitraire,  il  faut 
et  il  suffit  que  Vun  des  systèmes  (io5)  ou  (io5  bis)  possède  deux  inté- 
grales distinctes.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  l'intégration  de  l'équation  de 
Monge-Ampère  est  ramenée  à  l'intégration  de  l'équation  du  premier 
ordre  o{u^  v)  =  o,  ou  i>  =  7r(a).  En  général,  on  ne  peut  effectuer  l'inté- 
gration de  cette  équation  du  premier  ordre  qu'après  avoir  pris  pour  la 
fonction  arbitraire  Tt{u)  une  forme  déterminée.  La  solution  du  problème 
de  Gaucby  pour  l'équation  de  Monge-Ampère  se  ramène  dans  ce  cas  à 
l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  Supposons 
en  effet  que  l'on  se  donne  une  courbe  T  et  une  surface  développable  pas- 
sant par  celte  même  courbe;  les  coordonnées  Xy  y  y  z  d'un  point  de  F  et 
les  coefficients  angulaires/?,  q  du  plan  tangent  au  point  [x^y^  z)  à  cette 
développable  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  variable  a.  En  rempla- 
çant Xj  y^  Zj  py  q  par  leurs  valeurs  dans  u  et  f,  les  résultats  sont  des 
fonctions  U(a)  et  V(a)  de  a.  Pour  que  Téquation  du  premier  ordre  i>  =  ic(u) 
admette  une  intégrale  tangente  à  la  développable  donnée  le  long  de  la 
courbe  F,  la  fonction  tt  doit  satisfaire  à  la  relation  V(a)  =  7c[U(a)],  qui 
détermine  en  général  cette  fonction.  La  fonction  Tr(e«)  étant  connue,  on 
est  ramené  à  trouver  une  intégrale  de  l'équation  p  =  77({^)  passant  par  la 
courbe  F,  c'est-à-dire  au  problème  de  Gauchy  pour  une  équation  du  pre- 
mier ordre. 

Rembarque,  —  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  N  ^  o.  Si  N  est  nul,  l'équa- 
tion (100)  représente  un  plan.  On  pourrait  refaire  une  théorie  analogue 
à  la  précédente,  mais  il  est  facile  de  ramener  ce  cas  à  celui  qui  a  été 
traité.  En  effet,  si  le  coefficient  M  n'est  pas  nul,  la  transformation  de 
Legendre  appliquée  à  l'équation  (  100)  conduira  à  une  équation  de  même 
espèce  où  le  coefficient  de  rt  —  5*  ne  sera  pas  nul  (I,  n*  41  ).  Si  l'on  a  à  la 
fois  M  =  o,  N  =  o,  une  transformation  z  =  <Ka?,  y)  -\-  Z  conduira  à  une 
équation  de  même  forme  où  le  terme  indépendant  des  dérivées  du  second 
ordre  de  Z  ne  sera  pas  nul,  pourvu  qu'on  prenne  pour  la  fonction  ^(x^y) 
une  fonction  qui  ne  soit  pas  une  intégrale  de  l'équation  (100). 

Exemples.  —  1°  Soit  l'équation  5'  —  r^  =  o.  Les  deux  systèmes  (io5) 
et  (io5  bis)  se  réduisent  à  un  seul 

/        X  àf  df  àf  ôf 
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L'intégrale  générale  de  la  première  équation  est  F(a,  ^,  /?,  ç)  où 
u  =  z — px;  en  écrivant  que  F(a,  ^,  />,  q)  satisfait  aussi  à  la  seconde 
équation,  on  obtient  la  relation 

âF  âF 

dont  Tintégrale  générale  est  une  fonction  arbitraire  dej9,  q  et  de 

u  —  qy  -^  z  -pr  —  qy. 

Le  système  (107)  admet  donc  trois  intégrales  distinctes,  et  toute  équation 
du  premier  ordre  de  la  forme  <?(/?,  q,  *  —  px  —  qy^^o  est  une  inté- 
grale intermédiaire.  En  particulier,  prenons  Tinlégrale  intermédiaire 
q  =  f  (/>),  dont  une  intégrale  complète 

z  =  ax  -^ yo(a)-h  ù 

se  compose  de  plans;  Tintégrale  générale  est  formée  de  surfaces  dévelop- 

pables,  et  nous  retrouvons  un  résultat  déjà  obtenu  (*)(!,  n**  42  et  222). 

2°  Soit   l'équation  (i-hq*)s — /?^/ =  o,   qui   exprime  que   les  sections 

de  la  surface  z  ^/{x^  y)  par  les  plans  parallèles  au  plan  x  =  o  sont  des 

lignes  de  courbure.  On  peut  trouver  aisément  une  intégrale  intermédiaire 

sans  avoir  recours  à  la  méthode   générale;  si  l'on  écrit  en  effet  Féqua- 

s  (J  t 

tion  —  =  — - — -,  les  deu\  membres  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport 

/?  I  -h  y*  r  r  rr 

à  ^  de  logjoet  de  -  log(i  -h  q-).  L'équation  proposée  admet  donc  une  inté- 

Ml 

grale  intermédiaire  que  l'on  peut  écrire 
(108)  />=  >/x-^q^f(x), 

/(x)  étant  une  fonction  arbitraire  de  x.  Cette  équation  du  premier  ordre 
admet  l'intégrale  complète 


et  l'intégrale  générale  est  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

z  =  \/i-^a*/(x)  ^ay-^o(a),        ^-hG^(a)-4-     r/(ar)  =  o, 

qui  permettent  d'exprimer  y  et  z  au  moyen  de  x  et  du  paramètre  auxi- 
liaire a.  Le  lecteur  vérifîera  sans  peine  que  cette  solution  ne  diffère  que 
par  les  notations  de  celle  qui  a  été  donnée  (I,  n^  252). 

3°  Considérons    encore    l'équation    5— A-/?5  =  o,    que    l'on    peut    aussi 


(')  Cet  exemple  nous  fournit  une  conHrmation  d'une  remarque  faite  plus  haut 
(  note  de  la  page  58a).  On  sait  en  effet  que  l'équation  ^{pt  q^  z  — px  —  qy)  =0, 
contenant  z — px  —  qy^  admet  une  intégrale  singulière  £,  qui  est  une  surface 
non  dcveloppable,  et  qui  par  conséquent  ne  satisfait  pas  à  l'équation  s^  —  rl  =  o. 
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écrire  -^ k  — —  =  o,  et  qui  admet  par  conséquent  Tintégrale  internrïé- 

àx        A       dx  ^  *^  . 

diaire 

(109)  ___=ç(^.), 

^  étant  une  fonction  arbitraire.  On  peut  prendre  pour  cette  fonction  9  une 
forme  telle  que  Ton  puisse  obtenir  sous  forme  explicite  Tintégrale  géné- 
rale de  l'équation  de  Riccati  (109).  Nous  savons,  en  elTet,  que  cette  inté- 
grale générale  est  une  fonction  linéaire  de  la  constante  d'intégration  qui 
est  ici  une  fonction  arbitraire  de  r;  elle  est  donc  de  la  forme 


\-4-H3(^; 


^if  ^1)  ^3  étant  des  fonctions  déterminées  de  y  et  X  une  fonction  arbi- 
traire de  X,  Il  suffira  de  choisir  les  fonctions  8|,   8},  83  de  façon  que 

-r A:  —  ne  renferme  pas  X  pour  que  z  soit  l'intégrale  générale  d'une 

équation  de  la  forme  (109).  On  trouve  ainsi  les  conditions 

e',  —  ^8, 8,  =  o,         ^8,83  -h  A-8|  =  o, 

qui  permettent  d'exprimer  81  et  81  au  moyen  de  83,  8^,  83. 

2  I  Y' 

Posons  83  =  Y,  il  vient  8j  —  —  j  Y',  puis  81  =  -r  -r^»  et  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  s  —  kpz  =  o  est  par  conséquent 

X  étant  une  fonction  arbitraire  de  x,  et  Y  une  fonction  arbitraire  de  ^. 


EXERCICES. 

1.  Intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles 

ax^p  -\-{x^z  -h  ax^y  —  ax^y^)q  =  lax^yz  —  za^y^^ 

{x  —  ^y)p  -t-  i\ox  — y)q  =  (jy^ —  \.r^  —  'Mjxy. 

!2.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  qui  coupent  à  angle  droit 
les  sphères  représentées  par  l'équation 

x^-hy^-h  5*—  'laz  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable. 
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Déduire  du  résultat  obtenu  quelques  systèmes  formés  de  trois  familles 
de  surfaces  orthogonales. 

'A.  Trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  clés  surfaces  décrites  par 
une  droite  qui  se  meut  en  rencontrant  une  droite  fixe  sous  un  angle  donné. 
Intégrer  cette  équation  aux  dérivées  partielles. 

[Licence;  Paris,  juillet  1873.] 

A.  Etant  donnés  un  plan  P  et  un  point  O  dans  le  plan,  trouver  Téqua- 

tion  générale  de  toutes  les  surfaces  telles  que  si,  par  un  point  quelconque  m 

de  l'une  d'elles,  on  mène  la  normale  mn  qui  rencontre  en  n  le  plan  P, 

puis  la  perpendiculaire  mp  à  ce  plan,  l'aire  du  triangle  Onp  soit  égale  à 

une  constante  donnée. 

[Licence;  Paris,  novembre  1871.] 

5.  Même  question,  en  supposant  que  l'angle  nOp  est  constant. 

[Licence;  Rennes,  1883.] 

6.  Déterminer  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  condition 


Op  X  mn  =  X  O  m  , 

dans  laquelle  X  désigne  une  constante  donnée,  O  l'origine  des  coordon- 
nées, m  un  point  quelconque  de  Tune  de  ces  surfaces,  p  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  m,  et  n  la  trace  de  la 

normale  sur  le  plan  xOy. 

[Licence;  Paris,  1875.] 

7.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  telles  que  si,  par  un  point  m 
de  l'une  d'elles,  on  mène  la  normale  mn  terminée  au  plan  des  xy,  la  lon- 
gueur mn  soit  égale  à  la  distance  On. 

[Licence;  Poitiers,  i883.] 

8.  On  demande  les  surfaces  intégrales  de  l'équation 

déterminer  la  fonction  arbitraire  de  façon  que  les  caractéristiques  forment 
une  famille  de  lignes  asymptotiques  des  surfaces  intégrales,  et  trouver  les 
trajectoires  orthogonales  des  surfaces  ainsi  obtenues. 

[Licence;  Paris,  juillet  1904.] 

9.  On  considère  une  famille  de  courbes  gauches  (F)  représentées  par 
les  deux  équations 

x^-\-  'àjr^  =  az^j        x^-\-y^-h  Z' =  bz, 

où  a  et  6  sont  deux  paramètres  variables. 
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1"  Démontrer  que  ces  courbes  sont  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
famille  de  surfaces  (S)  à  un  paramètre; 

2"  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  (S); 

3"  Montrer  que  ces  surfaces  font  partie  d'un  système  triple  orthogonal 
et  trouver  les  deux  autres  familles  de  ce  système. 

[Licence;  Paris,  juillet  1901.] 

10.  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  admettant  l'intégrale  com- 
plète ^*(a:' —  a)  —  (z  -r-  b)^^  et  intégrer  cette  équation. 

11.  Déterminer  les  surfaces  telles  que  le  segment  mn  de  la  normale, 
compris  entre  la  surface  et  le  point  d'intersection  n  avec  un  plan  fixe  P, 
se  projette  sur  ce  plan  P  suivant  un  segment  de  longueur  constante. 

12.  Soit  n  le  point  où  la  normale  en  /n  à  une  surface  rencontre  le  plan 
des  xy.  Trouver  les  surfaces  telles  que  la  droite  On  soit  parallèle  au 
plan  tangent  en  /n.  [Licence;  Poitiers,  juillet  1884.] 

13.  On  demande  de  déterminer  les  surfaces  qui  coupent  sous  un  angle 
donné  V  tous  les  plans  passant  par  une  droite  fixe.  Montrer  que  les  carac- 
téristiques sont  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  intégrales. 

14.  Les  courbes  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  admet 
l'intégrale  complète 

(1  —  a*)j7  -r-  X:(i  -i-  a^)z  -h  lay  -H  6  =  o, 

où  a  et  6  sont  deux  constantes  arbitraires,  satisfont  à  la  relation 

l.y.  Toute  courbe  intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
F(ar,  y^  Zy  p,  y)  =  o,  tangente  en  un  point  M  à  une  génératrice  G  du 
cône  (T)  de  sommet  M,  a  un  contact  du  second  ordre  avec  toute  surface  in- 
tégrale tangente  en  M  au  plan  tangent  au  cône  (  T  )  suivant  la  génératrice  G. 

[SOPHUS   LiK.] 

16.  L'intégrale  générale  de  l'équation  de  Liouville  $  =  e*-  est  donnée  par 
la  formule 

dz 
[On  ramène  cette  équation  à  l'équation  de  la  page  687  en  posant  y-  =  a.] 

17.  Intégrer  les  équations 

rt  —  s*-i-/'{x)pt  =  o,         ri  —  s^ -\-  a-  =  o,         rt  —  s^  =  pqs. 


•—* 


CHAPITRE  XXIIf. 

ÉLÉMENTS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS, 


Les  problèmes  qui  font  l'objet  du  calcul  des  variations  sont 
des  problèmes  de  maximum  ou  de  minimum  de  nature  très  variée, 
dans  lesquels  il  s'agit  de  déterminer  la  forme  d'une  ou  de  plusieurs 
fonctions  inconnues.  Ne  pouvant  consacrer  à  ce  sujet  qu\in  petit 
nombre  de  pages,  je  me  borne  à  étudier  en  détail  le  plus  simple 
de  ces  problèmes,  pour  bien  mettre  en  évidence  les  ^difGcultés  spé- 
ciales à  ce  genre  de  questions,  et  pour  tâcher  en  même  temps  de 
donner  une  idée  de  quelques  progrès  récents  de  cette  théorie.  Il  est 
presque  superflu  d'ajouter  qu'il  ne  sera  question  dans  ce  Chapitre 
que  de  variables  réelles.  ' 

I.  —  PREMIÈRE  ET  SECONDE  VARIATIONS. 

442.  Défluitions.  Objet  du  problème.  —  Soit  F(a7,  y^  y')  une 
fouction  des  trois  variables  x^  y^  y  ^  qui  est  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre,  tant  que  le 
point  de  coordonnées  (x,  y)  reste  dans  une  région  connexe  du 
plan  ^^,  et  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  y.  Dans  tous  les 
exemples  que  nous  traiterons,  cette  fonction  F  est  analytique;  la 
région  <^,  qui  est  déterminée  pour  chaque  cas  par  les  conditions 
du  problème,  peut  embrasser  tout  le  plan  ou  être  limitée  par  une 
ou  plusieurs  courbes  frontières, 

So\lf{x)  une  fonction  continue  et  admettant  une  dérivée  con- 
tinue dans  un  intervalle  (^r©,  0*4);  nous  dirons  que  cette  fonc- 
tion /(a:)  appartient  à  la  classe  (I)  dans  l'intervalle  (xq,  xC),  L'équa- 
tion^ =Ey*(;r),  quand  on  fait  varier  x  àe  x^  k  x^^  représente  une 
certaine  courbe  F;  nous  dirons  aussi  que  cette  courbe  F  appartient 
à  la  classe  (I).  Si  celle  courbe  F  est  située  dans  la  région  ^,  la 
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fonction  F[jc,  /(x),  /'{^)]  obtenue  en  remplaçante^  par/(a:) 
et  y  par  /'(x)  dans  F(a:,  y^  y)  est  continue  dans  l'inter- 
valle (xo,  Xi)  et  l'intégrale 


a  une  valeur  finie.  Nous  écrirons  aussi  cette  intégrale 


J  =  Jv{x,y,y)dx, 


en  indiquant  la  courbe  F  le  long  de  laquelle  elle  est  prise.  Soient  A. 
et  B  deux  points  quelconques  de  la  région  <^,  de  coordonnées 

(•^o>  JKo)  et  {^\t  y\)i  nous  supposerons  toujours  ^7©  <  -^i-  O"  \ie\x\ 
joindre  ces  deux,  points  A  et  B  par  une  infinité  de  courbes  F  de 
la  classe  (I),  situées  tout  entières  dans  la  région  A,  Une  quelconque 
de  CCS  courbes  F  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 
yz=:f{^x)^  la  fonction  f{x)  étant  une  fonction  de  la  classe  (l), 
déiinie  dans  Tintervalle  {x^^  x^)y  satisfaisant  aux  deux  conditions 

ro=/(^o),         V,  =/(a:,), 

et  telle  en  outre  que  le  point  de  coordonnées  [jî,  f{x)^  reste  dans 
la  région  S.  lorsque  x  varie  Ae  x^  k  x^,  Pl  chaque  fonction /"(ar) 
satisfaisant  à  ces  conditions  correspond  une  valeur  déterminée  de 
Fintégrale  J.  Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  peut  être 
formulé  ainsi  :  Parmi  les  courbes  F  de  la  classe  (Y) ^  joignant  les 
deux  points  A  et  B  et  situées  dans  la  région  A^  en  existe-t-il 
une,  telle  que  l^ intégrale]  correspondante  ait  une  valeur  plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  courbe  satisfaisant 
aux  mêmes  conditions? 

Il  n'est  nullement  certain  a  priori  qu'il  existe  une  courbe  F  ré- 
pondant à  la  question.  Supposons  par  exemple,  que  la  fonction 
F(x,  y^  y)  soit  toujours  positive  pour  toutes  les  valeurs  finies 
Ae  y' ^  lorsque  le  point  {x^y)  reste  dans  la  région  A,  L'intégrale  J 
a  évidemment  une  valeur  positive  pour  toute  courbe  F  joignant  les 
deux  points  A  et  B;  la  valeur  de  cette  intégrale  a  donc  une  limite 
inférieure  m<o,  mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  qu'il  existe  une 
courbe  F  de  l'espèce  considérée  pour  laquelle  J  a  cette  valeur  m; 
nous  verrons  plus  loin  qu'il  ïi'en  est  pas  toujours  ainsi.  Il  y  a  là 


I 
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une  différence  essentielle  entre  les  problèmes  du  calcul  des  varia- 
tions et  les  problèmes  de  maximum  et  de  minimum  traités  dans  le 
calcul  différentiel;  nous  savons  en  effet  qu'une  fonction  d'une 
seule  variable  x^  par  exemple,  qui  est  continue  dans  un  inter- 
valle (a,  b)  passe  par  une  valeur  maximum  et  par  une  valeur  mi- 
nimum dans  cet  intervalle  (I,  n"  70). 

Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  recherche  des  maxima  et 
des  miniiua  relatifs,  c'est-à-dire  que  nous  ne  comparerons  la 
valeur  de  l'intégrale  J  le  long  d'une  courbe  F  joignant  les  deux 
points  A  et  B  qu'aux  valeurs  de  la  même  intégrale  pour  des 
courbes  înflniment  voisines  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 
Pour  fixer  les  idées,  nous  ne  rechercherons  que  les  valeurs  mi- 
nima,  le  cas  des  maxima  se  ramenant  au  premier  par  le  change- 
ment de  F  en  —  F. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  peut  être  formulé  ana- 
lytiquement  d'une  façon  précise.  Soii  y=^f{x)  une  fonction  de 
la  classe  (I)  dans  l'inrervHlIe  (^r©,  x^y  prenant  les  valeurs  j^o  pour 
x=^Xq  et  yi  pour  .c  =  x^y  et  telle  que  la  courbe  F  représenter 
par  l'équation  y=.f(^x)  soit  à  l^ intérieur  de  la  région  A,  SoitE 
un  nombre  positif;  nous  appellerons  Ag  la  région  fermée  du  plan 
limitée  par  les  deux  parallèles  x  =  Xq^  ^  =  ^i  à  l'axe  O^,  et  par 
les  deux  courbes 

et  nous  supposerons  le  nombre  e  assez  petit  pour  que  A^  soit  tout 
entière  à  l'intérieur  de  ^.  Toute  courbe  de  la  classe  (I),  joignant 
les  deux  points  Â  et  B,  et  située  tout  entière  dans  la  région  ^(, 
est  représentée  par  une  équation  de  la  formey  =:y(^) -f- (i)(a;), 
la  fonction  (i>(j?)  étant  continue  et  admettant  une  dérivée  con- 
tinue dans  l'intervalle  [Xf^,  ^i),  et  satisfaisant  en  outre  aux  con- 
ditions 

(i)  a>(jro)  =  o,         a>(2ri;  =  o,         |to(ir)|<e,         pour         a?o<ar<ar|. 

Mous  dirons  que  la  fonction  f{x)  donne  un  minimum  de  Vin- 
tégrale  J,  s^il  est  possible  de  trouver  un  nombre  positif  z  tel 
que  la  valeur  de  iHntégrale 


J=    Ç   \\x,f{x),f\x)\dx 
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soit  plus  petite  que  la  valeur  de  l'intégrale 

r=  F[iF,/(ar)-f-co(ar),/'(ar;-Ha>'(j?)|rf^, 

to{x)  étant  une  fonction  quelconque  de  la  classe  (I)  dans  fin- 
tervalle  (xq,  a?i),  satisfaisant  aux  conditions  (i),  et  n'étant  pas 
nulle  identiquement. 

Il  est  clair  que  l'on  peut  trouver  d'une  inGnité  de  façons  des 
fonctions  (o  (x)j  satisfaisant  à  ces  conditions,  et  dépendant  d'autant 
de  paramètres  arbitraires  qu'on  le  voudra.  Nous  prendrons  d'abord 
des  fonctions  co (a?)  ne  dépendant  que  d'un  seul  paramètre  variable, 
et  d'une  forme  très  simple.  Nous  désignerons  d'une  manière  gé- 
nérale par  ri(x)  une  fonction  continue,  admettant  une  dérivée 
continue  dans  l'intervalle  (xq,  Xi),  et  s'annulent  pour  les  deux 
limites  Xq  et  J7|.  Il  est  clair  que  la  fonction  ol^/\(x)  sera  en  valeur 
absolue  moindre  que  s  dans  tout  l'intervalle  (xo,  ^i)  pourvu 
que  |a|  soit  assez  petit.  En  remplaçant  y(^)  par  y(;r)  +  ar)(j7) 
dans  F[Xj  f{x)^  /'(•^)]»  l'intégrale  J  devient  une  fonction  du 
paramètre  a 

(1)  J(a)=    f    'F[x,/{x)-hOLr^{x),f{x)-^oLri'{x)]dx, 

et  cette  fonction  J(a)  doit  être  minimum  pour  la  valeur  a  =  o  du 
paramètre,  quelle  que  soit  la  (onction  'r^(x). 

Si  l'on  développe  cette  fonction  J(a)  par  la  formule  de  ïa^lor 
suivant  les  puissances  de  a,  on  a 

J(a)  =  J(o)-+--J,H JjH-...-^ Jrt4-  a"A(a), 

A(a)  tendant  vers  zéro  avec  a.  Les  quantités  aJ,,  a-J^,  ...  sont 
appelées  première,  seconde,  ...  variation  de  J;  on  les  repré- 
sente, d'après  une  notation  due  à  Lagrange,  par  oj,  o^ J,  .  .  . ,  S^J. 
Remarquons  que  ô"  J  est  égal  au  produit  de  a"  par  la  valeur  de  la 

dérivée  n*^"*"    ,—  pour  la  valeur  a  =  o.  On  voit  donc,  en  employant 

la  notation  de  Lagrange,  c[u^ il  est  nécessaire,  pour  que  la  fonc- 
tion  f{x)  rende  l'intégrale  J  minimum,  que  l'on  ait 

Oj         =       O,  0*j      ;^0, 

G.,  11.  38 
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et  ces  conditions  doivent  être  vérifiées,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion r^(x)j  pourvu  seulement  que  cette  fonction  soit  continue 
ainsi  que  sa  dérivée  t/(j::)  dans  Tinlervalle  (x©,  x^),  et  soit  nulle 
pour  les  deux  limites  Xq  et  x^ . 

443.  Première  variation.  Équation  d'Euler.  —  De  la  for- 
mule (9.),  on  déduit,  en  appliquant  la  formule  habituelle  de  dif- 
férentiation  sous  le  signe  intégral,  l'expression  de  la  première 
variation 

(3)  8J=ajr'"[^,(x)^^r/(x)]«i^, 

^  et  ^  devant  être  remplacés  par/'(j:')  clf'{x)  dans  —  et  —r  Si 

la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  seconde  continue  y^^jc),  on 
peut  appliquer  la  formule  d^intégration  par  parlies  à  Pinlégrale 

ce  qui  donne 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  puisque  la  ibnc- 
tion  r^{x)  est  nulle  aux  deux  limites,  et  nous  avons  une  nouvelle 
fi)rme  de  8J 

Pour  que  l'on  ail  SJ  =r  o,  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la 
fonction  ^^(^r),  il  esl  nécessaire  que  le  coefficient  de  rjx)  sous  le 
signe  intégral  soit  nul  dans  tout  Tintervalle  {x^^  xi).  En  effet, 
supposons  par  exemple  que  ce  coefficient  soit  positif  pour  une 
valeur  x^  comprise  entre  Xq  et  Xi  ;  on  peut  alors  trouver  un  inter- 
valle ($0,  \\)  renfermant  X2(:Co<  5»  <  '^2<C  5i  <  -^i)  ^d  q'»<-* 

dy        dx\dy) 

soit  positif  dans  tout  l'intervalle  (Ç^,  ^1).  Considérons  alors  la 
fonction  r^{x)  définie  de  la  manière  suivante  :  1"  t,(j:)  =  o  pour 
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^«^^^ So;  i*"  r.(^)  =  (j?  -  io)'(a:  —  $,)»  pour  io^ ^^$1  ;  3»  Yi(:r)  =  o 
pour  ^i^x^Xf  Cette  fonction  est  continue,  ainsi  que  sa  dérivée, 
dans  rintervalle  (x©,  X|),  et  il  est  clair  que  la  valeur  correspon- 
dante de  8J  est  positive. 

Donc,  pour  que  la  fonction  f{x)  rende  minlnia  l^ intégrale 
définie  i^  il  est  nécessaire  que  cette  fonction  f{x)  vérifie  V  équa- 
tion différentielle  (  *  ) 

d¥        d  /aF\ 

Cette  équation  a  été  trouvée  pour  la  première  fois  par  Euler; 
elle  s'écrit,  en  développant  la  dérivée  ;t-  (  ^  )  ♦ 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle  du  second 
ordre  est  une  fonction  y=zfi^x^  a,  6)  qui  dépend  de  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  b.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  intégrale 
passe  par  les  deux  points  A  et  B,  on  doit  choisir  ces  deux  con- 
stantes de  façon  à  satisfaire  aux  deux  conditions  j^o  =/(^oi  ^,  6), 
yyz=^f[X{y  a,  b)]  ces  deux  équations  admettent  en  général  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  communes,  et  la  fonction 
cherchée  y( a: )  ne  peut  être  que  Tune  des  fonctions  ainsi  déter- 
minées. Nous  dirons  avec  M.  Kneser  que  toute  fonction  y{x) 
satisfaisant  à  Téquation  (6)  est  une  fonction  extrémale^  el  aussi 
que  la  courbe  correspondante  est  une  courbe  extrémale.  De  tout 
point  {xn^yo)  de  la  région  <!A.,  il  part  une  infinité  de  courbes  de 
cette  espèce,  mais  il  en  part  une  seule  tangente  à  la  droite  de  coef- 
ficient angulaire^,',,  pourvu  que  la  dérivée  seconde  Fy't(xoî  J^o^o) 
ne  soit  pas  nulle.  Lorsque  cette  dérivée  seconde  est  différente  de 
zéro  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  A^  et  pour 


(')  On  a  supposé,  pour  passer  de  la  formule  (3)  à  la  formule  (  4  )i  que  la  fonc- 
ùon  f{x)  admettait  une  dérivée  seconde  contioue.  Un  autre  mode  de  démons- 
tration permet  d'établir  l'existence  de  cette  dérivée  seconde  {voir  O.  Bolza, 
Lectures  on  the  Calculas  o/  variations,  p.  7.i).  Je  me  suis  souvent  servi  de  cet 
excellent  Ouvrage  pour  la  rédaction  de  ce  Chapitre. 
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toute  valeur  finie  de  ^,  le  problème  du  calcul  des  variations  est 
dit  régulier, 

444.  Remarques  diverses.  —  Lorsque  la  fonction  ¥{Xj  y^  y) 
ne  dépend  que  àey\  Téquation  (6)  se  réduit  à^=  o,  et  toutes 
les  courbes  extrémales  sont  des  lignes  droites. 

Lorsque  la  fonction  F(j:,  J',^';  ne  renferme  pas  j^,  on  a  immé- 
diatement une  intégrale  première  de  l'équation  d'Euler.  En  effet, 
si  Ton  part  de  la  première  forme  (5)  sous  laquelle  on  a  obtenu 
cette  équation,  on  voit  qu'elle  est  équivalente  à  l'équation  du 

premier  ordre  -r-,  =  G,  d'où  l'on  tire  encore ^'=  ©(^,  G),  et  Ton 

achèvera  l'intégration  par  une  quadrature. 

On  a  une  simplification  équivalente  quand  la  fonction  F  ne 
reuferme  par  x.  Nous  pouvons  en  effet  écrire  alors  l'équation  (6), 
en  la  considérant  comme  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  eutre^  et^'  =  />  (n"  380), 

ày  ~  dyOp 
OU 


^  "*"   ôp^^  dy  ~    dy  \    Op)       dp  "Tïy 


on  a  donc  une  intégrale  première,  ne  renfermant  que  j^et^, 

ôF 

(7)  F(r,y)-r'-jp  =  G, 

et  il  suffira  encore  d'une  quadrature  pour  achever  l'intégration 
de  l'équation  d'Euler  (n«  364). 

Cherchons  comment  on  doit  prendre  la  fonction  F(rr,  ^,  y')  pour  que 
l'intégrale  J  ne  dépende  pas  de  la  courbe  F.  Il  faul  pour  cela  que  la  pre- 
mière variation  8J  soit  nulle,  quelle  que  soit  cette  courbe,  et  par  suite  que 
l'équation  d'Euler  se  réduise  à  une  identité.  On  doit  donc  avoir  Fl^  =  0, 

et  par  suite  F  est  une  fonction  linéaire  de^' 

F  =  P(x,y)-^y'q(x,y), 

Si  la  fonction  F  est  de  cette  forme,  l'intégrale  J  est  une  intégrale  curvi- 
ligne 

f  P(xy  y)  dx  -h  (l{x,y)  dy. 


I.    —   PREMIÈRE  ET  SECONDE  VARIATIONS.  697 

tandis  que  Tcquation  (6)  se  réduit  à 

^  _^  - 
dy        àx 

La  condition  ainsi  trouvée  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Tiiitégrale 
curviligne  soit  indépendante  du  chemin  d'intégration  (I,  n'  152). 

445.  Seconde  variation.  Condition  de  Legendre.  —  Soit  fi^x) 
une  intégrale  de  Téquation  d'Euler,  continue  ainsi  que  sa  dérivée 
dans  rinlervalie  (j:©?  ^i)?  prenant  les  valeurs  y©  et  i^  pour:r  =  a:© 
et  a:  =  j?!,  telle  enfin  que  la  courbe  F  représentée  par  l'équation 
y  =y'(  j")  soit  à  rintérieur  de  la  région  ^.  Pour  que  cette  courbe  F 
rende  minima  l'intégrale  J,  il  faut  encore  que  la  seconde  varia- 
tion 8^J  soit  positive  ou  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  de 
Ja  fonction  7i(x). 

En  appliquant  de  nouveau  la  formule  de  difierentiation  sous  le 
signe  intégral,  nous  avons 

(8)  8«J=a»    Ç   '[Pr^V:r)-l-2QTi(a:)T/(a:)+ RV*(a:)l^, 

P,  Q,  R  désignant  les  fonctions  de  x  que  l'on  obtient  en  rempla- 
çant j^  par  y(^)  et^  pary'(j:)  clans  les  dérivées  partielles  F^, , 
F^j,.,  FJ^s.  D'après  les  hypothèses  qui  ont  été  faites,  ces  trois  fonc- 
tions P,  Q,  R  sont  continues  dans  l'intervalle  (:ro,  X\\  Legendre 
transforme  cette  expression  de  5^  J  comme  il  suit.  Soit  iv(^)  une 
fonction  delà  classe  (I)  dans  l'intervalle  (:ro,  ^i);  on  a,  quelle  que 
soit  cette  fonction, 

I       (arjYj'tv -h  Tfi*«p')^x  =  [r^*cp]  '  =•  o, 

,  /  •''o 

puisque  r^{Xo)  =  '-^(^i  )  =  o,  et  l'on  peut  encore  écrire  l'expres- 
sion de  8^J 

(9)  8»J=a«  f  '[(P-+-ii;')7,»-+-2(Q-+- w)T,V-f-RV*]^^- 

Choisissons  maintenant  la  fonction  iv  de  façon  que  le  coeffi- 
cient de  dx  soit  un  carré  parfait,  c*est-à-dire  de  façon  que  l'on 
ait 

(10)  (  Q  -+-  w)«—  R( P  -H  fv')  =  o, 
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il  vient  enfin 

(II)  ^t5=^*  J'^^^r:^  9^  r^y do-, 

et  Ton  voit  que  le  signe  de  R  doit  jouer  un  rôle  important  dans  la 
discussion. 

Nous  déduirons  d'abord  de  cette  expression  de  8^J  une  condi- 
tion nécessaire  obtenue  par  Legendre  :  Pour  que  la  seconde  va- 
riation 5^J  soit  positive  ou  nulle  pour  toutes  les  formes  pos- 
sibles de  la  fonction  vi(x),  //  est  nécessaire  que  R(^)  ne  soit 
négatif  pour  aucune  valeur  de  x  dans  V  intervalle  (a:o,  x^  ). 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  R(c)<;o,  c  étant  compris 
entre  x^  et  Xk\  on  peut  prendre  un  nombre  positif  A  assez  petit 
pour  que  R(^)  soit  négatif  pour  c  —  h^x^c  -{-  h.  L'équation  (6) 
montre  que  la  dérivée  seconde  f  {x)  est  continue  dans  l'inter- 
valle (c  —  A,  c  -^  A),  et.  par  suite,  les  fonctions  P,  Q,  R  admet- 
tent aussi  des  dérivées  continues  dans  le  même  intervalle.  On  peut 
donc  appliquer  à  l'équation  différentielle  (10)  le  théorème  général 
de  Gauchy  (n***  388,  391),  et  l'on  en  conclut  qu'elle  admet  une 
infinité  d'intégrales  continues  dans  le  voisinage  de  la  valeurs  =  c. 
Soit  w{x)  une  de  ces  intégrales,  et  soit  (Ç©)  Çi)  ""  intervalle  com- 
prenant c  et  assez  petit  pour  que  R(:r)  soit  négatif  et  wi^x)  con- 
tinue dans  tout  cet  intervalle  ;  {x^  <C  Ço  <[  ^  <[  ii  <!  -^Ci  ).  Considé- 
rons la  fonction  tj  [x)  définie  de  la  manière  suivante  :  i"r\{x)  =  0, 
pour  ^o=-^  =  5o;  '^'^ 


jr 


pour  Ço^.^^^îi;  i"*  y\{x)^=  o  pour  li^x^Xf,  On  voit  facilement 
que  la  valeur  correspondante  de  S-^J  est  du  signe  de  R(^)  dans 
l'intervalle  (Ço>  Çi)>  c'est-à-dire  négative.  La  condition  de  legendre 
est  donc  nécessaire,  et  Ton  doit  avoir  R(^)^o  dans  tout  l'inter- 
valle (xqj  Xi),  Laissant  de  côté  le  cas  où  Téquation  R(j:)  =  o 
aurait  dos  racines  dans  cet  intervalle,  nous  supposerons  désormais 
que  l'on  a 

(ta)  R(a^)>o        pour        Xq'£x%Xi. 

Il  semble  évident,  d'après  la  formule  (11)'  ^^^  '^  seconde  varia- 
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lion  ô*J  est  positive  ou  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  de 
la  fonction  r,  (:r),  lorsque  la  condition  de  Legendre  est  remplie. 
Mais  il  est  à  remarquer  que  la  transformation  effectuée  sur  8*J 
n'est  applicable  que  si  la  fonction  w[x)  est  continue  dans  l'inter- 
valle (xof  Xi).  Il  faut  donc  être  assuré  que  l'équation  différen- 
lielle  (10)  admet  une  intégrale  continue  dans  tout  cet  intervalle 
pour  que  la  conclusion  soit  légitime. 

Remarquons  que  l'intégrale  /(x)  peut  être  prolongée  dans  un 
intervalle  (Xq,  Xq),  Xo  étant  <  ^o?  puisque  R(^o)  n'est  pas  nul. 
Cette  intégrale  peut  de  même  être  prolongée  dans  un  intervalle 
(j:,,  X,),  X|  étant  ^:r«.  Les  fonctions  P,  Q,  R  sont  continues 
et  admettent  des  dérivées  continues  dans  l'intervalle  (Xo,  X|),  et 
l'on  peut  supposer  aussi  R(j:^)  I>  o  dans  cet  intervalle. 

446.  Condition  de  Jacobi.  —  L'équation  (lo)  est  une  équation 
de  Riccati  ;  on  peut  donc  la  ramener  à  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  (n°  400).  Posons  d'abord  Q -|- a' rr^  — R^;  ré<|ua- 
tioo  (lo)  est  remplacée  par  une  équation  de  même  forme 

[V  Q'— p 

(lo)'  z  -h  Z^-i-  -^  5  H j^ —  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est  comme  on  l'a  vu  (p.  4^4)  z=  —y 

u  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  introduite  par 
Jacobi,  qui  n'est  autre  que  Téquation  d'Euler  correspondant  à  la 
fonction  ¥  =  Vu'^-^  9.Quu'  4-  Rm'^, 

IV           O'—  P 
(i3)  m' -h  ^  u'^ j^  a  =  o. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (lo)  est  donc 
(i4)  „.  =  — Q  — h". 

Toutes  les  intégrales  de  l'équation  de  Jacobi  sont  continues 
dans  l'intervalle  {Xq^  X|),  el,  pour  que  l'équation  (lo)  admette 
une  intégrale  w  continue  dans  cet  intervalle,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'équation  (i3)  admette  une  intégrale  u(x)  ne  s'annulant  pas  dans 
ce  même  intervalle. 

Cette  condition  est  suffisante  pour  que  la  seconde  variation  5^  J 
soit  positive  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  Tj(^). 
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En  effet,  soil  u{x)  une  intégrale  particulière  de  l'équarion  de  Ja- 
cobi  ne  s'annulant  pas  pour  Xo^x^Xt,  Prenons  pour  iv{x)  la 
l'onction  correspondante  (i4)î  l'expression  (i  i)  de  8^J  devient 


■ ax. 


H' 


Il  est  clair  que  8-J  ne  peut  être  négatif;  pour  que  o-J  fût  nul, 
il  faudrait  que  Ton  aitr/w  —  7)w'-=o  en  tous  les  points  de  l'in- 
tervalle (jToî  «^Oj  ou  r^  =  Cuj  ce  qui  est  impossible  puisque  ^^(x) 
doit  être  nul  aux  deux  limites  de  Tinlervalle,  tandis  que  u(x)  ne 
Test  pas.  On  peut  donner  une  forme  plus  précise  à  celte  nouvelle 
condition,  au  moyen  d'un  théorème  iniporlant  dû  à  Sturm  sur  les 
équations  linéaires.  Soit 

{iS)  u''-\- pu  -h  çu  =  o 

une  équation  différentielle  linéaire  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  continues  de  la  variable  réelle  x  dans  un  intervalle 
(Xo,  X|);  soient  Us{x)  et  «^(x)  deux  intégrales  distinctes  quel- 
conques de  cette  équation.  Entre  deux  racines  consécalives  de 
l'équation  Ui{x)  =  o^  il  y  a  une  racine  et  une  seule  de  V  équa- 
tion U2{x)  =  o. 

Nous  ne  considérons,  bien  entendu,  que  les  racines  comprises 
-dans  l'intervalle  (X©,  X|).  Soient  a  et  6  deux  racines  consécu- 
tives de  l'équation  U2{x)  =  o  ;  nous  allons  montrer  qu'on  ne  peul 
■admettre  que  la  seconde  inléj;:rale  ne  s'annule  pour  aucune  valeur 
■de  X  comprise  dans  l'intervalle  (a,  b).  On  a,  d'après  une  formule 
générale  (p.  4 '8), 


A(ui,  Ut) 


> 


ce  qui  prouve  que  les  deux  intégrales  u^  et  U2  ne  peuvent 
s'annuler  pour  une  même  valeur  de  x  entre  X©  et  X|,  car  on 
aurait  C  =  o  et  les  deux  intégrales  ne  seraient  pas  distinctes.  On 
voit  de  même  qu'une  intégrale  ne  peut  avoir  de  racine  double 
entre  X©  et  X|.  De  la  formule  précédente,  on  tire  aussi  {voir 
ji.  424)1  puisque  [)ar  hjpollièse  u^i^)  =  o, 


Ut{x)  =  Cux(x)  I      ~e  -^«  ; 
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si  l'intégrale  Ui{x)  ne  s'annulait  pas  pour  a'^x'^b^  l'intégrale  du 
second  membre  aurait  tous  ses  éléments  finis  et  positifs  lorsque  x 
varie  de  a  à  6,  et  par  suite  U2{b)  ne  pourrait  être  nul.  L'équation 
u^  (x)  =  o  a  donc  au  moins  une  racine  entre  a  et  6;  elle  ne  peut 
en  avoir  deux,  car  le  même  raisonnement  prouve  que  l'équation 
U2{x)  =  o  devrait  avoir  aussi  une  racine  entre  a  et  6. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'équation  linéaire  de  Jacobi  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (Xq,  X|  ). 
Soit  iii (x)  une  intégrale  s'annulant  pour  x  =  Xq'^  toutes  les  inté- 
grales qui  satisfont  à  cette  condition  ne  diflerent  que  par  un  facteur 
constant,  de  sorte  que  les  autres  racines  de  l'équation  i(i{x)  =  o 
sont  déterminées  el  ne  dépendent  que  de  Xq.  Soit  x'^  la  racine 
la  plus  rapprochée  de  Xq,  et  comprise  entre  Xq  et  X|  ;  nous  pose- 
rons x'q  =  Xi  si  l'intégrale  qui  est  nulle  pour  x  =  Xq  ne  s'annule 
plus  enlre  Xo  et  X|.  Cela  posé,  pou?'  que  l^équalion  de  Jacobi 
admette  une  intégrale  particulière  ne  s* annulant  pas  pour 
Xq^xS,x^,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  X\<ix'^. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  l'on  a  ^J,  <C^i,  toute 
intégrale  de  l'équation  (i3)  a  une  racine  comprise  entre  x^  et  j;J,, 
el  cette  racine  est  forcément  comprise  entre  Xq  et  j?|. 

La  condition  est  suffisante.  Supposons  en  effet  x^  <;  x'^^  et  soit 
Xi  un  nombre  compris  entre  x^  et  x'^^x^  <!  ^2<C  -^o)*  I^-'inlégrale 
U2{x)  qui  est  nulle  pour  x  ::=  x^^^  peut  s'annuler  enlre  Xq  et  X\^ 
puisque  dans  ce  cas  Ux{x)  devrait  s'annuler  aussi  enlre  ^o  c^^iî 
elle  ne  s'annule  pas  non  plus  pour  o:  =  Xq,  puisqu'elle  est  dis- 
tincte de  W|  {x). 

Nous  laissons  de  côté  le  cas  où  Xi  =  x'^^  dont  la  discussion  est 
un  peu  plus  délicate. 

En  résumé,  lorsque  les  deux  conditions  de  Legendre  et  de 
Jacobi  sont  vérifiées  à  la  fois  :  i°  R(^)  >  o,  pour  x^S-X'^x^y 
2"  ^4  <  J7^,  la  seconde  variation  8^  J  est  positive  pour  toutes  les 
formes  possibles  de  la  fonction  T)(a:). 

On  a  démontré  plus  haut  que  la  condition  de  Legendre  était 
une  condition  nécessaire  pour  que  8^J  soit  toujours  positif.  On 
démontre  aussi  que,  lorsque  Ton  a  x^  ^  x'^^  on  peut  rendre  8^  J  <  o 
par  un  choix  convenable  de  la  fonction  i\{x),  (Voir  Bolza,  loc, 
cit. y  p.  51-67).  La  condition  de  Jacobi  est  donc  aussi  nécessaire. 
On  verra  plus  loin  sa  signification  géométrique. 
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447.  Exemple.  —    i"  Soit   F  =  — /i-+-^'*,  la  réfrion  Si  élant  le  demi- 

plan  au-dessus  de  Ox.  L'équation  d'Euler  admet  i*intégrale  première 
^î(i-+-yî)  =  «'(«**  444),  d'où  Ton  déduit  l'intégrale  générale 

(x  —  ^  )*  -+-  ^*  —  a'  =  o, 

a  et  b  élant  les  constantes  arbitraires.  Les  courbes  extrémales  sont  des 
cercles  dont  le  centre  est  surPa:;  il  est  clair  que,  par  deux  points  quel- 
conques A  et  B  de  Si,  il  passe  un  de  ces  cercles  et  un  seul.  Si  l'on  a  pris 
les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  l'origine  soit  le  centre  de  ce  cercle, 

on  R  /(x)  =z  y/a*  —  x^j  et  les  abscisses  Xq  et  a?j  des  points  A  et  B  sont  com- 
prises entre  — a  et  -t-a( — a  <  a'o<  a^i  <  a).  La  condition  de  Legendre 

est  vérifiée,  caria  dérivée  seconde  Vy,»  =  —  (i  _|_^'«)    *  est  positive  si  ^  est 

positif.  En  développant  les  calculs,  on  trouve  pour  l'équation  de  Jacobi 
l'équation  linéaire 

{X' —  a*)*a'-t-  •ix{x^ —  a')M'—  a*M  =  o, 

_i 
dont  l'intégrale  générale  est  m  =(G-h  C'x)(a^  —  x^)    *. 

Il  est  clair  que  la  condition  de  Jacobi  est  satisfaite,  car  l'intégrale  parti- 

/d  — *—  X 
culière  4  / par  exemple  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  (ar©,  Xi).  La 

seconde  variation  o*  J  est  donc  toujours  positive.  L'intégrale  J  est  minimum 
pour  cet  arc  de  cercle  {voir  n"  453). 

'2*'  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  Ox, 
soit  à  trouver  la  courbe  joignant  ces  deux  points  (et  située  au-dessus 
de  Ox),  qui  en  tournant  autour  de  Oa:  engendre  la  surface  d'aire  minimum. 
Si  nous  admettons  que  la  courbe  qui  répond  à  la  question  est  de  la  classe  (I), 

nous  sommes  conduits  à  prendre  pour  F(x,  y,  y')  la  fonction  y  /i  -+-^'*t 
la   région  Si  étant  toujours  le  demi-plan   au-dessus  de  Ox,   L'équation 

d'Euler  admet  l'intégrale  première  y  =  ayj  \  -^  y'^,  d*où  l'on  déduit  aisé- 
ment l'intégrale  générale 


/    .»•-//  x—h 

a  { 


Y  =■  —\e  '*    -f-  e 


Les  courbes  extrémales  sont  des  chaînettes  ayant  pour  base  Ox,  et  l'on 
aura  d'abord  à  déterminer  a  et  6  par  les  conditions  aux  limites,  ce  qui 
conduit  à  une  équation  transcendante  que  nous  discuterons  tout  à  l'heure 
dans  un  cas  particulier.  Supposons  que  l'on  ait  obtenu  une  chaînette  de 
cette  famille  passant  par  deux  points  A  et  B;  la  condition  de  Legendre  est 

toujours  satisfaite,  car  la  dérivée  seconde  F^,  =^(i  -^y'^)   '  est  toujours 
positive  dans  la  région  ^.  En  ce  qui  concerne  la  condition  de  Jacobi,  la 
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discussion  conduit  à  un  résultat  que  je  me  borne  à  énoncei*  :  pour  que  la 
condition  de  Jacobi  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  de 
rencontre  des  tangentes  à  la  chaînette  aux  points  \  et  H  soit  au-dessus 
de  Ox.  (  LiNDELôp-MoiGNO ;  Calcul  des  variations,) 

Supposons  les  ordonnées  des  deux  points  A  et  B  égales,  y^  =yo;  nous 
choisirons  l'origine  de  façon  que  l'on  ait  rr, -f-a?o=o.  11  est  clair  que 
l'axe  Oy  doit  être  l'axe  de  symétrie  de  la  chaînette,  et  le  paramétre  a  est 
déterminé  par  l'équation  transcendante 


(i6) 


y 


fil        _£i\ 


Pour  discuter  cette  équation,  remarquons  que,  si  l'on  y  remplace  Xx  et  j^j 
par  X  et  y,  toutes  les  chaînettes  qu'elle  représente,  quand  on  fait  varier  a, 
sont  homothétiques  de  la  chaînette  y  qui  a  pour  équation 

relativement  à  l'origine.  Le  problème  revient  donc  à  faire  passer  par  les 
dfux  points  A  et  B  une  chaînette  homothétique  à  y,  relativement  à  l'ori- 
gine. Soient  OT  et  OT'  les  tangentes  menées  de  l'origine  à  y;  toutes  les 
chaînettes  homothétiques  sont  situées  dans  l'angle  TOT'  (fig.  92).  Si  le 

Pi  g.  01. 


coefficient  angulaire  de  la  droite  OB  est  supérieur  au  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  OT,  qui  est  égal  à  i,5o88.  ...,  la  droite  OB  rencontre  la 
chaînette  en  deux  points  M  et  M'.  Nous  avons  deux  courbes  extrémales 
répondant  à  la  question;  on  les  obtient  en  prenant  pour  rapport  d'homo- 


La  condition  de  Jacobi  n'est  vérifiée  que  pour  la  pre- 


,  ,  .     OB         OB 

mi^re  de  ces  chaînettes;  c'est  elle  qui  donne  le  minimum  de  la  surface 
{voir  n»  453). 
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Lorsque  le  coefficient  angulaire  de  OB  est  inférieur  à  i,5o88.  ...,  la 
droite  OB  ne  rencontre  pas  y»  et  »'  n'existe  pas  de  courbe  entrémale  pas- 
sant par  les  deux  points  A  et  B.  Dans  ce  cas,  la  ligne  joignant  A  et  B  qui 
engendre  la  surface  d'aire  minimum  est  la  ligne  brisée  APQB  formée  par 
les  deux  ordonnées  AP,  BQ  des  points  A  et  B,  et  le  segment  PQ  de 
l'axe  Ox.  On  peut  évidemment  trouver  des  courbes  F  de  la  classe  (I), 
joignant  les  deux  points  A  et  B,  aussi  voisines  qu'on  le  voudra  de  la  ligne 
brisée  APQB,  et  l'aire  de  la  surface  engendrée  par  Tune  de  ces  courbes 
diffère  elle-même  d'aussi  peu  qu'on  le  veut  de  l'aire  engendrée  par  la  ligne 
brisée,  sans  jamais  atteindre  cette  valeur  minimum. 

3"  Prenons  encore  l'exemple  suivant  dû  à  M.  Weierstrass.  Soit  à  trouver 
la  valeur  minimum  de  l'intégrale 


^+1 


\ 

X 

arc  tang-^ 
a                   A 

f 

arc  tan": 7- 

A 

prise  le  long  d'une  courbe  F  de  classe  (1),  joignant  les  deux  points  A  et  B 
de  coordonnées  ( — i,  «),  et  (i,  h).  L'équation  d'Euler  admet  Fintégrale 
première  (a7*-f- X*)^'=  G  (n"  444),  et  l'intégrale  générale  est,  en  suppo- 
sant d'abord  X  ^  o, 

X 

^  —  G|-t-  Gjarc  tangy» 

Les  constantes  Ci  et  Cj  étant  déterminées  par  les  conditions  aux  limites, 
on  trouve  pour  la  fonction  cherchée /(a?). 


(•7)  y=,nr)  = 


On  voit  aisément  que  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont 
vérifiées.  En  effet  R  =  2(a7*-i-X*),  et  l'équation  linéaire  de  Jacobi  admet 
l'intégrale  particulière  a  =  i. 

Les  conclusions  sont  tout  à  fait  différentes  si  X  =  o.  L'intégrale  générale 
de  l'équation  d'Euler  est  dans  ce  cas 

il  n'existe  donc  aucune  courbe  extrémale  de  la  classe  (I)  joignant  les  deux 
points  A  et  B,  sauf  dans  le  cas  banal  où  l'on  aurait  h  =■  a.  Dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  la  limite  inférieure  de  l'intégrale 

J  =    /       x^y^dx 

est  égale  à  zéro.  Il  est  clair  que  cette  limite  inférieure  ne  peut  être 
atteinte  pour  aucune  fonction /(a:)  de  la  classe  (I),  prenant  la  valeur  a 
pour  X  =  —  I.  et  la  valeur  b  pour  a?  =  i.  Mais  on  peut  trouver  des  fonc- 
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tions  de  celle  espèce  pour  lesquelles  J  a  une  valeur  posiiive  moindre  que 
loul  nombre  donné.  Si  Ton  remplace  en  effel/(a?)  par  la  fonclion  (17), 
il  vienl 

4(arclangT-i    "^-^  ' 

l'inlégrale  du  second  membre  esl  plus  pelile  que 

r"*"       (ix  2  I 

On  a  donc 

J  <  ' 

1 
■2 arc  langy 

el  le  second  membre  de  celle  inégalilé  lend  vers  zéro  avec  X.  Il  esl  facile 
de  vérifier  que  la  courbe  représenlée  par  Téqualion  (17)  diffère  de  moins 
en  moins  d'une  ligne  brisée  lorsque  X  lend  vers  zéro. 

4i8.  Insuffisance  des  conditions  précédentes.  —  Les  condilions 
de  Le^^endre  el  de  Jacobi  ne  suffisent  pas  pour  assurer  le  minimum 
de  riiilégrale  J.  En  effet,  nous  n'avons  comparé  la  valeur  de  l'in- 
tégrale qui  correspond  à  la  fonclion  y=^f(^x)  qu'aux  valeurs  de 
la  même  inlégrale  correspondanl  aux  fonctions  d'une  famille 

dépendant  d'un  seul  paramètre  arbitraire,  tandis  que,  dans  le  pro- 
blème tel  qu'il  a  été  posé  (n**  442)  on  doil  comparer  la  valeur  de  J 
pour  r  z^f[x)  à  la  valeur  de  J  pour  l'ensemble  des  fondions  de 
la  fornitî  y  =f(^x)  -\-  ci)(:c),  o)(j?)  étant  une  fonclion  quelconque 
de  la  classe  (I),  assujetlie  seulement  à  vérifier  les  conditions  (  i  ). 
La  srule  conclusion  que  l'on  puisse  déduire  de  l'élude  qui  précède 
esl  la  suivante.  Soit  iù{x)  une  fonclion  quelconque  de  classe  (1), 
vérifiiiiii  les  condilions  (i).  L'équation 

repn\s<'nie  un  faisceau  de  courbes  F  qui  restent  dans  la  région  Ag 
quand  on  fait  varier  a  de  o  à  i .  Pour  a  =  o,  on  a  la  courbe  F©  qui 
a  pour  rA\ual]on  y  =/(x)j  el  pour  a  =:  i  la  courbe  F^  qui  a  pour 
équalioii  y  =^  f{^x)  -+  w(j?).  La  valeur  J(a)  de  l'intégrale  J  corres- 
pondant à   la  fonction /(x) -h  aco(a:)  est  une  fonction  de  a  qui 
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commence  par  croître  lorsque  Ton  fait  varier  a  à  partir  de  zéro, 
mais  rien  ne  permet  d'affirmer  que  cette  fonction  J(a)  va  con- 
stamment en  croissant  lorsque  a  croît  de  o  à  i ,  aussi  petit  que  soit 
le  nombre  e  qui  définit  la  région  é{g. 

Voici  un  exemple  qui  montre  bien  nettement  l'insuffisance  des  condi- 
tions oJ  =  o,  8'J  >o  pour  assurer  le  minimum.  Soit  F  =^>-+-^'3;  pre- 
nons jTo  =  ^0  =  o,  Xi  =  I,  ^1  =  o.  Les  courbes  extrémales  sont  des  droites, 
et  la  fonction  extrémale  répondant  aux  conditions  aux  limites  esty*(x)  =  o. 
On  peut  voir  directement  que  la  seconde  variation  est  positive,  car  ou  a 
dans  ce  cas 


•Jtï 


pour  que  l'on  eût  8' J  =  o,  il  faudrait  avoir  r^{x)  =  o,  et  par  suitC7j(a7)  =  o. 
Pour  la  fonction  f{x)  =  o,  on  a  J  =  o,  et  nous  allons  montrer  que  l'on 
peut  trouver  une  fonction  mix)  de  classe  (I),  satisfaisant  aux  conditions 

a>(o)  =  (d(  I)  =  o,         |a)(a7)|<Ê 
pour  o  <a:  <  I,  et  telle  que  Tintégrale 

J,=    r   (to'«-f-a>'»)€/j: 

ait  une  valeur  négative.  Considérons  la  ligne  brisée  APB,  les  coordonnées 
du  point  F  étant  i  — p  et  q  (o  </?  <  i,  o  <  ^  <  e). 


Fig.  93. 


La  valeur  de  l'intégrale  suivant  celte  ligne  brisée  est  égale  à 

Ji=— ^fi^-2 ^V 

iP('-/')\       ^-p      pi 


ayant  choisi  pour  q  un  nombre  positif  quelconque  <  e,  on  peut  prendre 
pour  p  un  nombre  positif  assez  petit  pour  que  Ji  soit  négatif.  Rempla- 
çons maintenant  la  ligne  brisée  APB  par  la  ligtie  Aa^B.  formée  des 
deux  segments  rectilijjnes  A  a,  B6  et  d'un  arc  de  cercle  ab  de  rayon  r 
tangent  aux  deux  droites  PA,  PB.  On  peut  choisir  le  rayon  r  assez  petit 
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pour  que  l'intégrale  J  le  long  de  AabB  diffère  d'aussi  peu  qu'on  le  veut 
de  la  valeur  de  l'intégrale  Jj  le  long  de  APB,  et  par  suite  pour  qu'elle 
ait  une  valeur  négative.  Or,  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  AabB  est 
une  fonction  de  l'abscisse  de  la  classe  (I). 


II.  -  MÉTHODE  DE  WEIEHSTHASS. 

449.  Condition  de  'Weierstrass.  La  fonction  E.  —  Une  nouvelle 
condition  nécessaire  pour  le  minimum  a  été  obtenue  par  Weier- 
strass  en  comparant  la  valeur  de  TintégraleJ  suivant  Tare  de  courbe 
cxtrémale  AB  à  Tinlégrale  prise  le  long  d'une  courbe  infiniment 
voisine,  mais  coupant  Tare  AB  sous  un  angle  fini.  Conservons  les 
mêmes  notations  et  les  mêmes  hypothèses  que  dans  les  para- 
graphes précédents.  Prenons  un  point  P  de  Tare  AB,  de  coordon- 
nées (j^a,  j^a),  et  soit  y  ==/<(j?)  l'équation  d'une  courbe  C|  pas- 
sant au  point  P,  la  fonction  fi  étant  continue  et  admettant  des 
dérivées  du  premier  et  du  deuxième  ordre  continues  dans  Tinter- 
valle  (j^a  —  ^i  Xa-hA*);  soit  Q  un  point  de  C|  d'abscisse  x^  —  A, 
h  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  A'  (jTq  <Z^2  —  A  <C  -^a  <  -^i  )• 
Posons 

(0  (  37,   h)  =  {X  —  Xii)  7 , 

x^  —  h  —  Xq 
et  considérons  l'arc  de  courbe  AQ  {/Ig-  ^4)  q^i  a  pour  équation 

y  —/i^)-^^i^i  A),         xo^x  -ixi~  h. 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  il  est  clair  que  la  ligne  AQP  a  pour  limite 

l'arc  AP.  SoitJ(A)la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  l¥{Xjy^y')dx 
le  long  de  l'arc  AQ  et  de  l'arc  QP, 


)"*'-X 


,x,  -h 

¥\x,f{x)^Ka{x,  h),f[x)^iM'j.{x,  h)\dc 
(i8) 


f  \[xj\{x),f[{x)]dx'. 


il  résulte  des  hj'pothèses  que  cette  fonction  J(A)  est  une  fonction 
continue  de  A  qui  a  pour  limite  la  valeur  de  l'intégrale  prise  suivant 
l'arc  AP  lorsque  A  tend  vers  zéro. 
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On  peut  appliquer  à  cette  fonction  la  formule  habituelle  de  dif- 
férentiation  sous  le  signe  inté^i^raU  d'après  l'expression  même  delà 


fonction  io(x,  A).  On  trouve  ainsi 

f[^=      F[a-,-/i,/t(x,-A),/i(^,-A)] 

_  F[.r,-  /i,  /(jTi-h)  -4-  o)  (:r,-  h,  h),  /'{xt-  h)  -+-  tui(x,—  A,  h)] 


dV   f)0)  âF  Oui'r 

"  d/  ~ôh 


\dx\ 


en  appliquant  comme  plus  haut  la  formule  d'intégration  par  par- 
ties à  fintégrale  /  —,  --^  dx,  on  peut  encore  écrire  l'intégrale  du 
second  membre 

\dh  Oy  I .,.,         J,.  dh  \oy       dx\  ôy'  ]  J 

Cette  dernière  intégrale  disparaît  si  l'on  suppose  h  =  0,  puisque 
f{pc)  est  une  intégrale  de  l'équation  d'Euler,  et  il  reste,  en  effectuant 

le  calcul  de  -,,  > 

37J^  =  P  v^î,  rit  Pt  )  -  F(arî,  ^1 ,  ^;  )  -  (pt  —y't  )  F>/(a?„  yt ,  y\  ), 

y^  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'arc  AP  au 
point  P,  et/>2  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  C|. 
Le  second  membre  de  celte  formule  est  une  fonction  des  quatre 
variables  ot^y^y^  Pt  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  de 
Weierstrass;  on  la  représente  par  la  lettre  E, 

(19)  E(j',^;y,/?)  =  F(a7,7,y?)-F(j:,j^, /)  — (/?— y)F;.,(ar,j^,y), 
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et  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

De  cette  relation,  on  déduit  aisément  une  nouvelle  condition 
nécessaire  pour  le  minimum;  nous  rappellerons  la  condition  de 
Weierstrass.  Pour  que  la  courbe  considérée  AB  rende  V inté- 
grale i  minimum,  il  est  nécessaire  que  la  fonction 

^[x,f{x);f'{x),p] 

ne  soit  négative  pour  aucune  valeur  finie  de  /?,  lorsque  x  varie 
de  J7o  àx\,  Nous  exprimerons  cette  condition  d'une  façon  abrégée 
en  disant  que  la  fonction  E(j:,  ^;y',  yo)  ne  peut  devenir  négative 
en  aucun  point  de  l'arc  AB,  pour  une  valeur  finie  de  p. 

En  effet,  supposons  que  pour  un  point  P  de  l'arc  AB,  de  coor- 
données (^at^j)?  et  pour  une  valeur  finie  m  de/?,  on  ait 

Prenons  pour  la  courbe  C|  la  courbe  ayant  pour  équation 

qui  est  tangente  au  point  P  à  la  droite  de  coefficient  angulaire  m. 
La  fonction  J(A)  définie  par  la  formule  (i8)  qui  correspond  à 
cette  forme  de  la  foncliony,  (j;)  a  sa  dérivée  négative  pour  A  =  o. 
On  peut  donc  trouver  un  nombre  positif  /  suffisamment  petit 
pour  que  Ton  ait  J(/)<;J(o),  et  par  conséquent  on  aura  un 
chemin  AQPB  {^fig^  94)  ï^el  que  la  somme  des  intégrales 

Ç    F(x,y,y)dx-h  f    Fix,jr^y)dx-^  f    ¥(x,y,y)dx 

*^(AU)  «^(QP)  •>'(PB) 

soit  inférieure  à  la  valeur  de  l'intégrale  J  le  long  de  l'arc  AB  de  la 
courbe  extrémale.  Ce  chemin  présente  deux  points  anguleux  en  Q 
et  P,  mais  on  peut  le  remplacer  par  un  chemin  ne  présentant  plus 
de  point  anguleux  et  donnant  aussi  pour  J  une  valeur  inférieure 
à   celle  que  fournit  l'arc  AB.  Soit  ci>(x)  la  fonction  définie  de 

la    manière   suivante    :    i"    (o(x)  = /(x  —  j?o)  ^  "" pour 

Xçi'ix^x^ —  /;  2''(o(jc)  =  (w  — ^i)(^  — x-i)  pourra —  ^  =  ^  =  ^j; 

3"  (o(;r)  =  o   pour  x^^x'^x^,  La   courbe  AQPB  a  pour  équa- 

G.y  II.  89 
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tion  y  =f(^x)  -+•  o>(^),  et  réquatioii  auxiliaire  Y  =  io(x)  repré- 
sente une  ligne  brisée,  formée  de  trois  côtés,  joignant  Jes  deux 
points  d'abscisses  Xq  et  x,  de  Taxe  Ox,  Substituons  à  cette  ligne 
brisée  une  ligne  sans  point  anguleux  (n"  448)  en  remplaçant  les 
parties  voisines  des  sommets  par  deux  arcs  de  cercle  de  rayon  très 
petit  r.  Cette  nouvelle  ligne  est  représentée  par  une  équation 
Y|=iO|(j?),  la  fonction  t04(x)  étant  continue  et  admettant  une 
dérivée  continue  de  Xq  à  Xi,  On  peut  toujours  prendre  le  rayon  r 
assez  petit  pour  que  la  valeur  de  Tinlégrale 


X 


F[ar, /(j:)-h  o}i(x)y  /'(x)  -^  ui\(x)]dx 


diffère  d'aussi  peu  qu'on  le  veut  de  l'intégrale  le  long  de  AQPB, 
el  par  suite  soit  moindre  que  l'intégrale  le  long  de  l'arc  AB  de 
la  courbe  extrémale. 

Nous    pouvons    donc    ajouter   aux   conditions    déjà    obtenues 
(n"*  443-446)  la  condition  suivante  :  on  doit  avoir 

pour  toute  valeur  finie  de p,  tout  le  long  de  Varc  AB. 
Remarque,  —  On  a,  d'après  la  formule  de  ïaylor, 

(22)  E(x,y-y,p)=^-r^:^ry.,[x,y,y+Hp-y)\,      o<e<i, 

et  il  est  clair  d'après  cela  que  la  condition  de  Weierstrass  est  cer- 
tainement vérifiée  si  la  drrivée  seconde  F*„(»r,^,  u)  n'est  jamais 
négative  pour  un  point  quelconque  de  l'arc  AB  et  pour  toute 
valeur  finie  de  u.  Mais  celte  dernière  condition  n'est  pas  néces- 
saire pour  que  la  condition  (21)  soit  satisfaite. 

On  peut  remarquer  que  la  condition  de  Weierstrass  donne  la 
condition  de  Legendre  comme  cas  particulier.  En  effet  le  rapport 

'^  ^\  \     — i —  ^  pour  limite,  d'après  la  formule  (22),  F^i(j?>JK>.)^) 

lorsque  p  tend  vers  y'.  Si  la  condition  (21)  est  vérifiée  pour 
toute  valeur  finie  de/?,  on  a  donc  aussi  FJ.,  ^  o  tout  le  long  de 
l'arc  AB. 

La  condition  (21)  de  Weierstrass  est  elle-même  insuffisante 
pour  assurer  le  minimum,  comme  le  montre  Pexemple  suivant  de 
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M.  Bolza.  Soii  F  =  ay''^ — jibyy''*  -h  '^tbxy'^  a  ei  b  étant  des 
constantes  positives.  LVqiialion  (l'Eiiler  correspondante  est 

et  les  lignes  droites  sont  des  courbes  exiréinales.  Considérons  les 
deux  points  A (0,0)  et  B(i  ,0);  la  ligne  droite  j'  =  0  c|ni  joint  ces 
deux  points  est  une  courbe  extréinale,  [>oiii  laquelle  les  conditions 
de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  satisfaites.  Il  en  est  de  même  de  la 
condition  d**  VV  eierstrass,  car  la  ronclion  E(jr,  y;  y' ^  /?),  qui  a 
pour  expression 

K(x,y\y\p)  =  {y'-'p)^[a  —  ^byy-\-  ^bx/^-^  ^b{xy  —  y)p -^  ibxp'^\, 

se  rédnit  2i  p^  a  -\-  ^.bxp'-)  pour  j^  =r  o,  et  reste  positives  quand  x 
varie  de  o  à  1 .  Cependant  cette  droite  ne  (Jonne  pas  un  inininiuin 
de  J.  En  effet,  si  Ton  prend  l'intégrale  le  long  d'une  h'gne 
brisée  APB,  les  coordonnées  i\i\  point  P  étant  deux  nombres  po- 
sitifs h  et  A*,  on  volt  aisément  que  Ton  peut  prendre  pour  h  un 
nombre  positif  assez  petit  pour  que  la  valeur  de  rintégrale  le  long 
de  la  ligne  brisée  soit  négative,  aussi  petit  que  soit  k.  On  en 
conclut  comme  au  n"  44-8  que  la  droite  AB  ne  peut  fournir  un 
minimum. 

Nous  allons  maintenant  établir  un  svstème  de  conditions  suffi- 
sautes  pour  assurer  le  minimum.  Ces  conditions  ont  d'abord  été 
obtenues  par  Weierslrass;  nous  adopterons  la  marcbe  suivie  par 
M.  Hilbert. 

450.  Déûnition  d'un  champ  de  courbes  extrémales.  —  Nous 
désignerons  pour  abréger  par  ^  toute  courbe  exlrémale,  et  nous 
dirons  que  tout  système  de  courbes  (j,  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire,  forme  un  faisceau.  Une  portion  connexe  et  linie  du 
plan  cO,  située  dans  la  région  A^  forme  un  champ  de  courbes 
extrémales,  ou  plus  simplement  un  champ ^  s'il  existe  un  faisceau 
de  courbes  extrémales,  tel  qu'il  passe  une  courbe  du  faisceau  et 
une  seule  par  cba(|ue  point  de  CO,  le  coefficient  angulaire  ui^x^y) 
de  la  t;mgeiite  au  point  {x,y)  à  la  courbe  (j  du  faisceau  qui  passe 
par  ce  point  étant  une  fonction  continue,  et  admettant  des  déri- 
vées partielles  continues  w^et  f/'^dans  cô.  Les  courbes  du  faisceau 
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sont  alors  les  courbes  intégrales  de  Tëquation  différentielle  du 
premier  ordre 

(23)  y=u{x,jr); 

de  celte  équation  on  déduit 

-       au        au     ,       du        au     , 

^         dx        dy-^        dx        c(^ 

En  portant  les  valeurs  àe  y  et  de  ^'  dans  Téquation  d'Euler, 
on  obtient  la  relation 


d^¥  [du        du      \         à^F  â^F         ÔF 

I h-   U  1  -H   U  -H 

du*  \  dx        dy     j       dy  du  dx  du        dy 


y  étant  remplacée  par  w  dans  F(j7,y,j^'),  et  cette  condition  (24) 
doit  être  vérifiée  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
champ  (ô.  La  fonction  w(x,  y)  doit  donc  être  une  intégrale  de 
Téqualion  aux  dérivées  partielles  (24)»  continue  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  cô. 

Inversement,  si  l'équation  (24)  admet  une  intégrale  continue, 
et  admettant  des  dérivées  partielles  continues  u!^  et  ttL  dans  une 
région  (ô,  cette  région  est  un  champ,  car  l'équation  différen- 
tielle (28)  définit  une  famille  de  courbes  exlrémales,  et  il  en  passe 
une  et  une  seule  par  chaque  point  de  (£). 

Quand  on  a  obtenu  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Ëuler,  il  est  en 
général  facile  de  reconnaître  si  une  région  (D  esl  un  champ.  Ainsi  dans 
l'exemple  1  (n'^447),  nous  avons  vu  que  toute  courbe  extrémale  est  un 
cercle  ayant  son  centre  sur  0:r.  Tout  domaine  fini  C&  situé  dans  le  demi- 
plan  au-dessus  de  Ox  est  un  champ;  en  effet,  si  nous  considérons  par 
exemple  les  cercles  ayant  l'origine  pour  centre,  par  chaque  point  de  (d 

il  passe  un  de  ces  cercles  et  un  seul,  et  la  fonction  ui^x^y)  est  égale  à • 

Dans  l'exemple  2  (  n"  i47),  les  courbes  extrémales  sont  des  ohainettes  dont 
la  base  coïncide  avec  Ox.  Soit  PQ  un  arc  d'une  de  ces  chaînettes,  tel  que 
les  tangentes  aux  deux  points  P  et  Q  se  coupent  en  un  point  T  de  Taxe  Ox, 
Toute  région  (Ô  située  dans  l'angle  formé  par  les  demi-droites  TP,  TQ 
esl  un  champ;  en  effet,  si  nous  prenons  les  arcs  de  chaînette  homothé- 
tiques  à  l'arc  PQ  relativement  au  sommet  T  de  l'angle,  il  est  clair  qu'il 
passe  un  de  ces  arcs  et  un  seul  par  chaque  point  de  CÔ.  La  fonction  u{x,y) 
est  dans  ce  cas  racine  d'une  équation  qu'il  serait  facile  de  former,  mais 
dont  nous  n'aurons  pas  besoin  pour  la  suite. 

SoitÇo  un  arc  de  courbe  extrémale,  joignant  le  point  A(jCo,^«) 
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au  point  B(j?,,yi),  et  représentée  par  Téquation  y  z=.  f{^x)^  la 
fonction  f{x)  appartenant  à  la  classe  (I)  dans  l'inlervalle  (j:©»  ^i). 
Considérons  comme  plus  haut  le  domaine  Ag  compris  entre  Jes 
deux  droites  x  =  a:©,  x  •=  x^^  et  les  deux  courbes  Y|  =1  f{x)  -h  e, 
Yi^=/{x)  —  e.  Nous  dirons  que  l'arc  Cjo  appartient  à  un  champ, 
s'il  est  possible  de  prendre  le  nombre  positif  e  assez  petit  pour  que 
la  région  ^Rg  soit  un  champ  de  courbes  extrémales,  comprenant 
en  particulier  la  courbe  CJq,  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il 
suffit  que  Téquation  linéaire  (24)  admette  une  intégrale  u{x^y)j 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dansée, 
et  se  réduisant  k/'(x)  quand  on  y  remplace  j^  pary(a:)  (*). 

Reprenons  les  deux  exemples  traités  plus  haut  (n"  447).  Dans  le  pre- 
mier, on  voit  immédiatement  que  tout  arc  de  cercle  AB  joignant  deux 
points  A  et  B  au-dessus  de  Ox  et  ayant  son  centre  sur  Ox  appartient  à 
un  champ.  De  même  dans  l'exemple  2,  un  arc  de  chaînette  AB  ayant  pour 
base  Ox  appartient  à  un  champ  si  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à 
la  chaînette  aux  points  A  et  B  est  au-dessus  de  Ox.  Dans  ce  cas,  on  peut 
en  effet  trouver  deux  points  P  et  Q  sur  la  chaînette,  tels  que  les  points  A 
et  B  soient  compris  entre  P  et  Q  et  que  les  tangentes  aux  points  P  et  Q 
se  coupent  en  un  point  T  de  Ox.  il  est  clair  que  le  domaine  éig  sera  tout 
entier  dans  l'angle  PQT  pourvu  que  e  soit  assez  petit,  et  par  suite  sera  un 
champ. 

451.  Existence  d'un  champ.  —  L'équation  d'Euler  admet  une 
infinité  de  systèmes  d'intégrales,  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable X,  et  se  réduisant  pour  une  valeur  particulière  de  X  à  l'in- 
tégrale/(x).  Son  y  = 'f  (x ^  X)  l'équation  d'une  de  ces  familles 
d'intégrales;  nous  supposerons  que  cette  fonction  cp  satisfait  aux 
conditions  suivantes  : 

i"Elle  est  continue,  et  admet  «les  dérivées  partielles  du  premier 
et  du  second  ordre  continues  lorsque  x  varie  de  Xo  à  .Ti,  et  X 
de  —  A"  à  4-  A",  A"  étant  un  nombre  positif; 

2"  Elle  se  réduit  à  /{x)  pour  X  =  o  ; 

(  ')  Ce  problème  est  indéterminé,  car  les  équations  y  =  /{x),  u  =/' {x)  repré- 
sentent, comme  il  est  aisé  de  le  vérifîer,  une  caractéristique  de  l'équation  li- 
néaire (24).  Soient  (jJj,  ^'3)  les  coordonnées  d'un  point  de  Çj*„.  Si  la  fonction  F 
est  analytique,  il  en  est  de  même  de/(j7),  et  Téquation  linéaire  (34)  admet  une 
infinité  d'intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  {x^^  y^)^  se  réduisant 
à  /'{x)  pour  y  =  /{x).  Il  faut  de  plus  que  Tune  d'elles  soit  régulière  dans  toute 
la  région  èA.,,  pour  que  cette  région  soit  un  champ. 
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3"  I^a  dérivée  ^>.(x,  o)  est  diflTérente  de  zéro  pour  x^^^x^Xx- 
Nous  allons  montrer  que  celle  fonction  o{x,  \)  définit  un  champ 
auquel  appartient  la  courhe  extrémale  AB. 

En  eflTel,  C5'>  (^,  o)  ne  s'annulaut  pas  quand  x  varie  de  x^  à  ^,, 
on  peut,  puisque  la  dérivée  ç>.  (x,  ).)est  une  fonction  continue  des 
deux  variables  j?  et).,  assigner  un  nombre  positif  p  tel  que  o>  (j:*,  a) 
ne  s'annule  pas  non  plus  dans  le  domaine  A  défini  par  les  inéga- 
b'iés  .ro^J^^.r,,   — p^X'^p.  Quand  on   fait   varier  jr  de  jTo  à  jt, 
et  ).  de  —  p  à  4-  p,  le  point  m  de  coordonnées  [jr,  y  =  "^  (x^  a)] 
décrit  une  certaine   région    cR'  entourant  Cjo    et    limitée  par   les 
droites  x  =  x^,  x  =  Xt^  et  par  les  deux  courbes  y  =  '^{x,  —  p), 
y=  '^{x,  "^~?)-  !^0"s  allons  montrer  que  par  tout  point  de  cette 
région  .'♦l'  il  passe  une  courbe  et  une  seule  de  la  faniille  considérée. 
En  effet,  supposons  pour  fixer  les  idées  'f\{x,  a)  >•  o  dans  A';  si 
J'on  donne  à  :r  une  valeur  fixe  X2,  comprise  entre  ^0  et  Xi ,  et  qu'on 
fasse  varier),  de  —  p  à  -h  p,  'f  (^2,  )^)  va  en  croissant  de  'f{x2*  —  p) 
èi^(x.2,  p),  et  le  point  de  coordonnées  [x2,  'f(^j,  )0]  décrit  un 
segment  de  droite  P|  P2,  parallèle  à  Oy.  A  chaque  valeur  de  Xj 
comprise  entre  Xq  et  X|   correspond  ainsi   un  segment  de  droite 
Pi  Pj,  et  quand  X2  croît  de  Xq  k  x^^  le  segment  P<  Pj  décrit  une 
certaine  région  du   plan  qui  est  la  région  A'.  On  voit  immédia- 
tement, d'après  ce   mode  de  génération,   qu'à   tout  point  (jc,  y) 
de  A^  correspond  une  valeur  déterminée  de  X,  comprise  entre  —  p 
et  -h  p  ;  soit  )v  =  A(x,  >•)  celte  racine.  La  dérivée  ^'x(^î  )0  n'étant 
pas  nulle  pour  la    valeur   X=^(^x^  y),   il   résulte  de   la   théorie 
générale   des    fonctions   implicites  (I,   n**21),  et  des  hvpolhèses 
qui  ont  été  faites  sur  la  fonclion  'f  (x,  X),  que  celle  fonction  '!^{x^y) 
est  continue,  et  admet  des  dérivées  partielles  continues  dans  la 
région   A^,   D'autre  part,  le  coeflicient  angulaire  u{x,  y)  de  la 
tangente  à  la  courbe  du  faisceau  considéré  qui  passe  en  un  point 
(x,  y)  de  A'  est  égal  à  'f^(a:,  A)  =  cp^[a:,  i{^(jr,  y)].  Puisque  les 
dérivées  du  ser.ond  ordre  de  C5  sont  continues,  et  que  6  admet  des 
dérivées  du  premier  ordre  qui  sont  elles-mêmes  continues,  il  s'en- 
suit que  u{x,  y)  admet  aussi   des  dérivées   partielles  u'^  et  «', 
continues  dans  cR'.  Cette  région  A'  est  donc  un  champ. 
Soit  maintenant  e  le  minimum  des  deux  fonctions 
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lorscjue  x  varie  de  ^o  ^  X\,  Ce  nombre  e  est  positif,  puisque  les 
deux  fonctions  précédentes  sont  continues  et  ne  peuvent  s'annuler 
dans  rintervalle  (j^q»  ^i)-  Le  domaine  A^  défini  par  tes  inéga- 
lités x^'^x'^Xs^f^x)  —  e!?y=/(-p) -f- e  est  donc  compris  tout 
entier  dans  le  domaine  c^R',  et  par  suite  A^  est  un  champ  entourant 
Tare  (j'o. 

On  peut  trouver  une  famille  d'intégrales  y  =  ç(^,  X)  de  l'équa- 
tion  d'Euler,  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  plus  haut,  lorsque 
les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées  pour  l'inté- 
grale particulière  y(j:)  dans  l'intervalle  (o^o,  X|).  Nous  suppose- 
rons poui"  la  démoMstralion  que  la  fonction  F  est  analytique.  Si  la 
condition  de  Legendre  est  vérifiée,  c'est-à-dire  si 

F;.«,[:r,/(x),/'(:r)] 

reste  positif  quand  x  varie  de  j:©  à  a?, ,  la  fonction  /(j:)  est  holo- 
morphe  le  long  du  segnienl  («Co»  -^i  )  cle  l'axe  réel  dans  le  plan 
de  la  variable  complexe  x.  D'après  un  important  théorème  dû  à 
M.  Poincaré  (*),  l'équation  d'Euler  admet  une  infinité  d'intégrales 
dépendant  d'un  paramètre  variable  X,  que  l'on  peut  représenter  par 
une  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ce  paramètre 

et  convergente  pourvu  (|ue  l'on  ait  x^^^^x^x^^  |X|  <  A".  La  dérivée 
'fx(-^»  o)  se  réduit  ici  à  f^[x)^  et  l'intégrale  ^(^,  X)  satisfait  aux 
conditions  voulues  pourvu  que  la  fonction  f\{x)  ne  s'annule  pas 
pour  ^0  =  '^-'^!  •  ^^i*t  si  l'on  remplace  y  par  ^{x^\)  dans  l'équa- 
tion d'Euler, 

ôy        dx  \  ôy'  / 

et  qu'on  différentie  le  premier  membre  de  cette  relation  par  rap- 
port à  A,  il  vient 

dy^  àX  "^  à  y  Oy'  dx  âl  ~~  dx  \ày  dy'  dï  "^  ây^  dxàî  )  ' 

(*)  PoiNCARE,  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  cbap.  II, 
p.  62-60.  I^e  iticoréme  de  M.  Poincaré  exige  seulement  que  la  fonction  f{Xy  y,  y') 
soit  analytique  en  y  el  y\  mais  n'exige  pas  qu'elle  soit  analytique  en  x.  Quand 
cette  fonction  n'est  pas  analytique  en  x,  les  fonctions  y,  /,,  /j,  ...  ne  sont  pas 
non  plus  analytiques,  mais  elles  sont  continues  et  admettent  des  dérivées  du 
premier  et  du  second  ordre  continues  dans  l'intervalle  {x^y  x^), 
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Faisons  X^  o  dans  celte  équation;  il  reste 

P(^)/i(^)-4-Q(:r)/;(x)=^[Q(:r)/,(a:)-hR(ar)/;(^)], 

OU,  en  développant, 

(26)         R(.r)/;(:r)-hR'(x)/,(:r)-h[Q'(^)-P(a-)J/,(ar)  =  o. 

Nous  retrouvons  précisément  l'équation  linéaire  de  Jacobi  (*). 
Si  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée,  on  peut  prendre  pouryi(jî) 
une  intégrale  de  cette  équation  ne  s'annulantpas  pour  Xo^x^Xi, 
et  la  fonction  «p(a:,  X)  satisfait  aux  conditions  voulues.  Uarc  Cj*» 
de  courbe  extrémale  appartient  donc  à  un  champ  lorsque  les 
conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées. 

On  peut  par  exemple  déterminer  la  fonction  ^{x.  X)  de  la  manière  sui- 
vante. La  condition  de  Legendre  R(a7)>o  étant  vérifiée  le  long  de  Çoi 
on  peut  trouver  (n**  446)  un  intervalle  (Xq,  Xf)  comprenant  le  premier 
(Xo<  aro<  a?i  <  X|),  tel  que  f(x)  soit  aussi  holomorphe  dans  cet  inter- 
valle. Prenons  sur  la  courbe  Cj'q  prolongée  un  point  «As,  à  gauche  de  A, 
d'abscisse  a;,(Xo<  a7j<  a^o),  et  considérons  le  faisceau  des  extrémales 
issues  de  ce  point  X.  Soit  c  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  «lU 
à  Tune  de  ces  courbes;  si  l'on  prend  pour  le  paramètre  X  la  différence 
c — /'(xi)j  toutes  ces  courbes  sont  représentées  par  une  équation  de  la 
forme (25),  la  série  du  second  membre  étant  convergente  dans  l'intervalle 
(â?3,  OTi)  pourvu  que|X|  reste  plus  petit  qu'un  nombre  positif  assez  petit  A-. 
Toutes  les  courbes  représentées  par  cette  équation  doivent  passer  par  le 
point  qA»;  il  faut  donc  que  toutes  les  fonctions  yi(:r),  f\(x)^  ...  s'annu- 
lent pour  X  =  Xz.  En  particulier /j(ar)  représente  une  intégrale  de  l'équa- 
tion de  Jacobi  qui  est  nulle  pour  x  =  ^^3.  Si  la  condition  de  Jacobi  est  sa- 
tisfaite, on  peut  prendre  le  point  JU  assez  voisin  de  A  pour  que  cette 
intégrale  ne  s'annule  pas  pour  a:s<  j^^  2:1;  les  courbes  extrémales  issues 
du  point  X  formeront  donc  un  champ  limité  par  deux  d'entre  elles 
^  =  çp(ar,  p),^  =  <p(a7,  —  p)  el  par  la  droite  x  =  Xf,  On  en  déduira  encore 
un  champ  ^g  entourant  l'arc  Cj'g  en  prenant  pour  e  la  valeur  minimum 
des  deux  fonctions  ©(a?,  p) — ^(x,  o)  et  ^{Xy  o)  —  «p(ar,  —  p)  lorsque  x 
varie  de  Xq  èi  Xi. 


C)  Plus  généralement,  soit  y  =  9(^7,  a,  ^)  Tintégrale  générale  de  Téqualion 
d'Euler,  et  soit  'f{Xy  a^,,  3^,)  =/{x).  L'intégrale  générale  de  réquation  linéaire 
de  Jacobi  correspondant  à  la  courbe  extrémale  y  =  /{x)  est,  d'après  ce  calcul, 

OÙ  Ton  doit  remplacer  a  par  a,  et  ^  par  ^^  uprès  la  dilTérentiation. 
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Remarque,  —  On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède  la  signification 
géométrique  de  la  condition  de  Jacobi.  Si  la  formule  (25)  représente  le 
faisceau  des  courbes  y  issues  du  point  A,  les  fonctions  fi(x)^fi{x)^  ... 
s'annulent  pour  x  =  Xq,  elfxix)  est  une  intégrale  de  l'équation  de  Jacobi 
s'annulant  pour  x  =  x^.  Supposons  que  cette  intégrale  ait  d'autres  zéros 
dans  l'intervalle  (a:©,  \\)  et  soit  x'^  le  zéro  le  plus  rapproché  de  x^.  Les 
points  de  rencontre  de  la  courbe  (/o  avec  la  courbe  ^x»  ^ui  correspond  à 
la  valeur  X  du  paramétre,  sont  racines  de  l'équation 

(27)  îp,(a:,  X)  =/,(ar)-i- X/,(a:) -+-...  =  0. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  cette  équation  ne  peut  avoir  aucune 
racine  entre  x^  et  Xx^  pourvu  que  |X{  soit  inférieure  un  nombre  positif  p 
convenablement  choisi.  Pour  X  =  o,  cette  équation  admet  la  racine  simple 
^  =  ^0^  P^'*  conséquent,  lorsque  X  tend  vers  zéro,  l'équation  (27)  admet 
une  racine  qui  tend  vers  x'q.  On  peut  énoncer  ce  résultat  comme  il  suit. 
Soit  A'  le  point  d'abscisse  a?^  de  la  courbe  (jo;  lorsque  |Xj  est  très  petit, 
la  courbe  ^x  rencontre  la  courbe  (j*©  en  un  ou  plusieurs  points  dont  l'abs- 
cisse est  comprise  entre  2:0  et  Xj.  Celui  des  points  d'intersection  qui  est  le 
plus  rapproché  du  point  A  a  pour  limite  le  point  A'  lorque  X  tend  vers 
zéro.  Les  points  A  et  A'  sont  dits  conjugués^  et  la  condition  de  Jacobi 
signifie  que  le  point  A',  conjugué  de  k,  ne  doit  pas  être  situé  entre  les 
points  A  et  B. 

4o2.  Formule  de  M.  Hilbert.  —  Soit  (Q  un  champ  de  courbes 
extrémales;  si  u{x^y)  est  la  fonction  qui  correspond  à  ce  champ, 
lUnlégrale  curviligne 

(28)  l=flF(x,y,  u)  —  uF'^(x,jr^  u)]dx-^-Fi(x,y,  u)dy, 

prise  le  long  d^une  courbe  fermée  quelconque  située  dans  le 
champ,  est  égale  à  zéro. 

Ëii  effet,  la  condition  pour  que  celle  intégrale  soit  nulle  est 
exprimée  par  la  formule 

d¥        âFdu^  du  ôF  _       â^F    __      du  à^  _    d^F         d^F  du 
dy        du  dy       dy  du  dy  du  dy  du'*-  ""  dx  du        du"^  dx 

et  cette  condition  est  identique  à  Féquation  (24)  à  laquelle  satis- 
fait la  fonction  u{x^y). 

Le  long  d'un  arc  de  courbe  F  située  dans  le  champ  et  repré- 
seniëe  par  l'équation  y  =  (p(x),  la  fonction  ^{x)  étant  de  la 
classe  (I),  l'iotégrale  curviligne  de  Hilbert  est  identique  à  Tinté- 
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grale 

/  [Fer,  V,  u)-^(y-'U)F:,(T,y.  u)]dx. 

Si  en  parliciilier  la  courbe  F  esl  une  courbe  extrémale  Ç,  faisant 
partie  du  faisceau  considéré,  le  long  de  celle  courbe  y  est  égal  à 
m(x,  y),  et  rintégrale  curvilij;ne  1  se  réduit  à  l'intégrale  J  que 
Ton  étudie  prise  le  long  de  (J, 

-i53.  Conditions  suffisantes.  —  Revenons  maintenant  à  la  ques- 
tion qui  fait  l'objet  du  calcul  des  variations.  Les  conditions  de 
Legendre  et  de  Jacobi  étant  vérifiées  pour  un  arc  CJo  de  courbe 
extrémale,  la  région  c-^lg  est  un  champ  entourant  Tare  (j©,  pourvu 
que  le  nombre  positif  e  ail  été  pris  assez  petit.  Soit  ii(a:, y)  la  fonc- 
tion correspondante  qui  satisfait  à  la  condition  u[xj  f{x)\:=^f'{x). 
Toute  courbe  F  de  classe  (1),  située  dans  le  champ  A^  et  joi- 
gnant les  deux  points  A  et  B,  est  représentée  par  une  équa- 
tion y  =f{^x)  -h  a)(x),  la  fonction  iù(x)  étant  de  classe  (I)  dans 
riiitervalle  (Xq,  Xi)  et  satisfaisant  aux  conditions 

u}{xo)  =  o,         (jù{xi)  =  o,         |to(^)|<Ê         pour        XQ<ix  <ixi. 

Pour  comparer  les  valeurs  des  deux  intégrales  J(j*^  et  Jp,  appli- 
quons la  formule  de  Hilberl  au  contour  fermé,  formé  par  les  deux 
courbes  CJq  et  F.  Puisque  (jo  est  une  extrémale,  cette  formule  nous 
donne 

Ç  ¥{x,y,y)dx=   f[F(x,y,  a) -f- (j'— £/ )F;,(x,  ^,  u)]  dx, 
les  deux  inlégrales  étant  prises  dans  le  sens  voulu.  On  en  déduit 

c'est-à-dire,  d'après  la  définition  de  la  fonction  E  (n**  449), 
(29)  Jp  — J(j^=  JE(x,y;  u,y)dx. 

Dans  cette  formule,  y  désigne  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  F,  tandis  que  u{x,  y)  est  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  la  courbe  (j  du  champ  qui  passe  au  point  (x,j^). 
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La  clifTérence  Ji^  —  J(j'^  sera  donc  positive  si  la  fonclion 

E(x,  y;  u.  p) 

des  trois  variables  indépendantes  x^  y,  p  est  positive  pour  les 
coordonnées  [x^  y)  d'un  point  quelconque  du  domaine  c'ReC'  pour 
toute  valeur  finie  deyo;  u  est  supposée  remplacée  dans  E  par  la 
fonclion  ui^x,  y^  qui  convient  au  champ  considéré.  Nous  pouvons 
par  conséquent  énoncer  la  proposition  suivante  :  La  courbe 
exlrémale  (/o  donne  un  minimum  de  V intégrale  J  si  la  fonc- 
tion E(j:,  y  ;  u,  p)  est  positive  pour  tout  point  (x,  y)  du  do- 
mnine  Mg  et  pour  toute  valeur  finie  de  p. 

Pour  reconnaître  si  cette  condition  est  satisfaite,  il  faut  d'abord 
avoir  calculé  la  fonction  u(x^y)  qui  convient  à  un  champ  parti- 
culier d'extrémales,  comprenani  (Jq.  On  peut  remplacer  cette  con- 
dition par  une  autre,  qui  est  moins  générale,  mais  d'une  appli- 
cation plus  commode,  car  elle  n'exige  pas  le  cab^ul  de  la  fonction 
u{x,y).  Nous  avons  en  efl'el,  d'après  la  formule  de  Ta^lor, 

(3o)  E(T,y;  u,p)  =  — — ; Fy't[x,y,  u-^^( p  —  u)],       o<6<i, 

et  la  fonction  E(;r,  y;  w,  />)  sera  certainement  positive,  si  la 
dérivée  seconde  E>»(^,  y»/>)  est  positive  pour  tout  point  (^,y) 
du  domaine  /^Ig  et  pour  toute  valeur  finie  de  p.  On  en  déduit  aisé- 
ment un  svstème  de  conditions  suffisantes  [)our  que  la  courbe 
exlrémale  f/o  donne  un  minimum  de  l'intégrale  J. 

Soit  C  une  courbe  fermée  t|uelconque  entourant  CJo  et  n'ayant 
avec  (/o  aucun  point  commun;  la  région  du  plan  intérieure  à  C 
constitue  un  domaine  de  l'arc  (/o  et  il  est  clair  que  le  domaine  cH^ 
sera  intérieur  à  celui-là  pourvu  que  l'on  prenne  £  assez  petit.  Si 
une  certaine  condition  est  vérifiée  po  ir  le  domaine  intérieur  à  (2, 
elle  l'est  donc  a  fortiori  pour  c-ii^.  Cela  posé,  la  courbe  CJq  rend 
minimum  ^intégrale  J  si  la  dérii'ée  seconde  Fj5(x,  r,  p)  est 
positive  dans  un  certain  domaine  de  l^arc  (jo  pour  toute  valeur 
finie  de  p,  et  si  Con  a  Xs<^x\, 

En  eflel,  FJ'i[.r,  f{x),  f'{j^)\  =  ^{^)  est  alors  positif  de  Xq 
à  X|  ;  la  condition  de  Legeudre  est  donc  î>alisfaite.  La  condition  de 
Jacobi  l'est  aussi  par  hypothèse,  et  l'on  peut  trouver  un  champ  t^flj 
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entourant  C/oi  où  la  fonction  E  est  positive  pour  toute  valeur  finie 
de/?,  d'après  la  formule  (3o).  On  a  donc  toujours  J(^^-<  Jr. 

Remarquons  que  les  conditions  précédentes  ne  forment  pas  un 
système  de  conditions  nécessaires.  Il  peut  arriver  en  effet  que 
E(x^  y;  w,  p)  soit  positif  dans  tout  le  champ  Aj  pour  toute  valeur 
finie  de/>sans  qu'il  en  soit  de  même  deFyi(j:,  y,  p)  {voir  p.  6a4). 

Exemple,  —  Supposons  en  particulier  que  F  soit  de  la  forme 

On  a  ici  F*.,  =  ^{Xy  y){  i  -k- y'^)  «,  de  sorte  que  F^,  est  du  même  signe 
que  g(x^  y).  Si  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées,  la 
fonction  g{x,  y)  est  positive  tout  le  long  de  l'arc  ^'©î  elle  est  donc  aussi 
positive  dans  un  certain  domaine  de  cet  arc,  et  par  suite  F^^  est  positif 
dans  tout  ce  domaine  pour  toute  valeur  finie  dey',  La  courbe  (Jo  donne 
donc  un  minimum  de  l'intégrale.  Cette  remarque  s'applique  immédiate- 
ment aux  exemples  traités  plus  haut  (n°  447). 

Remarque,  —  Lorsque  le  point  (a:,  ^)  est  un  point  de  lare  (j'o»  la  fonc- 
tion u(x^  y)  est  égale  au  coefficient  angulaire  j^'  de  la  tangente  à  ^o  au 
point  (x,  y).  Si  la  fonction  E(x,y\  u,  p)  est  positive  dans  tout  le  do- 
maine ^£,  pour  toute  valeur  finie  de  p,  la  fonction  E{Xf  y;  y\  p)  est 
aussi  positive  tout  le  long  de  l'arc  C^'o  :  c'est  la  condition  nécessaire  de 
Weierstrass  pour  qu'il  y  ait  minimum  (n**  -449). 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte.  Il  peut  arriver  que  la  fonction 
E[Xy  y\  u{x,y)y  p^  soit  positive  pour  toute  valeur  finie  de/?  tout  le  long 
de  l'arc  ^^  sans  que  cette  fonction  soit  positive  pour  toute  valeur  finie 
de/>dans  la  région  ^£,  aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  e.  Reprenons 
en  effet  l'exemple  de  M  Bolza  (n°  449,  p.  6i  i  ),  et  la  courbe  extrémale^  =  o 
joignant  les  deux  points  A(o,  o)  et  B(i,o).  Les  parallèles  à  l'axe  Ox  for- 
ment un  champ,  et  la  valeur  correspondante  de  u{x^  y)  est  u  =  o.  On  a 
donc  ici  E{x,y;  a,  p)  =  p^(a  —  ^bpy  -h^bxp^),  et  cette  fonction  est 
positive  pour  toute  valeur  finie  de  p  tout  le  long  du  segment  AB.  Il  n'en 
est  pas  de  même  dans  le  rectangle  éig,  limité  par  les  droites  x  =  o,  ar  =  i, 
y  =  —  Zy  y  =  t^  aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  e.  En  effet,  si  l'on 

prend  y  =  -9 p  =  — ,  x  ayant  une  valeur  positive  inférieure  à  i  et  à  —  > 

la  fonction  Ë  a  une  valeur  négative. 

A6i,  Minimum  fort  et  minimum  faible.  —  Si  en  un  point  d'ab- 
scisse X  de  la  courbe  F,  la  valeur  de  y  diflere  très  peu  de  f\x)^ 
comme  u{x^y)  est  lui-même  très  peu  différent  de/'(x),  il  s'en- 
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suit  que  la  différence  ii-i-H(y — u) — f'{^)  est  elle-même  très 
petite,  et  d'après  la  formule  (3o)  E(:r,  ^;  u^  y')  aura  le  même 
signe  que  FJ, [a;,  f{^)t  f'{^)^'  blette  remarque  conduit  tout 
naturellement  à  introduire  une  nouvelle  distinction. 

Soit  d'une  façon  générale  a)(a:,  a)  une  fonction  continue  ainsi 
que  sa  dérivée  première  w^x,  a),  dans  Tinlervalle  (xq^  x^)^  s*an- 
nulant  quel  que  soit  a  pour  x  =^  Xq  et  pour  or  ^  oti  ,  et  se  rédui- 
sant identiquement  à  zéro  pour  a  =  o. 

Nous  dirons  que  a)(j;,  a)  est  une  variation  faible  si  à  tout 
Domhre  positif  £  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre 
positif  S  tel  que  Ton  ait,  pour  Xq^x'^Xx , 

(3i)  |w(ar,  a)|<e,     \^'x(^,  %)\<t, 

pourvu  que  |a|  soit  inférieure  8.  Par  opposition,  on  dit  que  oj(j:,  a) 
est  une  variation  forte^  si  la  première  de  ces  conditions  seulement 
est  vérifiée,  c'est-à-dire  si  à  lout  nombre  positif  s  on  peut  faire 
correspondre  un  autre  nombre  positif  2  tel  que  l'on  ait 

|aj(j',  a)|<£         pour         ^o  =  ^  =  ^i> 

pourvu  que  |a|<;3,  la  valeur  de  |a)^(:r,  a)|  n'étant  assujettie  à 
aucune  condition  lorsque  a  tend  vers  zéro. 

Les  variations  considérées  plus  haut,  qui  sont  de  la  forme  7.r^{x) 
sont  des  variations  faibles,  quelle  que  soit  t^{x)\  il  suffit  en  effet 
que  l'on  ail  M  |a|  -<  s,  M  désignant  la  valeur  maximum  de  |tj(x)| 
et  de  {'fi  {x)\  dans  l'intervalle  (jTo»  «^^Oi  pour  que  les  deux  inéga- 
lités (3i)  soient  vérifiées. 

Au  contraire  la  variation 

a)(ar,  a)  =  asinl  -^ J, 

où  /z  >  1 ,  est  une  variation  forte,  car  on  a 

,  I  \{T  —  .t(^)(X  —  X\)^  ^ 

Wj,(:r,  a)  =  — ^cosl  -^^ U-^x—Xo  —  Xi) 

et  l'on  peut  toujours  trouver  des  valeurs  de  a  moindres  en  valeur 
absolue  que  tout  nombre  positif  p,  pour  lesquelles  |(u^(j:,  a)|  est 
plus  grand  que  tout  nombre  donné. 

Cette  distinction  est  facile  à  saisir  sur  les  courbes  elles-mêmes. 
Considérons  en  effet  les  deux  courbes  y  «t  T  représentées  par  les 
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deux  équations 

(F)  y=f{x)^i^{x,  a), 

et  faisons  correspondre  les  points  de  ces  deux  courbes  qui  ont 
même  abscisse.  La  distance  de  deux  points  correspondants  sur  les 
deux  courbes  est  inférieure  à  e  pourvu  que  |a|  soit  <[  2,  sans 
quMl  y  ait  lieu  de  distinguer  si  la  variation  est  f<iible  ou  forte. 
Mais,  lorsque  la  variation  oj(j:,  ol)  csl/ai'bie,  non  .seulement  deux 
points  correspondants  sur  les  deux  courbes  sont  infiniment  voisins, 
mais  Tangle  des  tangentes  aux  deux  courbes  en  ces  points  est 
infiniment  petit,  il  n'en  est  plus  de  même  si  la  variation  h)(x,z) 
est  forte;  dans  ce  cas,  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes  aux 
points  correspondants  ne  tend  pas  en  général  vers  zéro,  comme  on 
peut  le  véi'ilier  sur  Texemple  précédent. 

On  l'ait  une  distinction  analogue  pour  le  minimum.  Nous  dirons 
que  la  courbe  extrémale  (jo  donne  un  minimum  faible  pour  Tin- 
tégrale  J,  s'il  existe  un  nombre  positif  t  tel  que  tUntégrale 


j^i 


J     V[x,/{x),f{x)\dx 

soit  moindre  que  r intégrale 

¥[x,  f{x)  -^  hi{x),  f\x)  -h  <»i'  {x)]dx, 


£ 


pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  tu(.r),  qui  est 
(le  classe  (1)  dans  r  intenta  lie  (jTy,  x^)  et  assujettie  à  vérifier 
les  conditions 

pour  x^i^x'^x^, 

Par  opposition,  on  dit  que  la  courbe  extrémale^  z=zf(^x)  donne 
un  minimum  fort,  si  elle  satisfait  à  la  condition  énoncée  au  début 
de  ce  Chapitre  (n"*  112).  On  comprend  aisément  d'après  cela 
pourquoi  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  insuffi- 
santes pour  assurer  le  minimum  fort,  puisqu'on  obtient  ces  con- 
ditions en  raisonnant  uniquement  sur  des  variations  faibles.  Au 
contraire,  la  condition  de  Weierstrass  (n**  419)  a  été  obtenue  en 
considérant  une  variation  forte. 
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Th^.orème.  —  Un  arc  d^ extrémale  yo>  pour  lequel  les  con- 
ditions de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées,  fournit  au 
moins  un  minimum  faible  pour  ^intégrale  J. 

En  efiel,  par  hypothèse,  la  ("onction  R(.r)  =:  Fyi[x^  /(x)^  /' (x)] 
a  une  valeur  positive  lorsque  x  croît  de  Xq  à  Xi.  La  fonction 
F'y.,(^,  y,  y')  étant  continue,  on  peut  donc  trouver  un  nombre 
positif  0  tel  que  Ton  ait 

Vy,[x.  /(  .r  )  -+-  h,f'{x)  -+-  Â-]  >  o, 
pour 

pourvu  que  |A|  et  \k\  soient  inférieurs  à  S.  Soit  F  une  courbe  voi- 
sine de  CJo  représentée  par  l'équation  y  =f(x) -\- ixi{x);  nous 
devons  prendre,  dans  la  formule  (3o),  en  y  remplaçant^  par^, 

U-h^(y —  U)=  U\X,  f{X)^OJ{X)]-h^  ]/'  (x)  -\-  Oj'  (x)  ^  U[X^  /{x)  -h(i){x)]\, 

ce  que  Ton  peut  écrire,  en  observant  que  u[x^  A-^)]  =/'(^)» 
et  en  désignant  par  Oi  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un, 

f(x)^ho,'{x)-\-{i  —  ^)]u[x,/(x)-^uj{x)]-u[x./(x)\\ 
=  /'i^)  H-  ôto'(x)  -H  (1  —  ^)U}{x)  Uy[x,  /{x)  -^  ^i(jù{x)]. 

Soit  jJL  une  limite  supérieure  de  \Uy\  dans  un  certain  domaine 
de  Çq.  Prenons  un  nombre  positiCe  tel  que  e(i  -h  [jl)  <[  5  ;  si  |  w(:r)| 
et  |to'(x)[  soûl  inférieurs  à  sde.ro  à  x^^  on  a 


tout  le  long  de  la  courbe  F,  et  par  conséquent  la  (onction 

est  positive  tout  le  long  de  cette  courbe.  La  différence  Jp  —  J(j,  est 
donc  positive,  d'après  la  formule  {'^ij), 

La  proposition  établie  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  peut  de 
même  être  énoncée  comme  il  suit. 

Théorème.  —  Un  arc  d'extréma/e  (j'o,  pour  lequel  les  condi- 
tions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées,  fournit  un  mi- 
nimum FOiKT  pour  ^intégrale  J,  si  la  dérivée  seconde  Vy.i[x^y^p) 
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reste  positive  pour  toute  valeur  finie  de  p  dans  un  certain  do^ 
maine  entourant  (j©. 

Exemple,  —  Soit  F  =y^{y'—  i)«.  On  a 

j->  =4y*— 6y«-h  •2y=ay(y  — i)(2y— I), 

-^^  =  12^»  —  lay-h  2  =  I2(y—  m'){y'—  m"), 
m!  étant   compris  entre  o  et ->  et  m'  étant   compris   entre  -  et  i.  Les 

"^2  ^  1 

courbes  extrémales  sont  des  lignes  droites,  et  toute  courbe  extrémale 
y  =  mx-\- p  appartient  à  un  champ  formé  par  les  droites  de  coefficient 
angulaire  /n;  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  u(x^  y)  est 
w(^>  y)  =  f^'  Étant  donnés  deux  points  A.  et  B  du  plan  des  xy,  la  Kgne 
droite  ÂB  est  la  seule  courbe  extrémaie  joignant  ces  deux  points:  cette 
courbe  satisfait  toujours  à  la  condition  de  Jacobi,  mais  la  condition  de 
Legendre  n'est  vérifiée  que  si  le  coefficient  angulaire  m  de  la  droite  AB 
est  inférieur  à  m' ou  supérieur  à  m'. 

Soit  ^e  le  domaine  défini  plus  haut,  relatif  à  la  courbe  extrémaie  AB; 
ce  domaine  est  un  champ  pour  lequel  on  a  u{x^y)  ^  m.  La  fonction 
E(j?,  ^;  /n,  /?)  de  Weierstrass  a  pour  expression 

^{x,y\  m,  p )  =  {p  —  /n)»[/?»H-2/?(m  — i)-4-(m  — i)(3m  — i)J, 

=  (/?  —  m)*[(/?-+-/n  —  i)*-+-2m(m  —  I)]; 

cette  fonction  est  positive  pour  toute  valeur  finie  de/?,  pourvu  que  m  soit 
négatif  ou  supérieur  à  t,  et  dans  ces  deux  cas  seulement.  Nous  sommes 
donc  conduits  aux  résultats  suivants  : 

I**  Si  l'on  a  m  <  o,  ou  /n>i,  la  droite  AB  donne  un  minimum  fort 


pour  l'intégrale  J  =   /     y'^{y' — \)'^dx. 


Il  en  est  encore  de  même  si  m  =  o,  ou  si  m  =  i,  car  la  valeur  de  l'in- 
tégrale J  le  long  de  la  droite  AB  est  nulle  dans  ces  deux  cas,  tandis  qu'elle 
est  positive  pour  toute  autre  courbe  de  classe  (I),  joignant  les  deux 
points  A  et  B. 

2°  Si  l'on  a  o  <  m  <  m',  ou  m'<  /n  <  i,  la  droite  AB  donne  un  mi- 
nimum faible  pour  l'intégrale  J. 

3"  Enfin,  si  l'on  a  m'S.mS.m",  la  droite  AB  ne  donne  ni  un  minimum 
fort,  ni  un  minimum  faible,  puisque  la  condition  de  Legendre  n'est  pas 
satisfaite. 

Cet  exemple,  dû  aussi  à  M.  Bolza,  conduit  à  des  remarques  intéres- 
santes. Ainsi  nous  voyons  que  la  fonction  E{x,y\  m^y')  est  positive  pour 
toute  valeur  finie  de  y',  lorsque  m  est  négatif  ou  supérieur  à  i,  quoique 
la  dérivée  seconde  Fy«  =  i2(y  —  m')(^' — m")  ne  soit  pas  positive  pour 
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toute  valeur  finie  de^'.  La  condition  Fy»  >  o  n'est  donc  pas  une  condition 
nécessaire  pour  qu'il  y  ait  un  minimum  fort  (n**  453). 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  le  coefficient  angulaire  de  la  droite 
AB  est  compris  entre  zéro  et  un.  On  peut  prouver  directement  qu'aucune 
courbe  de  classe  (1)  joignant  les  deux  puints  A  et  B,  et  située  dans  la 
région  .'Rç,  ne  peut  fournir  un  minimum  fort  pour  l'intégrale  J.  En  effet, 
il  est  évident  que,  quelle  que  soit  cette  courbe,  la  valeur  correspondante 
de  l'intégrale  J  est  positive.  La  limite  inférieure  de  cette  intégrale  est  donc 
positive  ou  nulle.  Or  on  peut  joindre  les  deux  |)oints  A  et  B  (et  cela  d'une 
infinité  de  manières)  par  une  ligne  polygonale  située  tout  entière  dans  M.^, 
et  dont  les  côtés  sont  alternativement  parallèles  à  la  droite^  =  u  et  à  la 
droite  y  =:  x.    La    valeur  de   l'intégrale   J,   prise   le   long  de   cette   ligne 
brisée,  c'est-à-dire  la  somme  des  valeurs  de  J  le  long  de  chacun  des  côtés 
de  cette  ligne,  est  évidemment  zéro.  Or  on  peut,  en  procédant   comme 
plus  haut  (  n**  448),  remplacer  celte   ligne   brisée   par   une  courbe  F  de 
classe  (  I  )  joignant  les  deux  points  A  et  B,  de  telle  façon  que  l'intégrale  Jp 
ait  une  valeur  positive  moindre  que  tout  nombre  positif  donné.  La  limite 
inférieure  de  l'intégrale  J  est  donc  zéro,  et  cette  limite  inférieure  n'est 
atteinte  pour  aucune  courbe  V  de  la  classe  (1)  joignant  les  deux  points 
A  et  B. 

Ceci  nous  conduit  à  élargir  un  peu  l'énoncé  du  problème  qui  a  été  posé 
au  début  de  ce  Chapitre,  de  façon  à  pouvoir  admettre  des  solutions  plus 
générales  que  celles  qui  ont  été  admises  jusqu'ici.  Nous  dirons  qu'une  foncr 
ùoiifix)  est  de  la  classe  (1)'  dans  l'intervalle  (j7o«  ^i)  si  elle  satisfait  aux 
conditions  suivantes  :  i**  f{x)  est  continue  pour  a^o^ aria:,  ;  i**  f{x)  est 
également  continue  dans  l'intervalle  (xq^  a*,),  sauf  pour  un  nombre  fini  de 
valeurs  de  x  entre  xq  et  X\  ;  3°  si  c  est  une  valeur  de  x  pour  laquelle /"'(^r) 
est  discontinue,  /'{c-ho)  et  /'(c  —  o)  ont  des  valeurs  finies.  L'équation 
y  =f(x),  où/{x)  est  une  fonction  de  classe  (1)'  dans  l'intervalle  (xq^  a",), 
vérifiant  les  deux  relations 

représente  une  courbe  F',  qui  est  dite  de  classe  (I)',  joignant  les  deux 
points  A  et  B  de  coordonnées  (a?©,  ^o)  et  (^7,,^,),  et  présentant  un  cer- 
tain nombre  de  points  anguleux.  Une  courbe  F'  de  classe  (1)'  se  compose 
d'après  cela  d'un  certain  nombre  d'arcs  de  courbes  F  de  la  classe  (1),  qui 
forment  un  trait  continu  sans  se  raccorder  à  leurs  extrémités. 
L'intégrale  J  prise  le  long  de  F' 

Jr'=  f  F(x,y,y)dx 

est  égale,  par  définition,  à  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  de  chacun 
des  arcs  de  courbe  de  classe  (I),  dont  se  compose  la  courbe  F'. 

Il  est  clair  qu'une  courbe  de  la  classe  (I)  peut  être  considérée  comme 
un   cas   particulier  d'une   courbe   de   la  classe  (I)'.   Si  l'on    remplace  la 
classe  i\)  par  la  classe  (  f  )'  dans  l'énoncé  du  problème  qui  fait  l'objet  de  ce 
G.,  IL  ^o 
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Chapitre  (n''442))  le  problème  auquel  on  est  conduit  est  évidemment  plus 
général  que  celui  qui  a  été  traité.  Lorsque  la  solution  de  ce  nouveau  pro- 
blème est  fournie  par  une  courbe  de  classe  (1)',  admettant  des  points 
anguleux  entre  A  et  B,  une  telle  solution  est  dite  discontinue.  Il  est  clair 
qu'une  solution  discontinue  ne  peut  se  composer  que  d'un  certain  nombre 
d'arcs  de  courbes  extrémales.  Il  faut,  en  outre,  qu'aux  points  anguleux  de 
nouvelles  conditions  supplémentaires  soient  vérifiées.  Dans  l'exemple  traité, 
lorsque  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  AB  est  compris  entre  zéro  et 
un,  nous  pouvons  dire  que  le  problème  admet  une  infinité  de  solutions 
discontinues. 

455.  Cas  des  extrémités  variables.  —  Nous  traiterons  encore  le 
cas  où  les  deux  points  A  et  B,  au  lieu  d'être  deux  points  fixes 
donnés,  sont  assujellis  seulement  à  rester  sur  deux  courbes 
données. 

Supposons  d'abord  que  le  point  A  est  fixe,  tandis  que  le  point  B 
est  un  point  inconnu  d'une  courbe  C,  située  dans  la  région  A.  il 
s'agit  de  trouver  une  courbe  de  classe  (I)  joignant  le  point  A  à 
un  point  inconnu  B  de  la  courbe  C,  telle  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale  /    F(;r,  y^  y)dx  soit  moindre  que  la  valeur  de  la  même 

intégrale  le  long  de  toute  autre  courbe  voisine  joignant  le  point  A 
à  un  point  B'  de  C.  Supposons  que  l'arc  A.B(Jig.  ^5)  satisfasse  à 

Fig.  95. 


cette  condition;  il  est  clair  d'abord  que  cette  courbe  AB  doit  être 
une  courbe  extrémale,  puisqu'on  particulier  on  peut  supposer  que 
le  point  B'  coïncide  avec  le  point  B.  Il  faut  en  outre  que  cel  arcÇJo 
satisfasse  aux  conditions  qui  ont  été  reconnues  nécessaires  pour 
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assurer  le  minimiini,  en  parliciilier  aux  conditions  de  Legendre 
et  de  Jacobi.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  les  courbes  extrémales  issues 
de  A  et  voisines  de  A  déterminent  un  champ  entourant  Tare  B6 
d'extrémale,  b  étant  un  point  de  Tare  AB  aussi  voisin  (|u'on  le 
veut  de  A  (n'*  4oi).  Soient  {x^^y<i)  les  coordonnées  du  point  B, 
et  ^o\l  y  z=  ^(^x)  i'é()uation  de  la  courbe  C.  Une  extrémale  issue 
de  A,  infiniment  voisine  de  AB,  rencontre  la  courbe  C  en  un 
point  B'  de  coordonnées  [xj-h/r,  'f^^a-4-A)]  qui  tend  vers  B 
lorsque  h  tend  vers  zéro.  Nous  désignerons  par  S(j:2-|- A)  la  va- 
leur de  rintégrale  J  prise  le  long  de  l'arc  d'extrémale  AB'.  Pour 
que  l'arc  d'extrémale  AB  donne  un  minimum  pour  l'intégrale  J, 
il  faut  évidemment  que  la  fonction  S(j?2-h  A)  de  h  soit  minimum 
pour  A  =  o. 

Soient  b  et  b'  deux  points  infiniment  voisins  du  point  A  pris 
sur  AB  et  AB'  respectivement.  La  région  limitée  par  le  con- 
tour 6BB'6'  est  un  champ  pour  les  extrémales  issues  du  point  A, 
et  par  suite  l'intégrale  curviligne  de  M.  Hilbert 


/ 


[¥{x,  y,  u)  —  u¥'^^{x,  y,  u)]dx-h  Fa(^,  v,  u)dy, 

prise  le  long  du  contour  total  6BB'6'6,  est  nulle.  Lorsque  les 
points  6,  b'  se  rapprochent  indéfiniment  du  point  A,  l'intégrale 
le  lon^^  de  bb'  tend  vers  zéro,  l'intégrale  le  long  de  6B  a  pour 
limite  8(^:2),  l'intégrale  le  long  de  6'B'  a  pour  limite  S(x2-I- A), 
et  il  vient 

S(a:,-»- A)--S(:r,)=    /  \¥{x,  y,  u) -^  {/ —  u)¥'„{x,  y,  u)]dx, 

y  et  y'  devant  être  remplacés  par  »(x)  et  *f'(^)  sous  le  signe  d'in- 
tégration. On  déduit  de  cette  formule  la  valeur  suivante  de  la 
dérivée  S\jc2  -h  h)  pour  A  =  u, 

en  posant  jK2=?(^a),  :K2=?'(-^2).  11^=  u{x.2^  y^);  y'.,  est  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  C  au  point  B,  et  u^ 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  extrémale  AB  en 
ce  même  point  B.  Pour  que  Tare  AB  donne  un  minimum  pour 
l'intégrale  J,  il  faut  donc  que  Ton  ait,  entre  les  coefficients  angu- 
laires des  tangentes  aux  deux  courbes  au  point  B,  la  relation 
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SI  celle  coDclilion  est  satisfaite,  nous  dirons  pour  abrég^er  que 
Tare  AB  coupe  transversalement  la  courbe  C  au  point  B. 

Soit  y"=if(^x^  a)  Téquation  générale  des  courbes  extréraales 
issues  du  point  A,  a  désignant  un  paramètre  arbitraire.  On  déter- 
minera ce  paramètre  en  écrivant  que  la  courbe  extrémale  coupe 
transversalement  la  courbe  C  au  point  de  rencontre.  Si  Ton  a 
déterminé  un  arc  AB  de  courbe  extrémale  satisfaisant  à  cette  con- 
dition, il  faudra  d^abord,  pour  (^u^elle  réponde  à  la  question, 
qu'elle  rende  minimum  Tint^^grale  J,  parmi  toutes  les  courbes 
joignant  les  deux  points  A  et  B,  et  en  outre  que  la  dérivée  seconde 
de  la  fonction  S(:r2  H-  h)  soil  positive  ou  nulle  pour  A  =  o.  Su^>- 

posons  par  exemple  F  =  y/i  -Kjk'^;  les  extrémales  sont  des  lignes 
droites,  et  la  condition  (32)  se  réduit  ici  à  i-j-^J^Wj^o.  La 
droite  AB  doit  donc  être  normale  à  la  courbe  C  au  point  B.  Pour 
que  cette  droite  AB  donne  un  minimum  de  la  distance  du  point  A 
à  un  point  dr  la  courbe  C,  il  faut  en  outre  que  le  cercle  décrit  du 
point  A  |»our  cenlie  avec  AB  pour  rayon  laisse  la  courbe  C  à  l'exté- 
rieur dans  le  voisinage  du  point  B,  et  par  suite  que  les  deux  points 
A  et  B  soient  du  même  côlé  par  rapport  au  centre  de  courbure  de 
C  au  point  B. 

Lorsque  les  deux  points  A  et  B  sont  assujettis  à  rester  sur  deux 
courbes  données  d  et  C^,  la  courbe  AB  doit  être  une  courbe 
extrémale  coupant  transversalement  la  courbe  C|  au  point  A  et 
la  courbe  C^  au  point  B.  On  a  ainsi  deux  conditions  pour  déter- 
miner les  deux  paramètres  dont  dé|)end  la  courbe  extrémale. 

456.  Extension  aux  intégrales  doubles.  —  Soit  F{x,  jr,  s,  p,  g)  une 
fonction  des  cinq  variables  indépendantes  x^  y^  j,  /?,  q  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre,  lorsque  le 
point  (07,  y  y  z)  reste  dans  une  région  A  de  l'espace,  et  pour  tout  système 
de  valeurs  finies  de  p  et  de  q.  Considérons  une  courbe  fermée  F,  située 
dans  c*R.  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  une  courbe  fermée  sans 
point  double  C.  Soit .«  =f{Xyy  l'équation  d'une  surface  S  située  dans 
la  région  ^;  pour  que  cette  surface  S  passe  par  la  courbe  F,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  fonction /(ar,  y)  soit  assujettie  à  prendre  une  succession  de 
valeurs  données,  lorsque  le  point  (Xy  y)  décrit  la  courbe  C.  Si  en  outre 
celte  fonction  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  lorsque  le  point  (:r,  y)  décrit  la  région  A  du  plan  des  xy^  limitée 
parla  courbe  G,  et  sur  cette  courbe  elle-même,  nous  dirons  que  la  fonc- 
tion f{Xy  y),  et  la  surface  S,  sont  de  la  classe  (I)  dans  A.  Remplaçons 


II.    —   MÉTHODE    DK    WKIRBSTRASS.  6^9 

dans  F  les  variables   «,  />,  q^  par  /(ar,  r),  /^  et  fy  respectivement;   le 
résultat  est  une  fonction  continue  dans  A,  et  l'intégrale  double 


(33) 


J=  /    /    V(x,  y,  z,  p.  q)dx  dy 


a  une  valeur  finie  pour  toute  surface  S  de  classe  (I  ).  On  peut  se  proposer 
pour  cette  intégrale  double  un  problème  absolument  analogue  à  celui  que 
nous  avons  étudié  pour  les  courbes,  en  cherchant  si,  parmi  les  surfaces  S 
de  classe  (I),  passant  par  la  courbe  T,  et  situées  dans  A^  il  en  existe  une 
pour  laquelle  Piniégrale  (33)  a  une  valeur  plus  petite  que  pour  toute  autre 
surface  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 

Désignons  d'une  manière  générale  par /^(j^.^)  une  fonction  de  classe  (I) 
dans  A,  et  s'annulant  tout  le  long  de  la  courbe  C.  Si  z  =f{a\  y)  est 
Téquation  d'une  surface  de  classe  (I)  passant  par  F,  l'équation 

est  l'équation  d'un  faisceau  de  surfaces  passant  par  F,  et  la  fonction 

(34)  J(a)=  f  f  F[T.y,/ix,y)-^Tr^(T,y),/:,^OLr^'^./y^oLT,\]dxdy 

^    •    (Al 

du  paramètre  x  doit  être  minima  pour  a  =  o,  quelle  que  soit  la  forme  de 
la  fonction  Tjfj*,  y),  W  faut  donc  que  la  première  variation  oJ  soit  nulle. 
La  formule  habituelle  de  différentiation  sous  le  signe  intégral,  qui  s'étend 
sans  difficulté  aux  intégrales  doubles,  donne 

(35)  8J=«/'QJr,(r,^)+^r,:,^l^,i;,]rf.rrfr, 

-8, />,  q  devant  être  remplacées  par /"(a:.  y)^fx>fy  respectivement  après 
la  difl'érentialion.  Supposons  que  la  fonction /(j^,^)  admette  des  dérivées 
partielles  du  second  ordre,  continues  à  l'intérieur  de  G;  la  formule  de 
Green  nous  donne  alors  (I,  n"  126) 

et  puisque  la  fonction  r^ix^  y)  est  nulle  tout  le  long  de  C,  on  peut  rem- 
placer  l'intégrale  double  de  tj^  — -  par  l'intégrale  double  du  produit 

d    /0¥  . 

-"^^""^y^d-rKTpy 

changée  de  signe.  En  opérant  de  même  avec  la  dernière  intégrale  double  de 
la  formule  (35),    on   voit  que  Ton    a  encore 

,3e,  .=./r„„.,[S-^(ï)-i(fi]-^.^ 
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Pour  que  8J  soit  nul,  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonc- 
tion r^iXj  y)j  il  faut  et  il  suffît  que  le  coefficient  de  r^i^,  y)  sous  le  signe 
intégral  soit  nul.  En  effet,  supposons  par  exemple  ce  coefficient  positif 
dans  le  voisinage  d'un  point  (a,  b)  intérieur  au  contour  C;  soit  p  un 
nombre  positif  assez  petit  pour  que  le  cercle  Cp  de  rayon  p,  décrit  du 
point  (a,  b)  comme  centre,  soit  à  l'intérieur  de  C,  et  que  le  coefficient 
de  Tj(.T,  y)  soit  lui-même  positif  à  l'inlérieur  de  Cp.  Si  Ton  prend 
pour  Ti(x.  y)  la  fonction  définie  de  la  manière  suivante  :  i"  tj  =  o,  à 
Textérieur  de  Cp;  •!*'  à  l'intérieur  de  Cp, 

-niT,  y)  =  [ix^a)^-^{y-^by'^^^]\ 

il  est  évident  que  8J  sera  positif.  Pour  que  la  fonction /(jt,  j/)  donne  un 
minimum  de  l'intégrale  J,  il  faut  donc  que  cette  fonction /(x,  ^)  soit  une 
intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

à?         d   /d¥\         d  /âF\ 
(^^>  Tz-d^\-ôr^)-d^\ô^)  =  ''^ 

analogue  à  l'équation  d'Euler  (5  ). 

On  est  ainsi  conduit  à  rechercher  si  cette  équation  (87;  admet  une  inté- 
grale, prenant  une  suite  de  valeurs  données  le  long  d'un  contour  fermé  C, 
continue  et  admettant  des  dérivées  partielles  du  premier  et  du  deuxième 
ordre  continues  dans  la  région  du  plan  limitée  par  C.  C'est  là  un  problème 
de  nature  tout  à  fait  différente  du  problème  de  Cauchy  (n^440),  et  qui  ne 
peut  être  traité  que  par  des  méthodes  en  dehors  du  cadre  de  cet  Ouvrage. 

Exemples.  —  i"  Soit  F  =  />*  -h  q^.  l/équation  aux  dérivées  partielles  (37) 
est  identique  à  l'équation  de  Laplace 

on  est  ainsi  conduit  au  célèbre  problème  de  Dlrichlet,  qui  consiste  à 
déterminer  une  intégrale  de  l'équation  de  Laplace,  continue  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  C,  et  prenant  une  suite 
de  valeurs  donnée  le  long  de  ce  contour.  So\l/(x^  y)  une  solution  de  ce 
problème;  la  fonction  z  =z/(.r,y)  donne  bien  un  minimum  de  l'intégrale 

définie  /  /  (p^-^-  q^)dxdy;  en  effet,  Ti(x,  y)  désignant  une  fonction 
qui  s'annule  tout  le  long  de  C,  l'on  a 
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La  fonction /(ar,  y)  étant  une  solution  de  l'équation  de  Laplace,  l'inté- 
grale double    /    /    {f'x'^x-^f'y'hy)^^^y  6st  nulle,  pourvu   que  la   fonc- 

tion  rj(ar,  y)  soit  nulle  tout  le  long  de  G,  d'après  le  calcul  fait  tout  à 
rheure.  La  nouvelle  intégrale  double  est  donc  plus  grande  que  la  première, 
à  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois  tj',.  =  o,  r^y  =  o,  ce  qui  exige  que  la  fonc- 
tion r^ix^  y)  soit  nulle.  Le  calcul  prouve  aussi  que  le  problème  de  Diri- 
chlet  ne  peut  admettre  plus  d'une  solution. 

Riemann  démontrait  précisément  l'existence  d'une  solution  du  problème 
de  Dirichlet,  en  admettant  comme  évident  qu'il  existait  une  fonction 
satisfaisant   aux   conditions    aux    limites,   et   rendant    minima   l'intégrale 

double    /  j  ip^-h  q^)dxdy. 

On  a  fait  remarquer  plus  haut  pourquoi  ce  raisonnement  est  insuf- 
fisant (n"  442).  Dans  des  travaux  récents,  M.  Hilbert  a  montré  qu'on 
pouvait  compléter  la  méthode  de  Riemann,  de  façon  à  rendre  sa  démons- 


traiion  entièrement  rigoureuse. 


'à"  La  recherche  de  la  surface  d'aire  miniroa.  passant  par  an  contour 
donné,  conduit  à  chercher  le  minimum  de  l'intégrale  double 

/  /  yjy-^ p^^q^dx dy. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante  est 
ou,  en  développant, 

(39)  r(H-  y«)-h  ^(1 -h/?*)— 2/7^*  =  o. 

Celte  équation  exprime  que  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux 
est  nulle.  Les  surfaces  intégrales  sont  les  surfaces  à  courbure  moyenne 
nulle,  ou  surfaces  minima. 


EXERCICES. 

l.   Déterminer  les  courbes  qui  rendent  minimum  l'intégrale 

J  =    /       F(x,y,  y')dx, 
la  fonction  F  ayant  l'une  des  formes  suivantes 


¥  =  )/y{v^y^U        P=l/y^'         F  =(ar-Xo)«v/i  ■+-/*, 


F  =  (x2H-j^î)2/i-+-y*, 
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2*.  L'équation  d'Ëuler  admet  le  multiplicateur  t— 7^>  lorsque  F  est  indé- 
pendant de  X  (  Jacobi). 

'X.  Étant  donnée  une  équation  différentielle  du  second  ordre 

(E)  y=G(x,y.y), 

il  existe  une  infinité  de  problèmes  du  calcul  des  variations  qui  conduisent 
à  cette  équation.  On  obtient  toutes  les  formes  correspondantes  de  la 
fonction  F(Xj  y^  y')  par  des  quadratures,  si  l'on  a  intégré  l'équation  (E). 

[Darboux,  Théorie  des  sur/aces,  t.  III,  n°"  604-605.] 

Remarque.  —  On  remarque  que  la  fonction  F (57,  ^,  ^')  doit  satisfaire 
à  réquation  aux  dérivées  partielles 

âyi  '^'^  dy  dy'  "^  dx  dy'        dy  "  ^' 
d'où  Ton  déduit  une  équation  linéaire  du  premier  ordre, 

^y'  T--+-Gr-^-+-M— ;=o, 

ox  dy  dy  ôy 

pour  déterminer  M=  -r—r^f  cette  dernière  équation  s'intégre  par  une 
quadrature,  si  l'on  a  intégré  l'équation  (E). 

4*.  Déduire  de  l'exercice  précédent  que  l'on  obtient  tous  les  problèmes 
du  calcul  des  variations  pour  lesquels  les  extrémales  sont  des  lignes 
droites,  en  prenant  pour  F  la  fonction  suivante 

(y-  t)^{t.y-xt)  di^y  —  +  —, 

W  étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  y,  et  4»  une  fonction  arbitraire 
de  ^  et  de  ^  —  xt. 
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